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Cap. I. Inegalitati

1. Daca a € R si a > —1, atunci:

(1+a)*=1+na, Vne N*(inegalitatea lui BERNOULLI)

Rezolvare. Inegalitatea se demonstreaza prin inductie matematica.
Pentru n = 1 inegalitatea se verifica.

Presupunem inegalitatea adevarata pentru unn € N” si sa aratam ca este valabila si pentrun + 1.
Din (1 + a)™ = 1 + na rezulta:

lI+a)™"™'>04+a)- A+na)=1+n+Da+na®>=>1+n+ Da

Deci pasul de inductie este verificat.




Cap. 1I. Siruri

1. Se numeste sir de numere reale o functie f: N - R.

Daca f (n) = a,, n € N, vom nota sirul (a, ),ey Sau (@, )ps1 in cazul f: N* - R.
Sirul (a,, )nen este crescator daca pentru orice n € N are loc inegalitatea a,, < a, 1 si
descrescator daca a,, = a, ,, pentru orice n € N.

Sa se demonstreze ca:
(i) daca g > 1 atunci sirul (a, Jpen, an = @™,V n € N, este crescator;

(i) daca q € (0,1), atunci sirul este descrescator.

Rezolvare. Se va tine seama ca:
Any1 —An = q an — ap = (@ — Day,
undeq —1 > 0dacagq>1siq—1 < 0dacag<l1.

Observatie: Daca q<0, atunci sirul este alternant.

2. Sirul real (a, )neny Se numeste marginit daca existd un M € R astfel incat pentru orice
n € Nareloc|a,| <M.

Se numeste marginit superior daca a,, < M, V n € N si marginit inferior daca a,, > M,
VneN.

Se considera sirul (a, )nen, a@n = q™ V n € N. Sa se demonstreze ca:
(i) daca g > 1, atunci sirul este marginit inferior, dar nemarginit superior;
(ii) daca q € (0, 1), atunci sirul este marginit superior, dar nemarginit inferior.

Rezolvare.
(i) Sirul fiind strict crescator, avem a, > a,, deci este marginit inferior. Acum sa presupunem ca exista
un M € R cu proprietateaa,, < M,vn €N.
Deoarece ¢ > 1, exista un € > 0 cu proprietatea q = 1 + €. Atunci:
Q"=(1+e)">1+nce.
Dar daca alegem un n € N suficient de mare astfel incatn > %, atunci: 1+ ne > M,deciq" > M,

contradictie.
(ii) Demonstratie similara.

3. Sirul real (a, ),eny Se numeste convergent cu limita a € R daca in afara oricarei
vecinatati a lui a se afla cel mult un numar finit de termeni ai sirului.

Vom nota lim a,, = a sau a,, = a pentrun — oo.
n—->oo

Sa se demonstreze urmatoarea teorema (definitia cu ¢ a limitei unui sir):

Sirul (a, )ney este convergent cu limita a € R daca si numai daca:
Pentru orice € > 0 exista un ny( €) (deci care depinde de ¢) astfel incat:
la, —a|<e, Vn=ny(e). (1)
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Rezolvare.

(i) Fie sirul (a, )nen este convergent cu limitaa € R.

Conform definitiei, orice vecinatate a lui a care contine o infinitate de termeni ai sirului. Fie (a — ¢, a +
€ ) o astfel de vecinatate, unde € > 0.

Deoarece numai un numar finit de termeni ai sirului nu apartin vecinatatii, fie N, cel mai mare rang al
termenilor care nu apartin vecinatatii. Daca notam ny(€).= N, + 1,atuncia—e<a, < a+ ¢ Vn =
ny( &) adica relatia (1).

(i) Acum presupunem ca pentru orice € > 0 exista un n,( €), astfel incat sa aiba loc relatia (1).

Fie V c R o vecinitate a lui a. Atunci existd un € > 0 astfel incit (a— ¢, a+ €) S V. Conform celor
presupuse, in (a — €, a+ €) deci si V in se afla toti termenii sirului, eventual cu exceptia celor de rang
mai mic decat n,( €).

4. Limita unui sir, daca exista, este unica.

Rezolvare. Presupunem ca sirul (a,) converge la L;si L,, cu L; # L,.
Rezulta ca exista N;si N, astfel incat:
|L; — Ly| : :
la, — L] < — pentru orice n > N; si

Ly — Lol :
la, — L,| < — pentru orice n > N,

De aici rezulta ca pentru orice n > max{N;, N,} avem:
|L; — Ly| < |L; —ap| +|Ly, —a,| < |L; — Ly|, ceea ce este absurd.

5. Fie sirul de numere reale (a,, )nen , iar (k, )neny Uun sir strict crescator denumere
naturale. Sirul (x, )ney , unde x, = a;_, se numeste subsir al sirului (a,, )nen-

Sa se demonstreze cd daca sirul (a, ),ey are limita a € R, atunci orice subsir al acestuia,
(Xn Jnen » Xn = Qy, are limita a.

Rezolvare. Pentru orice € > 0 exista N = N(¢) astfel incat pentrun > N(&) sa avem
|a, — L| < &. De aici rezulta ca pentru orice n, > N avem |ank — L| <e.

6. Orice sir convergent este marginit.

Rezolvare. Fie sirul (a, )pen, cu lim a, =L € R.
n—-oo

Atunci exista un N(1) astfel ca pentru orice n > N(1) avem: |a, — L| < 1 si astfel:
la,| = la, — L| + |L| < 1 + |L| pentru orice n > N(1).

Rezulta ca pentru orice n are loc inegalitatea:
la,| < max{ la, ], |as], ..., |aN(1)|, 1+ |L|}.

7. “Regula clestelui”. Fie (ay),(by), (c,) treisiruri de numere reale care verifica inegalitatile:
ap, <b,<c, VneN.
Daca sirurile (a,) si (c,) sunt convergente la aceeasi limita L atunci sirul (b,) converge la L.

Rezolvare. Deoarecea, < b, <c,, VneNavem:a,—L<b,—L<c,—L Vn €Ngsideci:
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b, — L| < max{|a, —L |,|c, — LI}, v n.

Pentru € > 0 exista N; = N;(¢) si N, = N, (¢) astfel incat sa avem:

la, — L| <, vn>N;(e) si |c,—L|<eg vV n > N,(¢g)
Rezulta ca avem:
b, — L| <, Vv n > N3 = N3(g) = max { N;(g),N,(e)}

Deci lim b, = L.

n—oo

8. Demonstrati ca daca un sir este crescator si marginit superior, atunci acesta este
convergent, limita sa fiind marginea superioara a multimii termenilor sirului.

In mod similar pentru un sir descrescaitor si marginit inferior, limita in acest caz fiind
marginea inferioard a termenilor sirului.

Acest rezultat este cunoscut ca Teorema lui WEIERSTRASS.

Rezolvare. Vom demonstra afirmatia pentru un sir crescator si marginit .
Fie acesta (a,). FieM, =sup {a, |n € N}.

Pentru orice € > 0 exista N = N(¢) astfel Incatay > M, - €.

Dacan > N, atuncia, = ay sidecia, > M, —¢.

In plus a, < M, pentru orice n € N. Rezulti astfel ca:
|a, — M| < € pentrun > N.

9. Teorema lui WEIERSTRASS-BOLZANO.
Daca un sir de numere reale este marginit, atunci acesta contine un subsir convergent.

Rezolvare. Fie sirul marginit a,, si fie:
Sy ={ap|n>N}
Daca fiecare multime Sy are un cel mai mic element, atunci consideram urmatorul subsir
al sirului (a,): b; =a,, = maxS;;b, =a,, = maxS, ;b; =a,, = maxS, ,;..
Sirul (b,) este un subsir al sirului (a,) si este descrescator.
Deoarece (a,) este marginit, sirul (b, ) este si el marginit.
Rezulta astfel ca sirul (b,,) este convergent. Daca pentru un M, Sm nu are un cel mai mic
element atunci pentru orice a,, cu m > M existd a, cun > M existda, cun > m sia, > ap,.
Fie c; = ap41 §ic, primul termen al sirului a, dupa c; = ay;, care are proprietatea
Cy > €.
In continuare fie c; primul termen al sirului (a,,) dupi c, care verifici c; > c,
si asa mai departe.
Se obtine in acest fel un subsir (c,,) al sirului (a,) care este monoton crescator.
Deoarece (c,) este marginit, conform teoremei lui WEIERSTRASS, este convergent.

9. Criteriul CAUCHY de convergenta al unui sir de numere reale.
Un sir (a,) de numere reale este convergent daca si numai daca:
pentru orice € > 0 existaun N = N(¢) astfel incat sa avem: | a, — aq| <&, Vp,q > N(e).

Rezolvare. Presupunem ca sirul (a,) converge la L si consideram un numar € > 0.

3
un numar € > 0. Exista N = N(¢) astfel incat |[a, — L | < 5 pentru orice n > N(g).
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Prin urmare:
|ap -1 < § si |aq— L| < g, V p,q > N(¢).
Presupunem acum ca pentru orice € > 0 exista N = N(¢) astfel incat:
|z;1p - aq| < 1,V p,q > N(¢).
Pentru e = 1§i N; = N(1) ales astfel incat [a, —aq| <1, Vp,q>N;,  avem:
lan| = |an —an,41 +an,+1 | S |an —ang41| Sang+1, Y D2N;j+1
si deci:
la,| < max{lall, lasl, ..., |aN1|, |aN1+1 | + 1} =M, V n.
Deci sirul (a,) este marginit si, conform teoremei WEIERSTRASS-BOLZANO,
contine un subsir (a,, ) convergent.
Fie L= lim a,_si €unnumdr real pozitiv e > 0.Exista N; = N;(¢) astfel incat:

nk—)OO
€
|lan, — L| < > Yme>Nsi existd N, = N, (¢) astfel incat:
3
2 )
De aici rezulta ca pentru orice n > N; = max{ N;, N, } avem:

€ €
a0 = LI < [an = an, | +]an,~L] < 5+ 3

lap —aq| < vV p,q > N,.

=g,

unde nieste ales astfel incat n, > Nj.

10. Folosind definitia limitei unui sir, demonstrati ca:

lim — = 0.

-0 /17

Rezolvare. Consideram € > 0 si punem conditia:

| ! 0| <
—— E.
vn
o1 1, 1
Rezulta ca — < € sau - < g% echivalentcun > =

n
1

1 1
Punem N(¢) = [8—2] +1, unde [8—2] este partea Intreaga a numarului =

1
Este evident ca daca n > N(¢) atuncin > = si inegalitatea

| 1
€ Vn

— O| < £ este satisfacuta.

11. Sirul (a,) tinde la + oo daca pentru orice M > 0 exista N(M) astfel incat:
a, > M oricare ar fin > N(M).

La fel se defineste limita la — co.

Sa se demonstreze ca limn = oo.

n—-oo

Rezolvare. Pentru orice M > 0 putem lua N(M) = M.




12. Fie sirurile (a,), (b,) cu lima, = asi limb,, = b. Atunci:
n—oo n—»,oo

a) I{i_r)glo(an +b,) =a+b ("regulasumei")

b) r{i_r)glo(an -b,) =a-b ("regula produsului")

c) Dacainplus b, # 0,V n € Nsi b #0,
l. an _ a " l =
lim b, b ("regula sumei")

d) Pentru orice k € R,
limk-a, = k-a. ("Inmulfirea cu un scalar").

n—»>oo

Rezolvare. a) Fiee > 0sie’ = % €. Deoarece lima, = asi limb, = b, exista N; = N;(¢')

n—»>oo n—»oo

astfel incat |a, —a| < €',V n > N; si exista N, = N, (¢') astfel incat |b, —b| < &',V n > N,.
Fie N3 = max { N, N, }. Pentru orice n > N5 avem :

la, —b,—a—b|<|a,—a|l+|b,—b|<e + & =2 = €.

b) Deoarece limb, = b,exista M > 0 astfel ca |b,| <M pentruorice n € N.

n—oo

Rezulta:

la,-b,—a-b|=l|a,-b,—a-b,+a-b,—a-b|=|b, - (a,—a)+a- (b, —b)| <

<|b,|-la,—al+lal:|b,—b]|<M-:|a, —al+]a|:|b, —Db|, VneN,.

0 . . S 8
F1es>0$1f1esl=m, €2=—2(|a|+1)'
Deoarece lima, =a si limb, = b, exista N; si N, astfel Incat:

n—>oo n—->oo

la, —al < €,¥Vn>N; si |b,—b|< &,Vn>N,.

Fie N; = max { N;,N, }. Pentru oricen > N3 avem: |a,-b, —a-b| < €.

1 1 1
c) Mai intai aratam ca lim — = D Pentru aceasta evaluam diferenta 0 B| si gasim:
n—»>oco n n
1 1| _ |by — bl
b, bl |by|- b’

R 1
Intrucat limb, = b exista N, astfel incat sa avem: |b,, — b| < 3 |b| pentruoricen > N; .
n—>oco

Consideram numarul:
- {2 1 1 }
=max{—,—, .., ——
b Toul” ™ Tow. |

1
—| < M pentru orice n.
by,

si remarcam cad are loc inegalitatea:

e bl
Fieacume >0 si ¢ = ST .Pentru € > 0 exista N, = N,(€") astfel incat|b, —b| < €



1 1
pentru orice n > N,. De aici rezulta ca

— — —| < & pentru orice n > N3 = max{ N;,N, }.

b, b
1
Cu alte cuvinte lim =% si apoi se aplica regula produsului.
n—oo
d) Caz particular al regulii produsului.
13. Demonstrati ca sirurile:
n
ey = (1 + H) ’ n=1
1 n+1
m=(1+g) . n=1

sunt convergente si au aceeasi limita.
Aceasta limita este notata cu e, dupa inifiala lui LEONHARD EULER si are valoarea
aproximativa:

€ =2,718281828459... (numarul lui EULER)

Exercitiile ulterioare vor demonstra importanta acestui numar.

Rezolvare. Se va demonstra mai intai ca:
61 << << Yy <<y, <y, ¥vn=1. (1)

Avem:
n

ens1  (n+2)"! n" n+ 2 ( 1 )

e, (n+ 1)1 .(n+1)" T h+1 _(n+1)2

Dar, conform inegalitatii lui BERNOULLI (ex. .1):
(RS L.
(n+1)? (n+1)2%°
Rezulta mai departe ca:

epe1 NA+2 (1 n )_(n+1)3+1
én n+1 n+12/)  (n+1)3

1, vn>1.

Asadar, sirul (e;)nen , format din termeni pozitivi, este strict crescator.

La fel si pentru sirul () ne N :

Yo n+l n+1 n*+3n+1 nn+2)>+1

1 n+1
[—xr] >
Yne1 N +2 nn+ 2) n+2 nn+2) n(n+2)2

unde din nou s-a utilizat inegalitatea lui Bernoulli.
n n+1
Avand in vedere faptul ca e, = (1 i %) <VYn= (1 i %) , rezulta (1).
Deci, conform teoremei lui Weierstrass, exista limitele lim e, si lim y;,.
n—oo n—-oo

In continuare, din inegalitatile:

)



n+1 n n
1

0< = (142) = (140) = (140) =
Yn—€n = n n/ " n n)
=e—”sy—”<%—>0 (pentru n— o) rezulta ca:

n n

lime, = limy,= €.
n—-oo n—>oo

14. Sa se demonstreze ca:

Rezolvare. Se noteaza:

Din inegalitatea:

k! =2K,  vk=1
(care se demonstreaza prin inductie matematica) rezulta:

1 1 1 1
0<anST+o5+or+- +2—n_1+2(1—2—)<3 Va1

Asadar, sirul a,, este marginit si deoarece este crescator, conform teoremei lui

Weierstrass, a,, este convergent si notam: lim a, = a.
n—-oo

Vom demonstra ca a = € . Conform exercitiului anterior:

1 nn—1) 1 nn-1)..3-2-1 1
ep=1+——-—+ ——— — + -+ p— =
n 2! n! n! n!

De aici rezulta ca:

Prin trecere la limitd, pentru n — oo rezulta:

e <a (D

10



Dar, pentru un k € N* fixat, prin trecere la limita pentru n — oo se obtine e > a;,V k = 2. Pentru k — o
se obtine:

e >a. (2)
Din (1) si (2) rezulta ca a este chiar numarul lui EULER.
Deci:
i 1 1 1y
111_1)’210(1+F+§++E> = e.

11
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Cap. II1. Serii de numere reale

1. 0 serie infinita de numere reale este un sir de numere reale (s,)

al carui termen general s, are forma:

S, = a; +a, + -+ a,, unde (a,) este un sir de numere reale dat (termenul general al seriei).

Seria se mai noteazasi Y,-,a, , iars, = a; +a, + :- + a, se numeste "sirul sumelor partiale" ale seriei.

Daca sirul sumelor partiale (s, ) este convergent, se spune ca seria este

n—oo

oo
convergentd, iar limita sirului lim s, = s se numeste suma seriei si se noteaza Z a, =s.
n=1

[oe]
Sa se verifice ca Z 1.

1
20
n=1

Rezolvare.

(0]
1
Sirul sumelor partiale ale seriei Z on este s,
n=1 k=1




n—->oo

oo co
: . 1 . 1
Deoarece lims, =1, rezulta ca Z on este convergenta si Z on = 1
n=1 n=1

oo
2. Seria Z a, este divergenta daca sirul sumelor partiale (s,) este divergent.

n=1

oo

Sa se verifice ca seria Z n este divergenta.

n=1

Rezolvare.
= n(n+1)

Sirul sumelor partiale al seriei z n este s, = k= 5

n=1 k=1

Deoarece sirul (s,) este divergent, seria este divergenta.

1

nZ+n

3. Sa se verifice ca seria z

n=1

este convergenta si sa se calculeze suma acesteia.

Rezolvare. Deoarece:
1 1

n?+n :n(n+1)

1
n+1’

1
n
termenul general al sirului sumelor partiale este:

=(1-3)+(-3)+~+
Sn = 2)"\273

(1 1 )_1 1
n n+1/ n+1

sideci lim s, = 1.

n—oo

4. Sa se arate ca seria geometrica:

zqnz 1+q+q*+-+q "+
n=0

este convergenta daca si numai daca |q| < 1 si in acest caz sa se calculeze
suma acesteia.

Rezolvare. Deoarece:

14



1-— n+1
1+4q+q*+-+q"= 1

1-q
1— qn+1
rezulta ca sirul sumelor partiale este s, = q—a care este convergent daca si numai
—q
daca|q| < 1, in care caz are limita 1 , aceasta fiind suma seriei.
—q

[00]

5. Daca seria Z a, este convergentd,atunci lim a, = 0.
n—->oo
n=1

(Convergenta la zero a termenului general)

Rezolvare.

(0e]
Daca seria Z a, este convergenta,atunci sirul sumelor partiale (s,) converge la o limita s.
n=1

Rezulta ca sirul s,_; converge tot la s si astfel a, = s,, — s,_; converge la 0.
Prin urmare: lima, =0.

n—->oo
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Cap. IV. Limite de functii. Continuitate

1. Functia f:A € R - Rare limita L in punctul a € A daca pentru orice € >
0 existda un numar § = § (¢) astfel incat |[f(x) —L| <&, Vx €A, x #asi
|x —al <.

In acest caz se noteaza lim f(x) = L.
n—-oo

Sa se arate ca:

b) }ci—%\/}:\/a’ Va>o0.

Rezolvare.

a) Fie € > 0 si sa consideram inegalitatea:

2_4
4|<£ sau 4—e <>
x—2

x2-4
x—2

<4+ ¢ pentrux # —2.

16



Aceasta este echivalenta cu inegalitatea4 —e <x+2 <4 +¢csau2 —e<x<2+e¢,
deci putemluaé = ¢.
b) Intr-adevir, daci € > 0 , atunci are loc

x2-4

—4|<£ sauva — e < Vx < VJa+e.

xX—2

care prin ridicare la patrat devine:
a—2Va-et+e?<x<a+2+a-e+ ¢

Pentru un a si € dat, putemluaéd = 2vVa - € + €2.

2. Sa se arate ca limita unei functii reale intr-un punct (daca aceasta exista)
este unica.

Rezolvare. Fie functia f: D € R - R care admite limita in punctul a € D. Sa presupunem
prin absurd ca lim f(x) = L, ,lim f(x) =L, siL; # L,.
xX—a xX—a

Atunci pentru € = % exista §; astfel incat |f(x) — L, | < epentrul < [x —a | < §; si
exista §, astfel incat |f(x) — L, | < epentrul < |[x —a | <6, .

De aici, pentru 0 < |x —a | < min{6;,8,}avem |L, — L, | <|L; — f(x) |+
|f(x) — L, | < |L; — L, | , ceea ce este absurd.

3. Teorema lui HEINE. Functia f: D € R - R are limita in a daca si numai
daci pentru orice sir (x,), x, €D, x, # asi limx, = a, sirul (f(x,)) este
n—-oo

convergent.
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Rezolvare. Presupunem ca lim f(x) = L si consideram un sir (x,,) de numere reale cu
xX—>a

urmatoarele proprietati: x,, € D,x,, # asi limx,, = a . Pentru orice € > 0 exista § =

n—oo

6 () > O astfelincat 0 < |[x —a| < §, Vn > N.Deaicirezulta |f(x,) — L| < € pentru
n > N, deci sirul (f(x,)) converge la L.

Presupunem acum ca pentru orice sir de numere reale (x,,) cu urmatoarele proprietati:
X, €A, x, #a,si 1111_)r£10xn = a, sirul converge. Vom arata la inceput ca Aij)r()lof(xn) nu
depinde de x,,. Rationam prin reducere la absurd si presupunem ca exista doua siruri de
numere reale (x',,) si (x";,)cu urmatoarele proprietati: x',, ,x"', € 4, x', #a, x," #+a,
Tlli_)rgx’n = 1lli_r>§ox”" =a si 1lli_r>rolof(x’n) = Ji' 2 )L = Ai_)rglof(x”n) . Cu sirurile (x',), (x"p)

construim sirul (x,,) definit astfel:

Xp+q1 » pentrun = 2k
Xy =
Xp+1,pentrun = 2k + 1

si remarcam ca acest sir are urmatoarele proprietati: x,, € 4, x,, # a si limx,, = a. Prin
n—oo
urmare sirul (f (x,,) converge la un numar L. Deoarece lim f(x',y = L' si lim f(x",y = L"”
n—oo n—oo
trebuie saavem L = L' si L = L" si astfel avem L' = L absurd.

Fie L valoarea comuna a limitelor sirurilor (f (xy). Vom arata ca lim f(x) = L. Pentru
X—a
aceasta presupunem contrariul. Rezulta ca exista ¢, > 0 astfel incat pentru oricen € N
. o A 1. y o
exista x,, € A, x,, # a astfel incat |x, —a| < ~ si |f (x,) — L| = 0. Rezulta de aici ca sirul

(f (xpy) nu converge la L desi x, € 4, x, # a si limx,, = a. Absurd.

n—oo

4. Criteriul CAUCHY-BOLZANO pentru limita functiei. Functia f: D € R —
R are limita in a daca si numai daca pentru orice € > 0 existad = §(¢€) > 0
astfel incat0 < |[x' —a| < §si0 < |x" — a| < 6 implica

f(&xD) = fEDI<e
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Rezolvare. Presupunem ca lim f(x) = L si consideram € > 0. Exista § = §( &) > 0 astfel
xX—a

incat pentru0 < [x —a| < § sdavem |f(x) — L| < % De aici pentru orice x’, x" cu 0 <
X' —a] <8si0 < |x" —a| <davem |f(x") — )| < |fE)—Ll+ |fE") —L| <e.

Presupunem acum ca pentru orice € > 0 exista § = §( ¢) astfel incat pentru orice x', x"
cul<|x’ —a|<dsi0<|x" —al <davem |f(X") —f(x"")]| < € si consideram un sir de
numere reale (x,) cu urmatoarele proprietati: x,, € 4, x, # asix, — a.

Pentru § = §(¢) exista N = N(6) astfel incat |x,, — a|] < § pentru orice n > N. De aici,
pentrun,m > N avem |f(x,,) — f(X,)| < €. Aceasta arata ca sirul f (x,,) este convergent.
Cu teorema lui HEINE rezulta ca f are limita in a.

5. Reguli privind limita unei functii intr — un punct.

a) Daca f(x) = k = constant, atunci lim f(x) = k, Y a.
X—a
Xk+1 » pentrun = 2k
b) Daca lim f(x) = L silim g(x) = M, atunci
e e X1, pentrun = 2k + 1

f(x L
c) Daca lim f(x) = L, g(x) # 0si lim g(x) = M # 0 atunci limg = —,
X—a x—a xsag(x) M

Rezolvare. Vom demonstra doar implicatia

lim f(x) = Lsi limg(x) =M = lim (f(x) + g(x)) =L+ M.
X—a X—a X—a

Pentru € > 0 exista §; = 6,(¢) si 6, = 6,(g) > 0 astfel incat :

0<|x—a|<61=>|f(x)—L|<§

o<|x—a|<52:>|g(x)—L|<§

Pentru 0 < |x — a| < min{§,, 6,} avem:
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Ifx) + g(x) =L+ M) < |f(x) = LI+ |g(x) - M| <e

Celelalte demonstratii se realizeaza in mod similar.

6. Regula ""clestelui’”’.

Daca pe o multime de formal=(a—r, a)u(a, a+r), r>0,
functiile f, g, h verifica inegalitatile:
f(x) < g(x) < h(x)

sidacad lim f(x) = L silim h(x) = L atunci lim g(x) = L.
X—a X—a X—a

Rezolvare. Deoarece f(x) < g(x) < h(x), Vx € I, avem:

f(x) -L<gkx) —L<h(x)—L.
De aici rezulta inegalitatea: |g(x) — L] <max {|f(x)—L|, |h(x)—-L]|} Vx €l
Pentru € > 0 exista 6; = 6; (¢) > 05si 5, = 6, (¢) > 0 astfel Incat sa avem:

O0<|x—a|l<§;=|fx)—Ll<esiO<|x—a] <, = |h(x) —L| <=

De aici rezulta ca:

|0 < |x—al <min{§;,6,} = |gx)—L|<max{|f(x)—L|, |h(x)—L|}<e.
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7. Limitele laterale.

Limita la dreapta a functiei f in punctul a este L

(sau limita lui f(x) atunci cand x tinde la a dinspre dreapta este L)
daca pentru orice € > 0 exista 6 = 6(¢) > 0 astfel incita<x<a+ 6
= |f(x) — L| < &. Se noteaza astfel:

L= lim f(x)sau L = lim f(x)
x—-a xNa

Analog se defineste limita la stanga.

Observatie: Daca functia f are limita la stanga si limita la dreapta in a si aceste limite late
sunt egale cu L:

lim f(x) =L = lim f(x)
X—a

x—at

atunci functia f are limita in a si aceasta limita este L:

lim f(x) =L = lim f(x) = lim f(x).
x—-a~ x—at

X—a

Demonstrati ca functia:

. 1, pentrux > 0
sign (x) = — =
i 1] -1, pentrux < 0

nu are limitain a = 0.

Rezolvare. Limitele laterale exista si :

lim sign (x) = —1 # lim sign (x) = 1.
X0~ x—0*

21



8. Functia f: A c R — R este crescatoare (respectiv descrescatoare)
daca pentru orice xX;,X, € A, X; < X, rezulta f(x;) < f(x,)

(respectiv f(x;) = f(xz)).

O functie este monotona daca este crescatoare sau descrescatoare.

Sa se demonstreze ca daca functia f: (a,b) — R este monotona

atunci pentru orice X, € (a,b ) limitele lim f(x) lim f(x) exista.
X—Xg X—X,

Rezolvare. Fie X, € (a,b ) si multimea:
Sy, = () [ x <%0}
Daca functia f este crescatoare, atunci mulfimea S, este marginita superior de f(x,)
si daca f este descrescdtoare, atunci multimea Sy este marginita inferior de f (x,).
Daca functia f este crescatoare, atunci marginea superioara a multimii S, este limita la stanga
alui f in x.

sup Sy, = Xllg{l_ f(x).
0

Daca f este descrescdtoare, atunci marginea inferioard a mulfimii S, este limita la stinga
alui finxg:

inf Sy = lim f(x).

X—Xq
Pentru limita la dreapta se va considera multimea:
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Ry, = {f(x) | x> X }.

9. Se spune ca limita la dreapta a functiei f in punctul a este + oo daca:
VM >0, 36 = 8(M) astfel incat f(x) > M,V x € (a,a+ 6)

si se noteaza lim f(x) = +oo.
x—at

In mod similar, spunem ca limita la dreapta a functiei f in punctul a
este — oo daca:
VM >0, 36 = 8(M) astfel incat f(x) <M,V x € (a,a+ 6)

si se noteaza lim f(x) = —oo.
x—at

La fel se definesc limitele la stanga:

lim f(x) = +oosi lim f(x) = —oo.
X—a X—a

si limitele bilaterale:

lim f(x) = 4+o00; limf(x) = —.
X—a X—a

Sa se demonstreze ca:

1
a)lim—= —oo; lim —= 4o0.
x-0~ X x-07 X

b) lim — = —oo;
Xx—-0" X
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. .1 ) 1
Rezolvare. Pentru primul caz, se va observa ca < < M este echivalent cu x < o

(fiind limita la stanga lui zerox < 0!).
Deci se valua 6(M) = M

In mod similar se rezolva si celelalte cazuri.

Cap. V. Derivata unei functii. Diferentiala

1. Spunem ca functiaf: A € R —» R este derivabila in punctul x, € A
e f) = (%)
daca exista lim —— si este finita.
X—Xp X — XO

Aceasta limita se noteaza f'(x,) si se numeste derivata lui f in x,.

Sa se arate ca:
(i) (x") = nx" 1, Vx€ER, Vn € N;
(ii) (sinx)’ = cosx, (cosx)’ = —sin x, VxER;
(iii) (@*)' = a*lna, VXER (a€ER});
(iv) (e¥)' =¢€*, VxER;
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1
(v) (Inx)" =

=, vx € R}
X +

(vi) (x3)' =ax®1,vxeR:, (a € R)

Rezolvare.

(i) Fie f(x) = x",x € R cun fixat. Atunci avem:
f(x+h)=(x+h)*»=x"+CLx"1h+ C2x"2h% + ---+ CI h?,

deci:

f(x + h) — f(x)
b h

= }lli_r)r(l)(Crll x%1 4+ C2x"2h 4 .-+ CD W 1) = clxn?

si deci:

x")' =nx""!, vx €R.

(ii) f(x) = sinx,x € R. Atunci avem:

h h
f(x+h) — f(x) =sin(x+ h) —sinx = 2 sinzcos <X + E)

sint

Deoarece ltinolT =1 sicost este continuad, rezulta:
. h
. f(x+h)-f(x) sSiny h
lim = lim - COS (x + —) = COSX,
h-0 h h—-0 h 2
2
deci:
(sinx)’ = cosx, vV x € R.

(iii) Fie f(x) = a*,x € R. Atunci avem:

f(x+h) —f(x) _ Xah—l

m a m , VheR".
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Punem a" — 1 = t. Functia exp a fiind omeomorfa, rezultit >0 < h— 0.

In(1+1t)
Deoarece h = —— avem:
na
ah — 1 tlna Ina

h  In(1+t) In(l+0t’

deci:
. fx+h)—fx) al —1 e Ina .
llll_r)lcl) m —a}lll_l’g m —altl_r)r(}m—alna.
si deci:

(@*)' =a*lna, VXER.
Type equation here.
Type equation here.

Type equation here.

Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.
Type equation here.

Type equation here.
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Cap. VI. Integrale nedefinite

1. Calculati urmatoarele primitive:

x dx; b ad d
D [ rn o v s

X ax?+ b

ax’+ b a

2
X
Rezolvare.a) J~E;E:?ES d

o
=
I

x = x — arctanx + C; b)f

Integrale prin parti

1. Sa se calculeze integralele

a) jlnx dx; b) jlnzx dx; c)fx”lnx dx.

1
Rezolvare.a) Sealege f(x) = Inx si g'(x) = 1.Atunci f'(x) == siluam g(x) = x.
1
flnx dx = fx’lnx dx =xInx — fx; dx =xIlnx —x + C.

2

b) Seiau f(x) = In? x si g'(x) =1. Atunci f'(x) = ;lnx siseia g(x) = x.
; Inx

Jlnzx dx = jx In?x dx = xIn?x —2 T-xdx

Folosind punctul anterior, obtinem:

Jlnzx dx =x[In?x —2Inx + 2] +C.

xn+1 xn+1 xn+1
m] = "1 = Inx — —— .
c)fx nx dx j<n+1> nx dx n+1nx (n+1)2+6

2. Sa se calculeze primitiva:
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Cap. VII. Integrala Riemann-Darboux

1. Se considera o functie f: [a,b] = R marginita si o partitie P
a segmentului [a, b], adica o multime finita de puncte
{Xy, X1, X5, ..., X} Cu proprietatea:

a=Xg <X <X <-<Xp,=b.
Deoarece f este marginita, putem considera:

m; = inf {f (x) | x € [x;_1,x;]}, M; = sup {f(x) | x € [xj_1,X;]}

Se defineste_suma superioard DARBOUX a functiei f corespunzatoare

partitiei P:

Us (P) = z M; (x; — xi-1) -

La fel pentru_suma superioara DARBOUX a functiei f

Le (P) = z m; (; — Xj_1) -

Sa se demonstreze ca oricare ar fi partitia P a segmentului [a, b]:

unde m = inf {f(x),x € [a,b]}si M =sup {f(x),x € [a, b]}.
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Rezolvare.

U(P) = zn: M; (%) — Xj-1) < zn: M (x; —Xj_1) =M zn: (x; — xj_1) = M(b — a).

Le(P) = Z m; (X; — Xj—1) < Z m (Xj — Xj_1) =m z (x; — xj—1) = m(b — a).
=1 i=1 i=1

Inegalitatea L¢(P) < U¢(P)este evidenta.

2. Conform exercifiului anterior, mulfimile:
Ls = {L¢(P)| P — partitie a segmentului [a, b]}
Us = {U;¢(P)| P — partitie a segmentului [a, b]}
sunt madrginite. Sa notam Ly = sup Ly U = infUy.

Sa se demonstreze ca are loc inegalitatea: £f < Us.

Rezolvare. Fie P o partitie a segmentului [a, b] si P'partitia P U {y}, unde x;_; <y < x;
pentru un anumit I, 1<i<n
Cu alte cuvinte, P'este obtinutd prin adaugarea unui punct y la punctele partitiei P.

Vom arata ca acum au loc urmatoarele inegalitati:

Le(P) < Le(P") 51 Ue(P") < Ug (P).

Consideram numerele M; = sup {f(x) |x € [x;_1,¥]} si M{" = sup {f(x) |x €
[ v,xi]} si remarcam inegalitatile: M;{ < M; si M’ < M;.

Din acestea rezulta:
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i—-1

n
Ue(P") = Z M; (%5 — Xj—1) + M{ (v — xi-1) + M{" (x; —y) + Z M; (% — Xj_1) <

j:1 ]:l+1
i—-1 n
< Z(Xj —Xj—1) + Mi(y — xi_1) + Mi(x; — y) + z M;(x — %j_1) =
j:l ]:l+1

In mod aseminitor se arata ci are loc si inegalitatea L¢(P) < L¢(P").

Se poate afirma acum ca, daca P"”
= P U {y,,¥, .., Vm}, unde y; sunt numere distincte in [a, b],

atunci au loc inegalitatile:

Le(P) < Le(P") 51 Ue(P) < Ug(P")

Consideram acum doua partitii P; si P, ale segmentului [a, b]si notam cu P; partitia P;
= P1 U PZ -

Pe baza celor aratate avem: L¢(P;) < L¢(P;)si Ug(P;) < Ug(P,)
si tinand seama de inegalitatea

L¢(P;) < U¢(P3), deducem inegalitatea:
Le(P) < Ug (Py).

Deci orice suma inferioara este mai mica decat orice suma superioara. De aici rezulta L
< Us.

3. Spunem ca functia f: [a,b] — R marginita pe [a, b] este integrabila
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RIEMANN-DARBOUX pe [a,b] daca L = Us.

Aceasta valoare comuna se noteaza:

b
[ reodx = 2=,

si se numeste integrala RIEMANN-DARBOUX a functiei f pe segmentul [a, b].

Sa se demonstreze ca functia f: [0,1] - R, f(x) = x este integrabila
RIEMANN-DARBOUX pe [0,1] si:

[ rwax =3
) 2

Rezolvare. Intr — adevir, pentrun € N, fie P, = {O,%,%, e 1} .Avem:

n—1
2n

n+1
Ug (P,) = siLe(P,) =

2n

si astfel:

n—1<L< <n+1
2n = U= on

Pentrun — oo rezulta £; = U = >
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Cap. VIII. Aplicatii ale integralei definite

Calculul lungimilor

1. Daca se da o curba plana definita prin ecuatia explicita y = f(x), atunci lungimea arcului
cuprins intre dreptele x = asix = b (b > a) este data de:

1=’ 1+(%)2dx

Rezolvare. Daca s este lungimea unui arc de curba, atunci

ds dy 2
“o @)

dx dx
unde semnul plus sau minus este adoptat dupa cum variabila x creste sau descreste cand s creste.
Astfel, daca x creste cand s creste, avem:

2

ds= |1+ (a) dx si prin integrare obtinem formula ceruta.

2. Sa se calculeze lungimea curbei data de ecuatiile parametrice:
t? t .
x =t?, =t——.
e/ 3t3
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2
Rezolvare. Eliminand parametrul ¢, obtinem ecuatia implicitd y? = x (1 - éx) .

Curba este simetrica in raport cu axa Ox, iar bucla acesteia se intinde de la punctul (0, 0) la (3,0).
1
Daciluamy =0in y =t — 33 obtinem t = 0 sit = +v3.Asadar, jumitatea superioari a buclei este
cuprinsi intre t = 0sit = V3.
Deci lungimea intregii curbe este dublul valorii:

2
Bdx\* (dy WJ 2
fo (E) +<E>dt=fo 142t +t*de=2+3.

Calculul ariilor

Calculul volumelor
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Cap. IX. Ahexe

Simboluri mai des utilizate

Multimi
CCPAUNEEDD
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Multimi de numere

NZQRRC

Alfabetul grec
afydecefIdviunposctow ABTAEOGHAMNIIPET® XYW Q

Semne algebrice: ~+ =K > ==+ X <>

Suma, produs, integrala

X x xx ITITIT I |

L0 s & & ¢

[ re ax

Functii trigonometrice

sin cos tan «c¢sc sec cot sin” coSs™~ tan™
lim In 0
Alte simboluri
dy Ay 0y 6
AV<—T—>l<—>|—>*-E---.-"-.le—y—y—y—y\/_\/_
dx Ax 0x Oox
e
g} :
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