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Vorwort

Mit der Entwicklung der Analysis, der Differential- und Integral-
rechnung, beginnt eigentlich die Mathematik der Neuzeit, und der
analytische Kalkiil ist auch heute noch die Grundlage jeder mathema-
tischen Bildung. Nur mit den Begriffen der Differentialrechnung las-
sen sich die Grundgesetze der Physik mitteilen, sie liefert die Sprache
der heutigen Geometrie, aber auch die Zahlentheorie beschreibt ihre
tiefsten und schonsten Entdeckungen durch analytische Funktionen.

In diesem ersten Band entwickle ich den grundlegenden infinite-
simalen Kalkiil im Eindimensionalen. Im letzten Kapitel erkléare ich
jedoch die metrischen und topologischen Begriffe in abstrakter Allge-
meinheit. Ich bringe das Riemann-Integral. Das geniigt fiir’s erste,
und es ist so axiomatisch gefaf3t, dafl spater nicht alles noch einmal
gemacht werden muf3.

Was den Aufbau angeht, so fiihre ich erst das Integral ein, dann
die Ableitung, dann kommen die klassischen Funktionen und dann
Potenzreihen, wie es iibrigens auch am ehesten der historischen Ent-
wicklung entspricht. Ich wende mich ja an Studierende, die aus
der Schule schon einige vorlaufige Kenntnis mitbringen. Daran wer-
den und diirfen sie sich erinnern, wenn nun zuerst die Fundamente
griindlich befestigt und die Hauptsétze des klassischen Kalkiils be-
wiesen werden und es dann mit allen angebrachten Hilfsmitteln an
die konkreten Materialien geht: Es leuchtet mir eher ein, die Bo-
genldnge zu gegebenem Tangens durch ein Integral, als Winkelfunk-
tionen durch Potenzreihen zu definieren, und man nimmt sich so nicht

nachher die wichtigsten Beispiele fiir die Taylorentwicklung.

Der folgende zweite Band, Stoff des zweiten Semesters, behandelt
die Differentialrechnung fiir endlichdimensionale reelle Vektorrdume,
auch Untermannigfaltigkeiten des R™ und ihre Tangenten, und er
bringt eine Einfiihrung in die allgemeine Maf3- und Integrationstheo-
rie mit Spezialisierung fiir den R".
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Der dritte Band bringt eine Einfithrung in die Theorie der ge-
wohnlichen Differentialgleichungen und erklirt die Grundlagen der
globalen Analysis: Satz von Stokes und Integralformel von Gaus8.

An viel Schénem, auch an Wichtigem, muf3te ich vorbeilaufen. Auf
manches werden wir spéter zurtickkommen, wo es seine angemessene
Umgebung findet. Manches ergibt sich in der Funktionentheorie ein-
leuchtend und fast wie von selbst, was zu Anfang mithsam wére. das
gilt zum Beispiel fiir die Partialbruchzerlegung zur Integration der ra-
tionalen Funktionen und fiir die Berechnung uneigentlicher Integrale.
Auch die Theorie der elementaren Funktionen mit ihren zahlentheo-
retischen Aspekten kann sich erst im Komplexen wirklich entfalten.
Dies ist ein Skriptum fiir das erste Semester, ein erster Zugang und
Uberblick. Wer damit sein Studium beginnt, sollte sich schlieBlich
auch in der weiteren Literatur zurechtfinden.

Herr Martin Lercher hat fast alle Figuren hergestellt, Herr Michael
Prechtel hat zahlreiche Verbesserungen am Manuskript angeregt, und
Frau Martina Hertl hat fiir den Drucksatz gesorgt. IThnen danke ich
herzlich.

In diesem Neudruck habe ich alle Versehen und Druckfehler, die

mir bekannt geworden sind, verbessert.

Regensburg, im Friihjahr 1999 Theodor Brocker
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Kapitel 1
Zahlen

Still, meine heil’ge Seele krdauselt sich
Dem Meere gleich, bevor der Sturm erscheint,
Und wie ein Seher mocht ich Wunder kinden,

So rege wird der Geist in mir.
Orplid

In diesem Kapitel beschreiben wir den Zahlbereich, auf den sich
die Analysis grilndet. Wir beginnen mit einem Axiomensystem, das
sich schliellich im vorigen Jahrhundert herausgebildet hat. Erst im
néchsten Kapitel werden wir im Vorbeigehen auch etwas tiber die
Konstruktion dieses Zahlbereichs andeuten.

§1. Axiome

Diese Vorlesung handelt von der Menge R der reellen Zahlen
und den auf ihr oder ihren Teilmengen definierten Funktionen. Was
sind reelle Zahlen? Ein Rechner wird sich eine reelle Zahl als meist
unendliche Dezimalzahl, die noch ein Vorzeichen + oder — haben

kann, vorstellen, wie zum Beispiel
3,1415926. ..

Freilich wissen wir wohl, dafl die Darstellung reeller Zahlen durch
Dezimalentwicklungen nicht ganz eindeutig ist, denn z.B.

0,9999--- =1,0000--- .
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Und nur aus dem formalen Rechnen mit Dezimalzahlen gelingt es
wohl kaum, die einfachsten algebraischen Rechenregeln zu begriinden,
wie zum Beispiel a-(b+¢) = a-b+a-c fir alle a,b,¢c € R. Man muf}
es nur versuchen und sieht bald, welches undurchdringliche Gestripp
von Schwierigkeiten aus dem genannten scheinbar so geringen Mangel
der Notation einer Zahl entsteht.

Dezimalzahlen sind sehr gut geeignet zum Rechnen, auch fiir Maf3-
und Geldsysteme — wenn sich auch manche Volker bis in unser
Jahrhundert gegen so ein Produkt der Tyrannenwillkiir gewehrt ha-
ben —, aber sie sind erstaunlich ungeeignet, mathematische Gesetze
zu erhellen.

Wer eher geometrische Neigungen hat, wird die Menge der reellen
Zahlen durch eine Gerade veranschaulichen, auf der die zwei ver-
schiedenen Punkte 0 und 1 als Wahl von Ursprung und Mafeinheit
markiert sind, und zwar aus alter Gewohnheit so, daf3 die 1 rechts
von der 0 steht:

FEine Funktion oder Abbildung f : R — R ordnet jeder reellen
Zahl z € R eindeutig eine Zahl f(z) € R zu. Sie wird dann durch
ihren Graphen

{(z,f(x)) |z € R} C Rx R,
oder was das selbe ist, durch die Menge der Punkte

{(@,y) |y = f(2)}

auf der Ebene R x R aller Punktepaare {(z,y) | 2,y € R} =: R?
veranschaulicht.
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Solche Anschauung ist fiir das mathematische Denken notwendig als
Leitstern fiir alle Begriffsbildung und Hilfe zum Finden und Verstehen
der Sétze und Beweise. Einen formalen stichhaltigen Beweis kann sie
jedoch nicht liefern.

Wir werden die reellen Zahlen dadurch beschreiben, dafl wir ein
Axiomensystem fiir die Menge R mit den Operationen + und -
sowie fiir die Anordnung < angeben, also ein System von Sétzen,
die immer vorausgesetzt werden und aus denen alles weitere folgt.
Es bleibt dann freilich die Frage, ob es irgendwo in der Welt oder
auBerhalb derselben etwas gibt oder ob etwas ausdenkbar ist, das
alle diese vorausgesetzten Axiome erfiillt. Diese Frage ist jedenfalls
nicht Gegenstand dieser Vorlesung, die vielmehr darauf ausgeht, den
Kalkiil der Differential- und Integralrechnung zu erklaren. Hierfiir ist
ein bereitwilliges Vertrauen in die Anfangsgriinde eher hilfreich. Hat
man erst einmal eine gewisse Ubung im Umgang mit dem Begriff
der Konvergenz, so ergibt sich ein Teil der Antwort auf die Frage,
wie die reellen Zahlen zu konstruieren und die Axiome zu rechtfer-
tigen seien, beinahe von selbst; und danach ist der Weg hinab in
die Verastelungen moglichen Zweifels ebenso unendlich, wie der Weg
hinauf, den wir beschreiten wollen.

Wen es aber sogleich hinabzieht, dem sei als Wegweiser ein viel-
bekanntes, sehr elementares Buch empfohlen:
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E. Landau: Grundlagen der Analysis. Nachdruck Chelsea 1965.

Axiomensystem fiir die reellen Zahlen

Die reellen Zahlen bilden eine Menge R, mit den Verkniipfungen:
Addition: RxR—-R, (z,y)—z+y;
Multiplikation: RxR—-R, (z,y)—2x-y;

sowie einer Anordnung, gegeben durch eine Teilmenge, den
Positivitatsbereich Ry C R.

Fiir diese Daten gilt:

(K) Korperaxiome:
Die Menge R mit Addition und Multiplikation bildet einen
Korper.

(A) Axiome der Anordnung:
(A.1) Es gilt genau eine der Aussagen:
re Ry, —ze Ry, z=0.
(A2) z,ye Ry = z+4+yecRy.
(A3) z,ye Ry = z-ye R,.

(V) Vollstandigkeitsaxiom:
Jede nicht leere nach oben beschrankte Menge reeller Zahlen
besitzt eine kleinste obere Schranke.

Was das Axiomensystem (A) mit Anordnung zu tun hat, werden
wir im néchsten Paragraphen erfahren. Das Vollstdndigkeitsaxiom
wird in §4 erklart. Die Korperaxiome aber lauten wie folgt:
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Korperaxiome

Fiir die Addition und Multiplikation aller x,y,z € R gilt:

Addition Multiplikation
Assoziativgesetz
(T+y)+z=a+y+2) - (y-2)=(z-y) =z
Kommutativgesetz
rt+y=y-+z. rT-yYy=y-x.

Einheit und Inverses

Es gibt ein Element 0 € R, Es gibt ein Element 1# 0 in R
sodal x +0 ==z, mit 1.z =z,

und sodaB fiir jedes z € R ein  und sodaf fiir jedes = # 0 in R
“negatives” (—z) € R existiert, ein “inverses” z7! € R existiert,

mit der Eigenschaft mit der Eigenschaft
z+ (—x) =0. roxTl=1.
Distributivgesetz

z-(y+z)=(z-y) +(x-2)

Die Korperaxiome werden in der Linearen Algebra ausgiebig be-
sprochen. Wir fassen das Ergebnis dahingehend zusammen, dafl man
unbekiimmert mit der Addition und Multiplikation verfahren darf,
wie man es gewohnt ist. Insbesondere schreiben wir x—y fiir x4 (—y)
und x : y oder % fiir - y~!. Auch lassen wir den Malpunkt hiufig
weg und sparen viele Klammern durch die Regel: Punktrechnung vor
Strichrechnung. Wohlgemerkt, diese Regel spricht keine Erkenntnis
aus, sondern nur eine Konvention, eine Vereinbarung, um die Nota-

tion einfach zu halten.

Fir Summen oder Produkte mit vielen Gliedern benutzen wir die
Bezeichnung;:
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n
(El—l-(EQ—I—---—l—l'n:ZZfEV:Z Z Ty
v=1

ve{l,...,n}
n
1’1'1’2'...‘1’n:IHCEVZI H Ty.
v=1 ve{l,...,n}
" :=x-...-x, n gleiche Faktoren x.

Ein Gleichheitszeichen mit Doppelpunkt =: bedeutet, dafl der
Term auf Seiten des Doppelpunkts durch den andern definiert wird.
Ahnlich ist das Zeichen <=: zu lesen als logische Aquivalenz nach
Definition dessen, was auf Seiten des Doppelpunktes steht.

§ 2. Anordnung

Durch die Koérperaxiome allein sind die reellen Zahlen nicht defi-
niert, ja es ist dadurch nicht einmal ausgeschlossen, dafl

1+1=0

ist. Dieses vertriige sich jedoch nicht mit den Anordnungs-Axiomen,
wie wir gleich sehen werden.

Die Elemente von R, heiflen positiv. Durch Auszeichnung der
positiven Zahlen wird eine Reihenfolge aller Zahlen, eine Anordnung
von R festgelegt. Nach Definition gilt:

<y &= y>x = y—zc Ry
r<y <<= y>zx <= x<y oder z=uy.
Sprich: z kleiner y, und y grofler z,

bzw.: x kleinergleich y, und y groflergleich x.

Die Axiome der Anordnung sind dann durch die folgenden Regeln
zu ubersetzen, mit denen wir fortan immer rechnen und abschétzen

werden:
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(2.1) Anordnungseigenschaften.

(Ver)

(Neg)

Vergleichbarkeit, es gilt genau eine der Aussagen:
r<y oder x=y oder x>y.
Transitivitit: <y und y<z = x<z.
Vertraglichkeit mit der Addition:

r<y und z<w = x+z<ytw.
Vertraglichkeit mit der Multiplikation:

r<y und z>0 = zz<yz.

r<y = —Tr>-Yy.

Dieselben Regeln gelten, wenn man <, > durch <, > ersetzt, bis

auf die erste, welche dann lautet:

(Verg)

r<y oder y>ux.
r<y und y<zr = zx=y.

Beweis: Man mufl nur die obige Definition einsetzen.

(Ver)
(Tr)

(Ad)

heifit: y — 2 € Ry oder y —ax = 0 oder v —y =
—(y —z) € Ry, siehe (A1).

Aus y —z € Ry und z —y € R, folgt nach (A2)
z—x € Ry, also z < z.

Fiir z < w bedeutet diese Regel:

y—z€Ryund w—z€ Ry = y+w—(z+2) € Ry
Fiir z = w ist die Regel ebenso offenbar.

y—x € Ry und 2 >0=>yz—zz€ R, also zz < yz.
folgt aus (Ad), man addiere beidseits (—y — ) und erhélt:
r<y<=—-y—r+r<-y—x+y, also —y < —x.

Die Regel hat wie alle eine unmittelbar anschauliche Bedeutung:

Y

-y —x 0 T y R
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Wir kénnen noch folgende Rechenregel anfiigen:
Mul)_:  z<y und 2<0 = zz>yz.

Beweis: Es folgt ja —z > 0, also —zz < —zy und nach (Neg), in-
dem man (—zx) fiir = einsetzt und (—zy) fiir y, folgt dann zz > zy.
O

Nicht jeder Korper 1a8t sich anordnen, sodafl die Axiome der
Anordnung erfiillt sind, denn die Anordnung hat auch Konsequenzen
fiir das, was sich beim Addieren und Multiplizieren ergeben kann,
zum Beispiel:

(2.2) Bemerkung. Ist z # 0, so ist 22 > 0. Insbesondere ist also
1 =12 >0, und daher —1 < 0, also —1 # z? fiir alle x € R.

Beweis: Ist 2 > 0, so ist 2 > 0 nach (Mul). Ist z < 0, so
(—x) >0, also (—z)? =22 > 0. O

Im Korper der komplexen Zahlen (Kap IV,85) gibt es eine Zahl ¢,
sodaB i = —1,und daher 148t sich dieser Kérper nicht so anordnen,
daf} die Axiome der Anordnung erfiillt sind.

Den additiven Regeln entsprechen fiir positive Zahlen wegen der
Analogie der Axiome dhnliche multiplikative Regeln:

(Tnv. 1) r>0+=2""1>0.

Beweis: Multiplikation mit den positiven Zahlen (x71)? bzw. 22.
O

(Inv. 2) Sei zy > 0, dann gilt:

1 1
Ty = — > —.
x Yy
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Beweis: Multiplikation mit (xy)~! bzw. xy. O

Die Aussage bedeutet, dafl die Funktion z +— % monoton fallt,

wenn man nicht tiber x = 0 hinweggeht.

Alle diese Rechnungen liefern nichts, was man nicht auch unmittelbar
sieht, und man wird sich die abgeleiteten Regeln darum auch nicht
merken sondern sich in jedem Fall unmittelbar klar machen. Der Witz
der Beweise liegt nur darin, da8 die Rechenregeln aus den Axiomen
folgen.

Die Operationen +, —,-,: und in gewissem Mafle auch die Anord-
nung induzieren dhnliche Operationen fiir Teilmengen M, N von R,

namlich:

M+N:={z+y|lzeM, yecN};
M-N:={z-y|lzeM, ye N}
r< M <=z<y firaleye M,

und entsprechend * > M, M <z, >, <.
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Viele Eigenschaften vererben sich auf Teilmengen, aber nicht alle,
zum Beispiel gibt es zu einer Menge M im allgemeinen keine ne-
gative N, sodafl M + N in irgend einem Sinne Null ware. Manche
Teilmengen besitzen ein grofites Element, aber nicht alle, die Menge

M :={z|z <0}

zum Beispiel nicht; ist namlich x € M, so auch %% und %x > .

Y

=
8 o
N[,
8
o

Immerhin kénnen wir erklaren, was das grofite Element einer Menge
M C R sein soll, das Maximum von M, ohne die Existenz zu

behaupten:
r=max (M) <=z € Mund M < z.
x=min (M) <=z € Mund z < M.
Wenn das Maximum existiert, ist es eindeutig bestimmt, denn wenn

x,y die Definition erfiillen, so folgt x,y € M, y <z und x < y, also
z =y. Ahnlich fiirs Minimum.

(2.3) Rechenregeln fiirs Maximum und Minimum.
(i) MC N = max(M)<max(N).

(il) max (M +N) = max(M)+ max(N).

(iii) Sind M,N >0, so gilt: max (M - N) = max (M) - max (N).
(iv) min(M) = —max(—M).

(v) max(MUN) = max{max M,max N}.

min (M UN) = min{min M, min N}.
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§

Diese Regeln bedeuten: Falls die rechte Seite existiert, existiert die

linke Seite, und die Gleichung gilt.

Beweis:

(i)
(if)

(iii)

(iv)

(v)

Natiirlich, es werden mehr Elemente zur Konkurrenz zugelassen,
genauer: max (M) =x € M =2 € N =z <max (N).

Sind x € M, y € N, soist x < max (M), y < max(N), also
x +y < max (M) 4+ max (N), also gilt

M + N < max (M) + max (N),

damit, weil max (M) € M, max (N) € N, nach Definition des
Maximums

max (M + N) = max (M) + max (N).

folgt genau analog.

Offenbar —max (—M) € M. Zu zeigen —max(—M) < M.
Sei also y € M, = —y € —M = max(—M) > =
—max (—M) < y.

ist auch leicht. O

Jetzt kommen wir zu der Definition, auf der alle Analysis, ndmlich

der Begriff der Konvergenz beruht, und auch zu den ersten Regeln,

die man sich merken muf:

Definition (Betrag):

Betrag von z := z absolut := |z| := max{z, —x}.

Dieses Maximum existiert natiirlich, wie tiberhaupt das Maximum

einer endlichen Menge.
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(2.4) Rechenregeln fiir den Betrag.
Q) |z >0; |z|=0 <= x=0.

(i) oyl = 2] - lyl; insbesondere | — a| =[], |z/y| = |a|/ly].

(iii) Dreiecksungleichung: |z +y| <|z|+ |y,

also v —y| > ||z| = |yl|, und | +y| > |]z] — |y]|.

Beweis:
(i) > 0 oder —x > 0, und weil —x = 0 <= 2 = 0, folgt aus
xz =0 jedenfalls |z| = 0, und ebenso folgt daraus z = 0.
(ii) |z| - |y| = zy oder —xy, und es ist grofergleich 0, also gleich
max{xy, —zy} = |ry|. Setzt man y = —1, also |y| =1, so folgt
| — 2| = |z|. Auch folgt |z/y| - |y| = |z|, also (ii).
(if) |2l + y] = max ({z, ~z} + {y, ~y})
=max{z +y,—(z+y),z —y,y — x}
> max{z +y,—(z +y)} = |z +yl.
Das ist die erste Ungleichung. Aus ihr folgt |z —y|+ |y| > |z —y +y|
= |z|, und wenn man beidseits |y| subtrahiert: |z —y| > |z| — |y|.
Vertauscht man hier = und y, so bleibt die linke Seite unveréndert,
also |z —y| > |y| — |z| = —(Jz] — |y|). Zusammen folgt |z — y|
> ||z| — |y||, und ersetzt man hier y durch —y, so folgt die letzte
Ungleichung. O

In hoherer Dimension besagt die Dreiecksungleichung, dafl zwei
Seiten eines Dreiecks zusammen immer mindestens so lang wie die
dritte sind.

lyl

|z +



§3. NATURLICHE ZAHLEN 13

In der Dimension eins degeneriert das Dreieck zu drei Punkten
auf der Geraden, aber die Aussage bleibt richtig und wichtig.

Wir bemerken noch: z > 1 <= 2z = 1+ mit § > 0, und
0<zr<l<=z= ﬁ, mit § > 0. Diese triviale Umformung hilft
oft.

8§ 3. Natiirliche Zahlen

Eigentlich beginnt wohl das mathematische Denken damit, daf§
der Geist den allgemeinen Begriff einer Vielheit als natiirliche Zahl
fafit, und dieser erste Traum der Mathematiker bleibt auch ihr schén-
ster. Wenn wir hier nun die natiirlichen Zahlen aus den reellen her-
ausholen, so wollen wir damit nur darauf hinweisen, dafl auch sie
in den Axiomen mit gefordert sind, und nicht noch zusétzlich her-
vorgezaubert werden miissen. Die Menge N C R der natiirlichen
Zahlen besteht aus den Zahlen 1,2,3,.... Filigt man 0 hinzu, so hat
man Ny = NU{0}. Aber hier sind sich die Mathematiker nicht einig,
manche halten auch 0 fir natiirlich. Wenn nun jemand vorgibt, er
wisse nicht, wie es bei den drei Punkten weitergeht, so bediene er sich
der folgenden

Definition der natiirlichen Zahlen. Die Menge N der natiir-
lichen Zahlen ist die kleinste Teilmenge von R, fiir welche gilt:

(A) 1eN;

(S) Ist t e N, soauch x +1€N.

Dafl es Teilmengen von R gibt, die (A) und (S) erfiillen, ist of-
fenbar, zum Beispiel R selbst, oder auch R;. Dafl unter diesen
Teilmengen N die kleinste ist, bedeutet:
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Induktionsprinzip. Angenommen, fiir eine Teilmenge M C R gilt:
(A) 1e M.
(S) Ist € M fiir ein x, so auch x +1€ M.

Dann gilt: N C M.

Um sich als Logiker davon zu iiberzeugen, dafl es eine solche
kleinste Teilmenge von R gibt, die (A) und (S) erfiillt, betrachtet
man alle solchen Teilmengen von R und erkldrt N als ihren Durch-
schnitt. Das mag Thnen etwas unfair vorkommen, dafl man sich auf
alle Teilmengen von R beruft, um damit eine bestimmte erst zu
definieren; aber so halten es die Mathematiker.

Eine Teilmenge M C R beschreiben wir durch eine ihren Ele-
menten gemeinsame Eigenschaft; wenn uns nichts besseres einféllt,
die Eigenschaft, Element von M zu sein. Umgekehrt gehort zu einer
wohlerklarten Eigenschaft von Zahlen die Teilmenge der Elemente,
die diese Eigenschaft haben. Formulieren wir das Induktionsprinzip
fiir Eigenschaften (Behauptungen {iber Zahlen) statt Teilmengen, so

erhalten wir:

Prinzip der vollstdndigen Induktion. Angenommen, von der
Behauptung B(n) tiber beliebige natiirliche Zahlen n ist folgendes
bekannt:

(A) B(1), d.h. die Behauptung gilt fiir die Zahl 1.

(S) B(n) = B(n+ 1), d.h. wenn die Behauptung fiir eine Zahl
n giiltig ist (Induktionsannahme), dann gilt sie auch fiir die
folgende Zahl n + 1 (Induktionsschritt).

Dann folgt, daf die Behauptung fiir alle natiirlichen Zahlen gilt.

Die Teilmenge {x | B(z)} aller Zahlen mit der Eigenschaft B
erfiillt ndmlich (A) und (S), umfafit also N .



§3. NATURLICHE ZAHLEN 15

Es ist klar, was das Prinzip eigentlich bedeutet, man lasse nur den

“Induktionsschlufl” (S) immer laufen:
B(1) wegen (A)
B(2) wegen (S) mit n=1
B(3) wegen (S) mit n=2
B(4) wegen (S) mit n=3

Das Induktionsprinzip dient ebenso auch, um Definitionen fiir natiir-
liche Zahlen zu erklaren: Man definiert zunéchst B(1), und dann
B(n+ 1) unter Zuhilfenahme der Aussage B(n). Zum Beispiel wire
eine formale Definition von endlichen Summen und Produkten so zu
fassen: Zu definieren:

n n
E Q. H ag.
k=1 k=1

1 1
(A) Zak =a, Hak. =a,
k=1 k=1

n+1 n n+1 n
(S) Zak = (Z ak) + any1 - H aj = (H Gk) Oyt
k=1 k=1 k=1 k=1

Wenn man statt B(1) im Induktionsprinzip B(k) fiir eine gewisse
Zahl k beweist (oder definiert), so ist nachher auch nur B(n) fiir
n > k bewiesen (bzw. definiert). Das fithrt man leicht auf das obige
Induktionsprinzip zuriick, denn die Aussage “B(n) fir n > k” folgt
danach leicht. Wir iiben den Gebrauch des Prinzips an Beispielen:

(3.1) Bemerkung. Jede endliche Menge reeller Zahlen enthalt ein

Maximum.

Beweis: Wir fassen die Behauptung so:
Ist M C R eine Menge von n Elementen, so existiert max (M).
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(A) n=1,also M ={z} firein z€ R = max(M)==x.

(S) Sei M = {z1,...,Zpn,Tns1}, und die Behauptung sei fiir Men-
gen mit n Elementen vorausgesetzt. Dann existiert also die
Zahl max{x1,...,2,}, und man findet leicht

max{Ty,...,Tni1} = max{xnﬂ, max{zy,... ,xn}} O
(3.2) Satz. Eine natiirliche Zahl ist stets grofier als Null.

Beweis durch Induktion:
(A) 1> 0, wie wir schon wissen.
(S) Sei schon n > 0, dann folgt n+1>1>0, also n+ 1> 0.
O

Insbesondere ist eine natiirliche Zahl nicht Null, und um das zu se-
hen, braucht man wirklich mehr als nur die Kérperaxiome. Auch gilt
n>1firalleneN,dennl1>1, undn>1=>n+1>1+1>1.

- n(n+1)
(3.3) Y k=—1—
k=1 2
Beweis: 1.9
A) 1=—2.
(A) 1=

(S) St k=3 k+n+1= (Induktionsannahme)

nn+1)

): (n+1)(n+2)
2

2

tntl=(n+1)- (541 . O

2

(3.4) Satz. Seien M und N Mengen mit n Elementen. Die Anzahl
der Bijektionen M — N ist n! := [[}_;k =1-2-3- -+ -n.
(sprich: n-fakultét).
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Eine Abbildung M — N heifit bijektiv (Bijektion), wenn sie in-
jektiv ist (verschiedene Elemente von M haben verschiedene Bilder)
und surjektiv (jedes Element von N ist ein f(m) fiir ein m € M).

Beweis durch Induktion nach n:

Ist n =1, so gibt es genau 1 = 1! Bijektionen M — N.

(S) Sei nun M = {x1,...,xns11}t, N ={y1,-..,Ynt1}, und alle xj
bzw. yj seien verschieden. Ist f : M — N eine Bijektion, so ist
f(xpt1) € N, und hierfiir gibt es n + 1 mogliche Wahlen, und bei
jeder Wahl von f(xny1) ist f + M N {xnt1} = N~ {f(znt1)}
eine Bijektion, wofiir es nach Induktionsvoraussetzung n! mogliche
Wahlen gibt. Im ganzen gibt es also (n+1)-n! = (n+1)! Bijektionen.
(Fir zwei Mengen B, C bezeichnet B ~\ C die Menge der Elemente
von B, die nicht in C' sind). O

Insbesondere gibt es n! Bijektionen M — M , die man auch als
Permutationen bezeichnet. Der Satz bleibt richtig, wenn wir noch
definieren:

0!':=1.

Ubrigens wichst n! sehr schnell, z.B. 13! & 6-10%; um die Anzahl der
Permutationen von 13 Elementen zu zéhlen, miiite man 100 Jahre
zéhlen, wenn man in einer Minute bis 100 zadhlen konnte.

Nach Leibniz erklaren wir die Binomialkoeffizienten

E+0\ (k40
(- 6) ::( ¢ >':(W!)'

Die Bezeichnung (’Z) , n = k+{, ist weithin iiblich, aber die Bezeich-
nung (k, £) zeigt besser die Symmetrie (k, ¢) = (¢, k). Die Bedeutung

dieser Funktion zeigt folgender

(3.5) Satz. Eine Menge mit k+ ¢ Elementen hat (k,{) Teilmengen
von k Elementen. Insbesondere ist (k,{) stets ganz.
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Beweis durch Induktion nach n =k + ¢ :

Ist n=0,s0ist (}) =2 =1, und der Satz ist richtig. Sei jetzt M
eine Menge von n+1 Elementen, ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit (oBdA)

M={1,...,n+1}.

Eine Teilmenge von k Elementen enthélt entweder n+ 1, oder nicht.
Im ersten Fall ist sie durch Wahl einer Teilmenge von k—1 Elementen

in {1,...,n} gegeben, wovon es nach Induktionsannahme
(k -1, E)
gibt, im zweiten Fall ist sie selbst eine Teilmenge von {1,...,n},

wovon es wiederum nach Induktionsannahme
(k,0—1)

gibt. Zusammen also gibt es (k — 1,¢) 4 (k,¢ — 1) Teilmengen von k
Elementen in M, und wir haben zu zeigen

(36) (k71a€)+(k7£71) = (k7f),
oder in der andern Schreibweise
n—1 " n—1 _(n
Y4 t—1) \¢)°
Die linke Seite von (3.6) ist nach Definition

(bt (-1 (kte-D_ (htt-Dik+0) .,
(k=11 " R(—1) Kl 0! = (k,0),

was zu zeigen war. Die Formel gilt auch fir £ = 0. ]

Der Satz bleibt richtig, wenn man noch definiert:
(k,0):=0 falls ke —-N oder ¢e€ —N.

Natiirlich lehrt ein Induktionsbeweis nur, dafl ein Satz gilt, nicht aber,
wie man darauf kommt. In diesem Falle konnte man wie folgt argu-
mentieren: Um eine Teilmenge von k Elementen aus N = {1,...,n}
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auszuwahlen, ordne ich N irgendwie an und nehme dann die er-
sten k. Zur Anordnung von N gibt es n! Moglichkeiten, aber die
k!- (n—k)!, die aus einer Anordnung durch Umordnung der ersten k
und der letzten n —k Elemente entstehen, liefern dieselbe Teilmenge
von k Elementen, sodafl ich bei den n! Anordnungen von N jede
Teilmenge von k Elementen k!- (n — k)! mal geziahlt habe.

(3.7) Binomischer Lehrsatz. Scien z,y € R und n € Ny. Es
gilt:
(@+y)" = > (k0ary".

0<k<n
k+l=n

Beweis:
(A) (z+y)' = 1,002y + (0,1) %" .

(S) (x+y)" T =(+y)"(z+y) ) (X stmn (b, Oz yt) (x4 y) =

Zme:n(kv@xkﬂyz + ZkJrZ:n(k’()xkyz—H'

Setze in der linken Summe k£ + 1 =p und ¢ = ¢, und in der rechten
Summe k =p, £+ 1 = ¢, dann steht da:

Yo -Laay + Y (pa—1)aPy’.
ptg=n+l ptg=n+1
1<p<n+1 1<q<n+1

Hier darf man aber die fehlenden Summanden mit p = 0 in der ersten
bzw. ¢ = 0 in der zweiten Summe hinzufiigen, denn

(=Lg) = (p,-1)=0.

Man erhélt also

Yo (b-Lo+ma-1)ary’= > (p,g)a"y"

p+q=n+1 p+g=n+1

nach Formel (3.6), was zu zeigen war. ]
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Bei diesen Umformungen wird immer der eine oder andere stutzig
und fragt: Ja geht denn das, darf man k& und ¢ in der einen Summe
anders umbenennen als in der anderen? Es geht, es ist ganz in Ord-
nung, der Summationsindex hat nur die Aufgabe, nacheinander die
vorgeschriebenen Zahlen zu durchlaufen. Beide Summen haben sich
durch die Umbenennung gar nicht geandert.

Mit der anderen und iiblichen Bezeichnung der Binomialkoeffizien-
ten sieht die die Formel so aus:

(x+y)" =0 (R)zry" .
Man kann sie wie folgt einsehen: Multipliziert man das Produkt

(z+y)-(z+y) ... -(r+y)

von n Faktoren (x + y) aus, so mufl man auf alle moglichen Weisen
in jedem Faktor entweder x oder y wahlen, die so Gewé&hlten mul-
tiplizieren und alles aufaddieren. Ein Produkt z*y"~* kommt dabei
zustande, wenn man in k der Faktoren (x+y) jeweils das = gewéhlt
hat. Und dafiir gibt es nach (3.5) jeweils (k,1) = (}) Moglichkeiten.

Fiir positive z folgt aus dem Binomischen Lehrsatz sogleich die
wichtige

(3.8) Bernoullische Ungleichung. Sei x > —1 und n € N, dann
ist
1+nz <(1+ax)"

Beweis durch Induktion nach n:

(A) 1+z<(1+ax).

(8) A+a)"* = 1+2)" (1+2) > (I+nz) (1+2)
=1+Mn+Dz+nr?>>1+(n+1)x. O

(3.9) Wohlordnungsprinzip. Jede nicht leere Menge natiirlicher
Zahlen enthalt eine kleinste Zahl.
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Beweis: Ist n € M C N, so ist min (M) = min (M N {1,...,n}),
siehe (3.1). O

Hieraus folgt die etwas stérkere Version des Induktionsprinzips:
Bewiesen sei:
Gilt B(k) fir alle k < n, so gilt B(n).

Dann folgt: B(n) fiir alle n.

Beweis: Es gibe sonst ein kleinstes n, fir das B(n) nicht gilt.
Aber aus B(k) fiir & < n folgt B(n). Das ware ein Widerspruch.
(|

Wir werden noch oft Gelegenheit haben, das Prinzip der voll-
stdndigen Induktion zu benutzen. Wir beschlieflen diesen Abschnitt
mit einigen Bezeichnungen.

N = Menge der natiirlichen Zahlen,

Ny = Nu{o0},

Z = NgyU—-Ngy=Ring der ganzen Zahlen,

Q = {X|neZ, meN}=Korper der rationalen Zahlen.

§ 4. Das Vollstandigkeitsaxiom

Sei M C R eine Teilmenge. Wir nennen eine Zahl z € R eine
obere Schranke von M, falls M < x, und wir nennen x ist eine
untere Schranke von M, falls x < M. Falls M eine obere (untere)
Schranke besitzt, heifit M nach oben (unten) beschrinkt, und falls
M beides besitzt, heifit M kurzweg beschrankt.
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Auch eine beschriankte Menge braucht kein Maximum zu besitzen,

z.B. die Intervalle

[a,b] = {x|a <2z <b}, abgeschlossen,
[a,b) = {z|a <z < b}, halboffen,
(a,b] = {zx]a <z <b}, halboffen,
(a,b) ={z]|a <z <b}, offen,

sind alle beschrankt durch a bzw. b, aber das zweite hat kein Maxi-
mum, das dritte kein Minimum und das vierte beides nicht. Jedoch
besagt das Vollstdndigkeitsaxiom, dafl eine nach oben beschrankte
nicht leere Menge eine obere Grenze besitzt, und diese ist so erklart:

Definition (Grenze): Das Supremum (die obere Grenze) einer
Menge M ist eine kleinste obere Schranke von M , bezeichnet durch
sup (M).
= Infimum = untere Grenze von M . Mit anderen Worten:

Entsprechend heiflt eine gréfite untere Schranke inf(M)

sup(M) = min{z | M <z}, inf(M)=max{z|z < M}.

Beides braucht in R nicht zu existieren; wie fiirs Maximum gilt
inf (M) = —sup (—M),

sodaf} wir nur das Supremum studieren miissen. Es ist nach Definition
durch die Eigenschaften

M <sup (M),

(4.1)
M <x=sup (M) <uz,

beschrieben, und dadurch in der Tat eindeutig bestimmt. Existiert
max (M), so ist natiirlich max (M) = sup (M), aber das Intervall
M = (a,b), a < b, hat kein Maximimum, wohl aber das Supremum
sup (M) =b.

Ist M nach oben unbeschrénkt, so schreibt man sup (M) = oo,

und ist M = &, so schreibt man sup (M) = —oo, namlich jedes
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x € R ist eine obere Schranke. Entsprechend sei inf (M) = —o0
falls M nicht nach unten beschrankt ist, und inf (&) = co. Mit den
Zeichen oo, —oo rechnet man, wo es einen ersichtlichen Sinn hat,

formal herum:

%::oo+oo::oo~oo::oo+m:=oo~y::oo fiir y > 0;
x—oo:=y~oo::%:=—oo fir y < 0.

Aber solche Zeichen wie
0 o0 o
0) ) 0 b

sind nicht definiert, und Formeln, in denen sie vorkommen, haben

keinen Sinn. Die Menge, die aus R durch hinzufiigen zweier Punkte
00, —oo entsteht, heifit auch die

abgeschlossene reelle Gerade R := R U {0, —00}.

In R hat dann jede Menge ein Infimum und ein Supremum, und diese
sind jeweils eindeutig bestimmt. Aber natiirlich ist R kein Kérper
mehr, und darum mufl man doch meist genau hinsehen, ob sup(M)
in R existiert. Wir ziehen sogleich eine sehr einleuchtende Folgerung
aus dem Vollstandigkeitsaxiom.

(4.2) Prinzip von Archimedes. Seien a,b € R, und b > 0, dann
gibt es eine natiirliche Zahl n, sodafi n-b > a.

Beweis: Andernfalls wére die Menge
M={nb|neN}<a

beschrénkt und hétte ein Supremum s = sup (M) € R. Nach Defini-
tion des Supremums, weil s —b < s, gibe es ein Element ngb > s —b
in M, also (ng+1)b> s =sup (M); aber (ng+1)b € M, ein Wider-
spruch — was wir hinfort durch 2« anzeigen. ]



24 I. ZAHLEN

Folgerung. Jedes echte Intervall enthélt eine rationale Zahl.

Beweis: Sei also a < b, und sei zunéchst a > 0 angenommen.
Wir suchen natiirliche Zahlen m,n mit a < m/n < b, das heifit
na < m < nb. Nun, wihlen wir n so grof, dafl n(b —a) > 1, und
dann m — 1 als die groite ganze Zahl, die noch nicht groler als na
ist, so ist na < m < na + 1 < nb, was wir wollten.

Ist @ < 0, so wahle ein ¢ € N, sodafl £ > —a und nach dem
vorigen eine rationale Zahl r, sodafl a + ¢ < r < b+ ¢, dann folgt
a<r—~0<b. |

Man koénnte nun glauben, dafl es viel mehr rationale als irrationale
Zahlen gebe: Zwischen zwei irrationalen liegt immer eine rationale
Zahl. Aber auch zwischen zwei rationalen liegt immer eine irrationale
Zahl, das sieht man ganz ahnlich, wenn man erst einmal {iberhaupt
irrationale Zahlen kennt. Tatséchlich gibt es in gewissem Sinne viel
mehr irrationale als rationale Zahlen, wie wir spéter (Kap.VI, §3)
genauer ausfithren werden.

Daf} es iiberhaupt irrationale Zahlen gibt, war schon lange vor
Euklid bekannt:

Bemerkung. Es gibt keine rationale Zahl x = ™, m,n € Z , sodaf§

22 =2.

Beweis: Kiirze, sodal m und n nicht beide gerade sind, dann wére

— =2, also m? = 2n?,
n
also m gerade (sonst wiire m? ungerade), also m? durch 4 teilbar,

also n gerade. "4 |

Daf tatsdchlich jede positive reelle Zahl eine n-te Wurzel hat,
werden wir bald sehen, vorlaufig sei es stets vorausgesetzt.



Kapitel 11
Konvergenz und Stetigkeit

Tout va par degrés dans la nature
et rien par saut, et cette régle a
l’égard des changements est une

partie de ma loi de la continuité.
Leibniz

Wir erkléren den Begriff der Konvergenz und des Grenzwertes von
Folgen, Reihen und Funktionen und den Begriff der Stetigkeit von
Funktionen. Der Begriff der Konvergenz ist der eigentliche Grundbe-

griff der Analysis.
§ 1. Folgen und Reihen reeller Zahlen

Definition. Fine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung N — R,
n — ay. Wir bezeichnen sie durch (a,, | n € N) oder (a,)nen oder

kurz (a,) und oft auch durch
ai,a2,ag,... .

Auch Abbildungen {n € Z | n >k} — R bezeichnen wir als Folgen

ks k415 -+« -

(1.1) Beispiele

|

NI
(ST
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(iii) (z") = =, 22, 23, ....
Dies ist fiir jedes z € R eine reelle Folge.
. n
(IV) (27) = %7 %7 %7
(v) Man kann auch Folgen rekursiv definieren, z.B. die Fibonacci-
Folge, definiert durch a9 =0, ay =1, a, = a,_1 + ay_o2, also
(an) = 0,1,1,2,3,5,8,13,21,... .
Der entscheidende Begriff der Analysis, mit dessen Entwicklung

auch eigentlich die Mathematik der Neuzeit beginnt, ist der der Kon-
vergenz und des Grenzwerts.

Definition. Eine Folge (a,) heilt konvergent gegen a € R, und
a ist Grenzwert (Limes) von (a,), geschrieben

limp—oo(an) =a, oder (a,)— a,

falls folgendes gilt:
Zu jeder reellen Zahl € > 0 existiert eine Zahl N € N | sodaf§

lan, —al <e

fiir alle n > N aus N .

Weil man schliefllich auf eine Ungleichung |a, — a| < € hinaus
will, kommt es ersichtlich nur darauf an, beliebig kleine ¢ > 0 zu
betrachten: Fiir jedes auch noch so kleine ¢ > 0 existiert N € N,
sodafl |a, —a| < g, falls n > N.

Bezeichnen wir das Intervall
(a —eg,a+¢) =:U(a)

als e-Umgebung von a, so sagt die Bedingung der Konvergenz:
an € U.(a) fiir alle n bis auf endlich viele, namlich bis auf allenfalls
n € {1,2,...,N}. Man sagt daftir auch

an € Uz(a) fir fast alle n,
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oder fiir geniigend grofle n oder schliefllich, und benutzt die
Sprechweise: “fast alle” heiffit “alle bis auf endlich viele”. Unsere De-
finition lautet dann: (a,) — a, falls gilt:

Ist € > 0, so ist a, € Us(a) fir fast alle n € N.
Oder: Ist € > 0, so gilt schlielich a,, € U(a).

Eine nicht konvergente Folge heifit divergent. Die Bedingung
der Divergenz lautet also: Zu jedem a € R gibt es ein € > 0, sodafl
zu jedem N ein n > N existiert, mit |a, — a| > . Oder anders
ausgedriickt: Jedes a € R besitzt eine e-Umgebung U (a), auBerhalb
von welcher unendlich viele Folgenglieder liegen. (a,) konvergiert
nicht gegen a, falls a eine e-Umgebung U besitzt, auflerhalb der
unendlich viele Folgenglieder liegen. Merke also: Die Negation von
“fast alle” ist: Fiir unendlich viele nicht.

Priifen wir zur Eintibung des Begriffs sogleich die Beispiele (1.1):

(i) (1/n) — 0.

Beweis: Sei ¢ > 0 gegeben. Nach Archimedes gibt es eine Zahl N |
sodafl N > é, und ist n > N, so ist erst recht n > N > é Also
wenn n > N ist, gilt nach unserer Kenntnis iiber die Anordnung:

0< i <e dasheit |I—-0]<e. O

(ii) (#1) — 1.

Beweis: |1 — und ist € > 0 gegeben, so haben wir

1 .
o <€ fir fast alle n. O

| = 1
n+1 n+1"?
eben schon gesehen, dafl 0 <

(iii) Bei der Folge (2™) héngt das Verhalten von z ab.

Fall 1. x =1, also 2™ =1, die Folge 1,1,1,... konvergiert offenbar
gegen 1.

Fall 2. x = —1; wir erhalten die Folge —1,1,—1,1,... , die offenbar
divergiert. Eine ganzzahlige Folge konvergiert iiberhaupt nur, wenn
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sie schliellich konstant ist. Ware namlich a der Grenzwert, so wére
schlieflich |a, —a| < 3 und |a — a,41| < 3, also nach der Dreieck-
sungleichung |a,, —an+1| < 1, also a,, = an+1, wenn beide ganz sind.

(|
Hier ist ein kleiner Schlufl verborgen: Gilt fiir fast alle n die Aussage
A(n) und auch fiir fast alle n die Aussage B(n), so gilt fiir fast alle
n alles beides: A(n) und B(n), denn gilt etwa A(n) fur n > Ny,
B(n) fiir n > N3, so A(n) und B(n) fir n > max{N7, N2}.

Fall 3. |z] > 1. Sei a = |z|, dann ist a = 14 ¢ fiir ein § > 0, also
nach Bernoulli
a”=(14+6)">14nd >nd,

und nach Archimedes gilt: Ist R € R beliebig vorgegeben, so ist fiir
fast alle n
a” >nd > R.

Also ist (™) divergent, denn aus (2") — g wiirde folgen |2 —g| < 1
fiir fast alle n, also a™ = |2"| < |g|+1. In der Tat wird z™ fiir > 1
schliefflich beliebig grof:

Definition. Wir sagen: (a,) — oo oder lim,_, a, = 0o, falls gilt:
Fiir jedes R > 0 ist a, > R fiir fast alle n € N. Entsprechend
(an) — —o0, falls (—a,) — co. Die Folge (a,,) heift in diesen Féllen

bestimmt divergent.

Als néchstes haben wir die Folge (x™) fiir || < 1 zu betrachten.
Ist wieder a = |z|, soist 0 < a < 1. Fiir a = 0 ist die Folge konstant
0 und konvergiert gegen 0. Fiir 0 < a < 1 wissen wir 1/a > 1, also
wenn € > 0 gegeben ist, so ist fiir fast alle n, wie eben gesehen,

(1/a)" > 1/e, also a" <eg,

und das heifit |2 — 0| < ¢ fiir fast alle n, die Folge konvergiert also
gegen 0. ]
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(iv) Die Folge (g5%) konvergiert gegen 0. Es ist ndmlich nach dem
binomischen Lehrsatz fiur n > 2:
-1 1 2
2”:(1+1)":1+R+M+...2 n(n+1) >
2 2 2
also n/2" < 2 und |2| < ¢ fiir fast alle n. O
(v) Die Fibonacci-Folge ist bestimmt divergent, denn:

fir n > 5 ist a,, > n.

Man priift diese Behauptung fiir n =5 und 6. Beim Induktions-
schritt setzt man die Behauptung fiir n4+1 und n voraus und erhélt:

Upt2 =0py1+ap >n+1+n>n+2. O

Hier haben wir ein Beispiel, wo die Induktion nicht bei 1 beginnt und
wo man beim Induktionsschritt die Behauptung iiber zwei vorherge-
hende Zahlen braucht. Will man das Induktionsschema formal an-
wenden, so mufl man die Behauptung zugleich fiir n und n + 1 auf-
stellen. Dies ist dann induktiv gezeigt.

Mit der Schreibweise lim (a,,) = a ist schon unterstellt, da§ eine
Folge, wenn iiberhaupt, nur einen Grenzwert haben kann. Das zeigen

wir jetzt.

(1.2) Satz (Eindeutigkeit des Grenzwertes). Konvergiert die Folge
(an) gegen a und gegen b, so ist a =b.

Beweis: Angenommen etwa a < b, so wihle ¢ = b’T“, dann ist fir
fast alle n € N erfiillt:

b—a b—a
lan —a| < 9 |b—an| < 5

also
b—a=1b—a|l <|b—ay|+|an —al| <b—a. B¢ O



30 II. KONVERGENZ UND STETIGKEIT

(1.3) Satz. Eine konvergente Folge ist beschrankt, d.h. die Menge
{an | n € N} der Folgenglieder ist beschrankt.

Beweis: Angenommen (a,) — a, dann gilt fiir alle n > N :
la, —al <1, also |an|—lal <|a,—a|l <1, also |a,|<]a|+1.
Also gilt fiir alle n:

|an| < max{|a1], |azl, ..., |an], |a| + 1}. O

Folgen kann man addieren, multiplizieren, manchmal auch divi-

dieren, ndmlich man definiert:

Man) + p(by) == (Aan + pby,) fir A pe R.
(an) . (bn) = (an . bn)
Ist a, # 0 fiir alle n, so ist

1/(an) = (1/ay).

Die erste Operation macht die Menge aller Folgen zu einem reellen
Vektorraum; die Multiplikation ist assoziativ, kommutativ und dis-
tributiv:

(an) ((bn) + (Cn)) = (an)(bpn) + (an)(cn).

Die konstante Folge (1) ist ein neutrales Element der Multiplika-
tion. Die Grenzwertbildung ist mit den algebraischen Operationen
vertraglich:

(1.4) Satz. Es konvergiere (a,,) — a und (b,) — b, dann gilt:

(i) lim ist linear, das heif3t: Man) + p(by) — Aa+ pb.
(ii) lim ist multiplikativ, das heifit: (ay) - (bp) — a - b.
(i) Ist b# 0, soist b, # 0 fiir fast alle n, also etwa fiir alle n > N .
Es gilt:
(/b — 1/b
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Beweis: (i) Sei € > 0 gegeben. Wir miissen zeigen, daf fiir fast
alle n gilt
|[Aan + pby, — Aa — pb| < e.

Die linke Seite schitzen wir ab:
A(an — @) + il — B) | < A+ an — al + |1 - [b — .

Sind nun 7 > 0, ¢ > 0 vorgegeben, so ist flir fast alle n nach
Voraussetzung
lan, —al <n, |bp—0b] <,

also ist die rechte Seite der Ungleichung fiir fast alle n
<A+ |pl¢ < Bn+¢), mit B =[A+|p+1.

Zu dem gegebenen ¢ wihle jetzt 7 = ( = 55, dann ist B(n+() <e,

also die behauptete Ungleichung fiir fast alle n gezeigt.
(ii) Zu gegebenem ¢ > 0 miissen wir fiir fast alle n zeigen:
|anby, — ab| < e.
Die linke Seite schitzen wir folgendermaflen ab:
|-+ | = |anby, — ab, + ab, — ab| < |by| - |an, — a| + |a| - [b, — b].

Jetzt wéhle B so grof, da8 |b,| < B fiir alle n, und |a| < B (Satz
1.3), dann setzt sich die Abschitzung fort:

|| <B-(lan —al + [bp — b]).
Fiir fast alle n ist nun |a, —a| < 55, |b, —b] < 55, also |---| <e.

(iii) Weil |b] > 0 ist, kénnen wir die Definition der Konvergenz ins-
besondere fiir € = 1|b| anwenden und finden, da8 fiir fast alle n gilt:
b, — b < 3|b|, und daher

[bn] = [0 = (b= bn)| = [b] = [b—bs| > 5[b].
Also ist |b,| fast immer ungleich 0, und es gilt fast immer:

11 [ba=b| 1
| bb, | |b]|ba]

2
- by — b < — - |by — b].
T = b1 < I =
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2
Aber auch fast immer ist |b, —b| < e- %, also |3~ — ¢| < e fiir fast

alle n. O

Ist (a,) eine Folge, und (ng)ren eine Folge natiirlicher Zahlen,
sodafl ny < ng < ---, so heif3t die Folge

(ank)keN = 0ny,0ny, Ang - - -

eine Teilfolge von (a,). Ist (a,) konvergent, so auch jede Teilfolge
mit dem selben Grenzwert. Allgemeiner gilt:

(1.5) Satz. Sei lim (a,,) =a und p: N — N injektiv, dann ist

lim (a,m) | n € N) = a.

Den Fall der Teilfolge erhélt man, wenn man p(k) = ny setzt. Hier
wird aber ausgesagt, dafl man Folgenglieder auch beliebig umordnen
darf, ohne daf} sich das Grenzverhalten &ndert.

Beweis: (a,) — a heifit: Fiir jedes € > 0 ist a,, € Uc(a) fur fast
alle n, also fiir alle bis auf etwa n € {1,2,..., K}. Weil p injektiv
ist, gibt es hochstens K Zahlen n, sodafl p(n) € {1,..., K}, also fiir
fast alle n gilt p(n) & {1,...,K}. Also fiir fast alle n ist a,,) €
U:(a), und das heifit (a,mn)) — a. O

Das Grenzverhalten von Folgen ist auch im gewissen Mafle mit
der Anordnung der reellen Zahlen vertraglich:

(1.6) Satz. Sind (ay) und (b,) konvergente Folgen und ist a,, < by,
fiir fast alle n, so ist lim (a,) < lim (b,).

Warnung: Man darf jedoch nicht aus a, < b, fir alle n auf
lim (a,) < lim (b,,) schliefen! Zur Warnung dient folgendes Beispiel:
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Es sei a, = 0 fiir alle n, und b, = % Offenbar a, =0 < % =b,,
aber 0 = lim (a,) = lim (b,,).

Beweis des Satzes: Angenommen (a,) — a, (b,) — b, und
a > b, so wahle € = “771’, dann ist fir fast alle n:

a—>b a—2>b
mn 9 bn_b )
lan, —a| < 5 | | < 5
also b b b
bn<b+a _— :afa < Q. ¢ [l
2 2
b bn LJFb a, a -

Eng verwandt mit dem Begriff der Folge ist der einer Reihe, ja
eigentlich handelt es sich recht besehen nur um eine andere Sprech-
weise fiir diesselbe Sache, die aber oft angemessener ist. Man kann
sich eine Reihe als unendliche Summe vorstellen.

Definition (Reihe). Sei (a,) eine reelle Folge. Die Folge (A,) der

Summen
n
An = E ag
k=1

heifit Reihe mit Gliedern a, und wird mit 22021 ar bezeichnet.
Man nennt A,, die n-te Partialsumme der Reihe. Oft beginnt die
Summation auch bei einer andern ganzen Zahl, die Reihe ZZO:”O ay
ist die Folge der Partialsummen ) ;. ax, die dann auch fiir
n > ng erklart sind. Konvergiert eine Reihe (d.h. die Folge der Par-
tialsummen), so bezeichnet man auch den Grenzwert mit Y .- | aj
und nennt ihn die Summe der Reihe.
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Also beachte: Das Symbol .-, aj, bezeichnet:

1) Die Folge (A, |n € N) der Partialsummen.
2) Den Grenzwert lim,,_.o (> ,_, ai), falls er existiert.

Offenbar 148t sich jede reelle Folge (A,,) als Reihe Y ;- | aj schrei-
ben, man wahle a3 = Ay, a, = A, — A,_1 fiir n > 1. Die Be-
trachtung von Folgen und Reihen ist also eigentlich dasselbe, und
alles was iiber Folgen gesagt ist, 1aBt sich fiir Reihen umformulieren.
Nur treten eben viele Reihen von Natur als Reihen auf und haben
als Reihen eine durchsichtige Form, die beim Ubergang zur Folge der
Partialsummen verlorengeht. Ein klassisches Beispiel einer Reihe:

(1.7) Geometrische Reihe.

> 1

E o = ——  fiir |z < 1,
1—=

k=0

o

Zazk ist divergent fiir |z| > 1.
k=0

Hier hat man beide Bedeutungen des Zeichens .-, 2" beieinander.

Beweis: Wir berechnen die n-te Partialsumme:

n n n n n+1
() a=m)=3oat =Sk = 3wk = 3 ek =1,
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1
n
1— gntl
also X, = Zxk = —)
1—=2x

falls z # 1. Dies schreiben wir in der Form:
Xy =(1—a) ™t (1—am) — (1—2)"!
fir |z| <1, weil (z™) — 0. O
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Fiir |z| > 1 ist die Reihe sicher divergent, denn

(1.8) Bemerkung. Ist die Reihe ) .-, ay konvergent, so gilt
(ag) — 0. Die Umkehrung ist, wie wir bald sehen werden, nicht
richtig, die Bedingung (ay) — 0 ist notwendig, nicht hinreichend

fiir Konvergenz.

Beweis: Ist 4, = ;_, ax und a = lim, (4,), so folgt:
(ak):(Akak_l)Hafa:O. O

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit dem Beispiel einer Folge, wo
man die Charakterisierung der Divergenz zu einem Konvergenzbeweis
benutzen kann:

lim({/n) = 1.

Beweis: Offenbar ist {/n > 1, denn wire ¢/n <1,son<1"=1.
Angenommen {/n geht nicht gegen 1, so gébe es ein ¢ > 0 und dazu
unendlich viele n, sodall ¥/n > (1+¢), also

1
n2(1+€)":1+n8+%52+~~ 5

n(n—1) 2

v

also 1 > (n—1) % fiir unendlich viele n, im Widerspruch zu Archime-
des. O

§ 2. Konvergenzsatze

Sétze tiber Folgen lassen sich als Sétze iiber Reihen schreiben und
umgekehrt. Der Satz zum Beispiel, dafl die Grenzwertbildung mit
Linearkombinationen vertraglich, also lim linear ist, nimmt fiir Rei-
hen folgende Gestalt an:
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(2.1) Satz. Sind die Reihen ;- ¢ und Y - | di konvergent und
A€ R, soist

Z(/\Ck+,udk) = )\ch + ,LLde. [l

k=1 k=1 k=1

Fiir nicht konvergente Reihen definieren wir die rechte Seite der
Formel durch die linke; dann handelt es sich wieder um eine Glei-
chung zwischen Folgen, nicht wie hier zwischen reellen Zahlen. Auch
Definitionen iibertragen sich: Eine Reihe heifit beschrankt, falls die
Folge der Partialsummen beschrankt ist. Eine konvergente Reihe ist
beschrankt.

Bisher ging es einfach zu: Wir haben die Konvergenz einer Folge
oder Reihe bewiesen, indem wir den Grenzwert angegeben und die in
der Definition der Konvergenz geforderte Abschitzung nachgewiesen
haben. Jetzt aber kommen wir zu einer ganz neuen Art von Sétzen:
sie behaupten die Existenz eines Grenzwertes, ohne ihn vorzuweisen.
Ja, wir werden oft reelle Zahlen e,7,v/2,... eben als solche Grenz-

werte erst bestimmen und benennen.

Definition (Monotonie). Eine Folge (a,,) heif3t:

monoton wachsend an < Gpt1,
monoton fallend wenn fiir Gp > Apy1,
streng monoton wachsend alle n gilt: Gn < Gpt1,
streng monoton fallend Ap > Qpt1 -

Fiir die zugeordnete Reihe bedeutet das, dafl ihre Glieder jeweils
>0, <0, >0, <0 sind. Reihen mit nicht negativen Gliedern
nennen wir oft kurz positiv. Der Sprachgebrauch ist hier wie bei
den natiirlichen Zahlen etwas schwankend, und Konsequenz fiihrt
leicht zur Unbequemlichkeit. Die Nullen mogen gern unsere Aufmerk-
samkeit iiber Gebiihr beanspruchen.
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(2.2) Satz (Monotone Konvergenz). Eine monoton wachsende nach
oben beschrankte Folge konvergiert. FEine beschrdnkte Reihe mit
nicht negativen Gliedern konvergiert. (Entsprechendes gilt fiir fal-
lende Folgen und fiir Reihen mit Gliedern < 0).

Beweis: Die zweite Behauptung ist eine Umformulierung der er-
sten, und die erste braucht man nur fiir wachsende Folgen zu zeigen
(Ubergang zum Negativen). Sei also a, < any1 < K fiir alle n € N .
Sei a = sup{a, | n € N}. Dann ist a,, < a fiir alle n, aber ist € > 0,
so ist ay > a — ¢ fir ein N € N, und daher auch a, > a — ¢ fur
alle n > N wegen der Monotonie. Folglich ist a,, € (a —¢,a] fiir fast
alle n. ]

Betrachten wir als Anwendung die Folge (a,), die durch die Re-

kursionsformel

k
a—a
a=a+1, any1=ay <1+ ka’;)

fir ein festes a > 0 und ein festes k € N definiert ist. Man sieht:

(i) an >0, (i) an < an_1, (i) a& > a.

Beweis durch Induktion nach n: Die Behauptungen, soweit sinn-
voll, gelten fiir n = 0 und seien fiir ein n nun angenommen. Dann
folgt @41 < an, weil a —af < 0, also (ii) fiir n+1; apy1 >0 ,weil
kak +a —ak >0, also (i) fiir n + 1; schlieflich nach Bernoulli

ENF k
ko _ Kk a—a, k k(a—an)\ _
Gpy1 = Gy, (1—|— Fak ) > a, (1+kak =a,

n

also (iii) fiir n+ 1. O

Demnach ist die Folge monoton fallend und durch 0 nach unten
beschrankt, konvergiert also gegen eine Zahl s > 0, ihr Infimum.
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Was wissen wir iiber diesen Grenzwert s? Es ist ja nach der Rekur-
sionsformel
k—1 k
kapiira, = (k—1a, + a,

und gehen wir beidseits in allen Summanden und Faktoren zum
Grenzwert iiber, was wir nach (II, 1.4) diirfen, so folgt ks* =
(k — 1)s* 4 a, also s*¥ = a; die Folge konvergiert demnach gegen
eine Zahl s mit s* = a. Daraus entnehmen wir insbesondere die

(2.3) Bemerkung. Jede positive reelle Zahl besitzt zu jedem k € N
genau eine positive k-te Wurzel.

Beweis: Die Existenz haben wir gerade gesehen, die Eindeutigkeit
sieht man leicht: Ist 0 < s < t,s0 0 < sh <tk Tstalso 0<s<t
und s* =tF =qa,s0 s=1. O

Interessanter als der Beweis ist freilich, wie man auf die Folge
kommt: Man sucht ja eine Nullstelle der Funktion f(z) = 2* —a. Ist
a, eine noch zu grofle Schatzung, so bestimmt man eine verbesserte
Schétzung a,41 so, dafl

‘ / An+1 Qp x
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In unserem Fall hat f die Steigung f’(a,) = ka*~! am Punkt a,.
Der Beweis zeigt explizit, dal man bei Iteration des Verfahrens —
welches nach Newton heifit — die Nullstelle als Grenzwert erhélt.

Hier ist, wie man sieht, noch viel zu lernen.

Die Beschranktheit einer positiven Reihe priift man meist so nach,
daB man die Reihe mit einer andern vergleicht, iiber deren Konver-
genz man Bescheid weifi.

(2.4) Majorantenkriterium. Sei ¢, > 0 fiir alle n. FEine Reihe
>0 | an heifit Majorante von Y .| ¢, falls ¢, < a,, fiir alle n.

Besitzt eine Reihe mit nicht negativen Gliedern eine konvergente
Majorante, so konvergiert sie.

Beweis: Mit Bezeichnungen des Satzes ist

k k k 00
ch < Zan Ssup{zan | kEN} :Zan-
n=1 n=1 n=1

n=1

Also ist Y7, ¢, beschrénkt und folglich konvergent. O

Das Konvergenzverhalten éndert sich iibrigens nicht, wenn man
endlich viele Glieder der Reihe dndert, denn die Partialsummen von
Y opeqcx und Y oo . ¢ unterscheiden sich fiir n > K um die Kon-
stante STr e, also Y00 e = Sopt ek + 300 ¢k, die rechte

Seite konvergiert genau wenn die linke konvergiert.

Das Majorantenkriterium hat viele Anwendungen, z.B.:

(2.5) Verdichtungslemma von Cauchy. Sei (c¢,) eine nicht ne-
gative reelle monoton fallende Folge, dann konvergiert Y > | ¢, ge-

nau dann, wenn Y, 2% - ¢y konvergiert.
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Beweis: Wir schitzen die 2¥ Summanden ¢,, mit 2F < n < 2Ft1 -1
alle durch den ersten cyx von oben ab und erhalten

ok+1_q

Z Ccn < 2k02k.

n=2k
Also wenn ), 2%cye beschrinkt ist, so auch )., ¢,. Umgekehrt
schitzen wir die 25~! Summanden ¢, mit 251 +1 < n < 2F alle

von unten durch den letzten ¢y ab und erhalten

21c
2. § en > 228 e = 2P e,
n=2k-141

Also wenn Y, ¢, beschriinkt ist, so auch Y, 2¥cqn . O

(2.6) Anwendung. Die Reihe Y | n% ist genau dann konvergent,
wenn « > 1 ist.

Beweis: Die Reihe konvergiert nicht fir o < 0, weil (s5) dann
keine Nullfolge ist (d.h. nicht gegen Null konvergiert). Fiir o > 0
ist das Lemma anwendbar, und wir haben die geometrische Reihe
S22k ok = S(21=9)F zu untersuchen. Diese konvergiert genau
wenn 2'7% < 1, also wenn 2 < 2%, und dies bedeutet o > 1. Fiir
nicht rationale « ist zwar vorldufig x® jedenfalls nicht definiert, aber
das werden wir schon so nachholen, dafl dies ein allgemein giiltiger

Beweis ist. O

Insbesondere divergiert die Harmonische Reihe
>t
n b
n=1

obwohl die Folge (1/n) ihrer Glieder eine Nullfolge ist.
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Die geometrische Reihe ist die wichtigste Vergleichsreihe bei An-
wendungen des Majorantenkriteriums. Klassische Anwendungen sind
die folgenden:

(2.7) Quotientenkriterium. Sei ¢, > 0, und es existiere eine Zahl
¥ < 1, sodaB ¢, 11 < V¢, fiir fast alle n. Dann konvergiert Y - ¢y, .

Beweis: Weil es auf endlich viele Glieder nicht ankommt, sei o0BdA
ent1 < Ve, fur alle n, dann folgt induktiv ¢, < 9¥"¢p, also hat > ¢,
die Majorante cg > 9", die wegen ¥ < 1 konvergiert. O

Anwendung. Die Exponentialreihe
X n
x
T .
e = Z m
n=0
konvergiert fiir alle x > 0. Sie wird uns noch oft begegnen, sie
konvergiert tatséchlich fiir alle x, sieche unten (2.14).

Beweis: Das Quotientenkriterium ist schliissig: c¢p41/cn = niﬂ
— 0 fiir n — 00, also cp41 < %cn fir fast alle n. O

Bei der harmonischen Reihe erhalten wir ¢,41/¢, = nfﬁl <1,
aber wie wir wissen gilt (#—1) — 1, es gibt keine Zahl ¥ < 1 un-

abhangig von n, sodal ¢,+1/c¢, < ¢. Dasselbe finden wir aber auch
bei der Reihe Y % . Hier ist cpq1/cp = ﬁ = (nLH)Q — 1, und
diese Reihe konvergiert. In diesen Fallen lehrt das Quotientenkri-

terium nichts.

(2.8) Wurzelkriterium. Sei ¢, > 0, und es existiere eine Zahl
¥ <1, soda8 {/c,, <9 fiir fast alle n, dann konvergiert > >~ ¢y .

Ist /¢, > 1 fiir unendlich viele n, so divergiert > ¢, .
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Beweis: Die zweite Behauptung ist trivial, es folgt ja ¢, > 1. Ist
oBdA /¢, < ¥, soist ¢, < 9™ und YY" eine Majorante. |

Auch dieses Kriterium ist fiir die Reihen Z;zo:l nl( nicht schliissig.
Ist das Quotientenkriterium schliissig, so auch das Wurzelkriterium,
denn ist ¢,41 < V¢, ¥ < 1, also ¢, < 9¥"co, soist /e, <9 /e,
und /cg — 1 fiir ¢g > 0. Das Quotientenkriterium ist jedoch oft
leichter anzuwenden, weil man Quotienten leichter berechnet als n-te

Wurzeln.

Bisher haben wir Reihen mit nicht negativen Gliedern betrachtet.
Thr Konvergenzverhalten lehrt auch viel iiber beliebige Reihen, wie
wir bald sehen werden. Zuvor jedoch bemerken wir das klassische

(2.9) Leibniz-Kriterium. Ist (aj) eine positive monoton fallende
Folge, so heifit die Reihe > - ,(—)*ay, alternierend. Sie konvergiert
genau wenn (ay) eine Nullfolge ist.

Beweis: Sei A4, = Y.}_,(—)far die n-te Partialsumme. Wir
schreiben kurz (—)* := (—1)*. Es gilt:

(i

) Agn > Aoy — aont1 + aonge = Aopta,
(i) Aopy1 < Aopy1 + Gong2 — Aonys = Aongs,

—

(iii) Aap > Aoy — aspt1 = Aonta,

A
(iv) Asp — Aopi1 = agny1 — 0.

A2n+1W2“+2 Aop
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Die Folge (Asy) ist nach (i) monoton fallend, und nach (iii), (ii)
ist Ag, > Agpy1 > Aogp_1... > Aj, also ist (Ay,) nach unten
beschrankt, daher (As,) — a. Nach (iv) gilt auch (Ag,y1) =

(A2,) — (agnt1) — a — 0 = a, und aus beidem zusammen folgt
(An) — a, denn in der Tat, schlieflich mal ist |As, —a] < ¢ und
|A2n+1 — (L| <e€. O

Wir bemerken unter der Hand: Wenn (ag,) und (a2,+1) gegen
die gleiche Zahl konvergieren, so konvergiert (a,) gegen dieselbe.

Anwendung. Die folgenden Reihen sind konvergent (die Angabe des
Grenzwertes beweisen wir freilich noch nicht):

1 1 1
L _ T4 ... =log 2
1 2+3 4+ og 2,
1 1+1 1+ o
3 5 7 T4

Die bisher betrachteten Kriterien sind oft niitzlich, aber oft auch
nicht schliissig. Es gibt aber eine wichtige allgemeine Charakter-
isierung konvergenter Folgen, die nicht benutzt, dafl man etwa den
Grenzwert kennt — das ist ja das Handicap bei der Definition der
Konvergenz. Zuvor ein technisches

(2.10) Lemma. Jede Folge besitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis: Sei (a,) die Folge. Eine Stelle n € N heifle “niedrig”,
wenn a,ix > a, fir alle k € N ist. Zwei Félle sind moglich:

1. Fall: Es gibt unendlich viele niedrige Stellen (nach jedem N € N
noch ein niedriges n). Dann bilden die Folgenglieder a, an den
niedrigen Stellen n eine monoton wachsende Teilfolge.
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2. Fall: Nach einem N € N kommt kein niedriges n mehr. Zu
jedem n > N gibt es dann ein k& € N mit apir < an, weil n ja
nicht “niedrig” ist. Daher findet man induktiv eine monoton fallende
Teilfolge (an, | ¢ € N). O

(2.11) Satz (Bolzano-Weierstrafl). Jede beschrinkte Folge be-
sitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Wihle eine monotone Teilfolge nach dem Lemma; sie kon-
vergiert. ]

Ein Punkt a € R heifit Haiufungspunkt der Folge (a, ), wenn es
eine Teilfolge von (a,,) gibt, die gegen a konvergiert. Eine beschrénk-
te Folge besitzt also stets einen Haufungspunkt. Eine konvergente
Folge besitzt genau einen Haufungspunkt, ihren Grenzwert. Eine
beschrankte Folge ist genau dann konvergent, wenn sie nur einen
Haufungspunkt besitzt. Ist namlich a der Haufungspunkt und ¢ > 0,
und sind nicht fast alle a,, in (a —&,a + €), so gibt es eine Teilfolge
an, € (a —e,a + ¢), die einen anderen Haufungspunkt als a hat.
Dieser wére auch Haufungspunkt von (a,,).

Bemerkung. Die Zahl a ist Hiufungspunkt von (a,) genau wenn
jede Umgebung von a unendlich viele a,, enthélt.

Beweis:

=: eine e-Umgebung U von a enthilt a,, fiir fast alle k, falls
(an, | k€eN) —a.

«: Wiahle ¢ = %, und ny > ng_1, so da a,, € Uc(a), dann folgt
(an,) — a, also a ist Haufungspunkt von (ay). O

Nimmt man Punkte co, —oo zu R hinzu, so besitzt jede Folge
eine konvergente Teilfolge, also einen Haufungspunkt, und eine Folge
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ist genau dann konvergent, wenn sie genau einen Haufungspunkt be-
sitzt, wenn man auch Konvergenz gegen oo bzw. —oo zulafit. Die e-
Umgebungen von oo bzw. —oo sind die Mengen (g,00] = {z | > ¢}
bzw. [—o00, —¢) = {z | * < —¢} fiir beliebig grofle .

Fiir eine Folge (a,) heiit die Zahl
c = lim (a,) := inf{x | a,, < z fiir fast alle n} =: limsup (a,)

der Limes superior oder obere Haufungspunkt von (a,), und
in der Tat ist ¢ der groBite Haufungspunkt von (a,) — wenn man
00, —o0 zu den Punkten hinzunimmt. Offenbar gibt es keinen gros-
seren, grofer als c¢+¢, man muf} also nur sehen, dal ¢ Haufungspunkt
ist. Nun sind nicht fast alle a,, < ¢—¢, also oo viele a,, > c—¢, und
fast alle a,, < c+ ¢, also oo viele a,, € U:(c), was zu zeigen war.

Man findet entsprechend, dafl der Limes inferior oder auch un-
tere Haufungspunkt

lim (ay,) := sup{z | a, > z fiir fast alle n} =: liminf (a,)

der minimale Haufungspunkt von (a,) ist. Ist € > 0 beliebig klein,
so ist
lim (a,) — € < a, < lim(a,) + ¢

fiir fast alle n, und (a,) ist genau dann konvergent, wenn lim (a,,) =
lim (a,,). Beachte aber, daB es iiblich ist, fiir lim, lim alle Punkte
aus

R:= RU {0, —c}

zuzulassen, wahrend man eine Folge nur konvergent nennt, wenn sie
gegen eine Zahl aus R konvergiert, also auch Haufungspunkte nur in
R betrachtet, es sei denn dafl man ausdriicklich etwas anderes sagt.

Soweit war das angekiindigte Allgemeine nur eine Anh&ufung von
neuen Wortern, Vokabelnlernen, aber jetzt betritt eine iberaus wich-
tige Beschreibung konvergenter Folgen die Bithne (mit ihrem ver-
trauten Pseudonym, Cauchy war nicht der erste, der den Satz for-

muliert hat, und beweisen konnte er ihn auch nicht wirklich zurei-
chend).
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(2.12) Cauchy-Kriterium fiir Folgen. FEine Folge (a,) ist genau
dann konvergent, wenn gilt: Zu jedem € > 0 existiert ein m € N,
sodaB fiir alle k € N

|@mtk — am| < €.

Beweis: Ist lim(a,) = a, so existiert ein m € N, sodaf} fir alle
k €Ny gilt |amsr — al <e/2, also

lam — amik| < lams+o —al + |a — amsi| < e.
Ist umgekehrt |ap, 41 — am| < € fiir alle k zu einem festen m, so ist
die Folge (am+x | k € N) beschréankt, und daher auch die Folge (a,).
Eine Teilfolge (a,,) konvergiert nach Bolzano-Weierstrafl gegen ein
a, und wir zeigen a = lim (ay,).
Sei also € > 0, dann ist fiir ein geeignetes m

(1) |am — am+i| < €/3 fiir alle k. Insbesondere ist also
(ii) |am — an,| < &/3 fur fast alle ¢, ndmlich alle, fiir die ny, > m.
Aber auch fiir fast alle £ ist
(iii) |an, —al] <€g/3.

Aus (ii), (iii) also |an, — a| < %, und hieraus mit (i)

|a — amir| < e fiir alle k. O

Aus der Ungleichung im Cauchy-Kriterium folgt tibrigens

|Gtk — @mae] < 2e.

Daher hitte man, statt |am+x — am| < €, auch |ag — ay| < € fir alle
k, ¢ > m setzen konnen, was man auch oft findet.

(2.13) Cauchy-Kriterium fiir Reihen. Eine Reihe Y . c, ist
genau dann konvergent, wenn es zu jedem € > 0 ein m € N gibt,
sodaB fiir alle k € N

bt

< €. |
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(2.14) Absolute Konvergenz. Eine Reihe Y ;- ci heiit absolut
konvergent, wenn die Reihe der Betrige Y ;- |ck| konvergiert. Eine
absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis: aus dem Cauchy-Kriterium und der Dreiecksungleichung:

m—+k m-+k

‘ch‘ < > el
n=m n=m

Die Reihe konvergiert absolut, wenn die rechte Seite ff grofie m stets

< € ist, und sie konvergiert, wenn dasselbe fiir die linke Seite gilt.
|

Ist (c,) beliebig, so heifit > a,, eine Majorante von 3 ¢, , wenn
> ay,, eine Majorante der positiven Reihe Y |¢,| ist. Die Konvergenz-
kriterien fiir positive Reihen liefern unmittelbar Kriterien fiir absolute
Konvergenz, man muf} sie nur auf die Reihe Y’ |¢,| anwenden.

Beispiel. Ist (a,) beschrankt, so konvergiert die Reihe

5 st
k=0
fiir alle x € R mit |x| < 1 absolut.

Beweis: Y |ap2*| hat die Majorante A - |z|*, die fiir |z| < 1
konvergiert. O

Insbesondere konvergieren alle unendlichen Dezimalentwicklungen

+ Z apl07*  ap €{0,1,...,9},

k=—m

und allgemeiner gilt:
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(2.15) Satz (b-al-Zahl-Entwicklung). Sei b > 2 eine natiirliche
Zahl, dann laBt sich jede reelle Zahl x in der Form

r=+ Y ab¥ ape{0,...,b-1}

darstellen. Die Darstellung ist eindeutig, wenn man ausschlieft, daff
ar = b—1 fiir fast alle k.

Beweis: OBdA ist > 0. Man bestimmt a, induktiv so, daf
a; = 0 falls b=¢ > z (also fiir kleine £), und dann a, maximal, sodaf
Zi:_m arb™® < z. Mit andern Worten: die f-te Partialsumme der
b-alen Entwicklung von z ist die gréfite b-ale Zahl mit ¢ Stellen hinter
dem Komma, die noch nicht grofler als = ist. Dann folgt induktiv
sofort [z — 35 _  agb™F| < b7 also x =300 agb~k.

Hat man zwei b-ale Entwicklungen

o0 o0
T = Zakbfk = chbfk,
—m —m

sodafl beidemal nicht fast immer ap = b —1 bzw. ¢, = b — 1, so
sei £ die erste abweichende Stelle, und oBdA a;, > ¢, dann ist
3 aph ™k > Zz_m apb™*, und

0 -1 0 L
> eb™F <> bt (a—1)b 4 Y (-1pF =) apb T X
—m —m k=(+1 —m

O

Wir rechnen mit b = 10, weil wir 10 Finger haben. Manchen
Vorzug hitte b = 12, weil 12 viele Teiler hat. Rechenmaschinen
rechnen mit b = 2, Dualzahlen, weil alles in Zellen kodiert ist, die
nur zwei Zustande haben. Wer viel mit Computern arbeitet, rechnet
daher gerne mit b = 23 = 8 oder b = 2* = 16, weil dann die
Umrechnung in Dualzahlen leichtfillt, man aber auch nahe bei b = 10
bleibt.
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Fiir die Begriindung der Axiome des reellen Zahlkorpers sind
b-ale Zahlentwicklungen nicht geeignet, weil zum Beispiel die Summe
zweier solcher Entwicklungen nicht wieder die vorgeschriebene Ge-
stalt hat. Gangbar ist jedoch folgender Weg: Man sagt, eine reelle
Zahl ist durch eine Cauchy-Folge rationaler Zahlen gegeben, wobei
man das ¢ im Cauchy-Kriterium auch auf rationale Zahlen be-
schrankt — das ist ja kein Verlust. Und zwei rationale Cauchy-
Folgen sollen dieselbe reelle Zahl bedeuten, wenn ihre Differenz eine
Nullfolge, d.h. eine gegen 0 konvergente Folge ist. Wie man dann die
algebraischen Verkniipfungen erklart, ist klar, und man nennt eine
rationale Cauchy-Folge (a,) positiv, wenn ein £ > 0 in Q existiert,
sodaf} a, > e fiir fast alle n. Positive Folgen definieren die posi-
tiven reellen Zahlen. Mit diesen Erklarungen und Vertrauen in die
Logik ist es nicht schwer, die Axiome zu bestétigen. Auch zeigt man
nacheinander, dal durch die Axiome N und damit der Ring Z , der
Korper Q und schlieilich R mit algebraischer Struktur und dadurch
bestimmter Anordnung bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt sind.
Es gibt bis auf Umbenennung einen und nur einen Korper R, der den
mitgeteilten Axiomen geniigt. Das wollen wir nicht weiter verfolgen.

Statt “b-al” sagt man vielfach auch “b-adisch”, aber das scheint
mir eher verwirrend, weil das Wort in der Zahlentheorie etwas dufler-
lich Ahnliches, tatsichlich aber sehr Verschiedenes bedeutet.

Fiir absolut konvergente Reihen gelten sehr starke Versionen des
kommutativen Gesetzes:

(2.16) Umordnungssatz. Sei Y .-, ¢, absolut konvergent, und sei
p : N — N bijektiv, dann konvergiert Y ., ¢,y absolut gegen
denselben Grenzwert.

Beweis: Sei a, = >, _;ck, b = >, Coky, € > 0, und m so
grofl gewahlt, daf} Zzzgfl lek| < e fir alle £ € N. Fiir gentigend

grofie » € N ist dann zugleich r > m und p(r) > m.
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Wahlen wir nun n so grof}, daf3 diese Bedingung fiir alle » > n
erfiillt ist, so ist b, eine Summe von Gliedern c¢;, worunter jedenfalls
alle ¢q,..., ¢, auftreten. Dasselbe gilt fir a,, und die Differenz ist
folglich eine Summe von Gliedern +¢;, mit j > m. Daher

lan — by| < Z ej| < e.
j>m
Das zeigt schon, daf (b,) gegen denselben Grenzwert wie (a,) kon-

vergiert. Wendet man das schon Gezeigte auf die Reihe ) |c,| an,
so folgt die absolute Konvergenz der umgeordneten Reihe. ]

Fiir nicht absolut konvergente Reihen gilt das gerade Gegenteil:

(2.17) Satz. Ist > .-, cx konvergent aber nicht absolut konvergent
und = € R beliebig, so existiert eine Umordnung p : N — N | sodaf3

D e Cp(k) = L~

Beweis: Sei (aj) die Folge der positiven und (by) die Folge der
negativen Glieder ¢, der betrachteten Reihe. Weil 3 ¢;, konvergiert,
aber nicht absolut, gilt offenbar

(ak) — 0, (bk) — 0,

n

() oo () o

k=1
Wir wiéhlen jetzt als Folge c,) rekursiv jeweils das néchste noch

nicht gewahlte Glied der Folge (aj) bzw. (bx), je nach dem

-1
de_q = Zcp(k) <x oder >z
k=1
Es ist dann schliefllich [c )| < € fiir £ > L, und ist etwa dp < z,
drir > x,s0ist |dp — x| <e fiir £>L+k. O
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Man koénnte mit dhnlichem Argument auch x € {£oo} wihlen.
Spéter in der allgemeinen Maftheorie wird sich mit ergeben, daf} fiir
absolut konvergente Reihen ein noch starkerer Umordnungssatz als
(2.16) gilt (siehe Bd. 2, Aufg. 12 zu Kap. III).

§ 3. Stetige Funktionen

FEine Funktion f : R — R heiflt stetig, wenn sie keine Spriinge
macht. Mit dieser Erklrung hat man sich lange begniigt, und wir
wollen das auch nicht schlechtmachen. Zum Beispiel die Funktion
f(x) = 22 ist demnach stetig.

Urspriinglich hat man iiberhaupt nur solche Funktionen betrachtet,

die sich in einer Formel hinschreiben lassen, doch dann hat die Ent-

wicklung der Analysis selbst die Moglichkeiten, Formeln zu erzeugen,

ins Ungewisse ausgeweitet, und jetzt lassen wir ganz Beliebiges zu.
Die Funktion

x— [z] :=max{k € Z |k < z},
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der ganzzahlige Anteil von x, ist unstetig an den Punkten k € Z .

Ebenso die Funktion f(z) = — [z], die Sdgezahnfunktion.

S S S S

Wie aber steht es mit der Funktion
flx) =+ fir & <l|z| <5, f(0)=0,

im Nullpunkt?
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Hier ist schon ein genauer und formaler Begriff der Stetigkeit notig.
Die Vorstellung, die uns leitet, ist: Wenn sich = nur wenig &ndert, so
andert sich auch f(x) nur wenig, und zwar dndert sich f(x) beliebig
wenig, wenn sich = gentigend wenig dndert. “Beliebig wenig” heifit:
Wenn € > 0 beliebig vorgegeben ist, so &ndert sich f um weniger als
e, falls sich dafiir x “geniigend wenig” &ndert, also weniger als ein
geeignetes § > 0. So kommen wir zu folgender

Definition (Stetigkeit). Sei D C R und f: D — R eine Funktion
mit Definitionsgebiet D, und sei p € D. Dann heifit f stetig am
Punkt p, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, sodaB fiir alle
x €D gilt:

v —pl < 6 = |f(2) - fp)] <e.

Die Funktion f heifit stetig, falls sie an jedem Punkt p € D stetig
ist. Statt “am Punkt p” sagt man auch “an p” oder “bei p”.

Wir konnen uns diese Definition noch etwas mundlicher zurichten.
Dazu erinnern wir an folgende Sprechweise der Mengenlehre: Gege-
ben sei eine Abbildung f: M — N.

Ist AC M,soist f(A):={f(x) |z e A} = Bild der Menge A.
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Ist BC N,soist f7Y(B):={z € M| f(z) € B} = Urbild der
Menge B.

Die letzte Implikation in der Definition der Stetigkeit kénnen wir
dann mit Umgebungen so aussprechen:

z € Us(p) = f(z) € Us (f(p))7
und das heifit

fUs(p) C U-(f(p)) oder Us(p) C f~'U-(f(p)).

Hierbei meinen wir mit Us(p) die §-Umgebung von p im Defini-
tionsgebiet D, also den Durchschnitt einer 4-Umgebung in R mit
D. Demnach also ist f stetig bei p, wenn das Urbild einer jeden
Umgebung von f(p) stets eine Umgebung von p in D enthélt. Et-
was salopper sagt man wohl auch: Wenn z gegen p geht, geht f(x)
gegen f(p). Dies rechtfertigt sich durch den

(3.1) Satz (Folgenstetigkeit). Genau dann ist f : D — R stetig bei
p € D, wenn folgendes gilt:
Fiir jede Folge (z,) — p, =, € D, gilt (f(xn)) — f(p).

Beweis: Zwei Richtungen sind zu zeigen. Sei also f stetig bei p und
(zn) eine Folge in D mit (z,) — p. Wir miissen (f(zn)) — f(p)
zeigen. Ist € > 0 gegeben, so wihle dazu § nach der Definition
der Stetigkeit. Dann ist schlieBlich x,, € Us(p), weil (z,) — p. Also
f(zn) € U-(f(p)) . Daszeigt (f(z,)) — f(p). Nun sei umgekehrt die
Bedingung tiber Folgen im Satz erfiillt. Angenommen, f ist unstetig
bei p. Dann gilt: Es gibt ein € > 0, sodaf§ fiir alle § > 0 ein z € D
existiert, mit |z —p| < § und |f(z) — f(p)| > €. So némlich lautet
die Negation der Stetigkeitsdefinition.

Nun, was fiir alle § gilt, gilt insbesondere fiir § = %, n € N. Also
finden wir ein € > 0 und dazu eine Folge (z,,) in D, mit

|zn —p| <1/n und [f(zn) — f(p)| > €
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fiir alle n € N . Die erste Ungleichung sagt (z,) — p nach Archime-
des, nach der zweiten aber konvergiert (f(z,)) nicht gegen f(p), im
Widerspruch zur Folgenbedingung. Damit ist die Annahme, f sei
unstetig bei p, widerlegt. B3 |

Was wir iiber Konvergenz wissen, 183t sich mit diesem Satz oft
auch als Aussage tiber Stetigkeit deuten. So zum Beispiel (II, 1.4):

(3.2) Satz (iiber rationale Operationen). Sind die beiden Funktio-
nen f,g: D — R stetig am Punkt p € D, und sind A\, u € R, dann
sind auch die Funktionen A\f 4+ ug und f - g stetig am Punkt p. Ist
f(x) #0 fiir alle x € D, so ist auch 1/f stetig bei p. a

Dabei sind die rationalen Operationen im Satz durch das Entspre-
chende fiir die Werte definiert, also

(Af + pg)(x) := Af(z) + pg(z),
(f-9)() = f(z) - g(=),
(1/)(x) :==1/f(=).
Ist tbrigens f(p) # 0 und f stetig bei p, so ist f(z) # 0 in einer

Umgebung um p, oder wie man sagt: lokal um p. Wahlt man
namlich ¢ = |f(p)| und dazu ¢ nach der Stetigkeitsdefinition, und

ist z € Us(p), soist |f(p)| = [f(2)] < [f(p) = f(2)] <e=|f(p), also
[f(@)[ > 0.

Offenbar ist die identische Abbildung
id: R—=R, z+—=zx

stetig, wahle § = . Man bezeichnet diese Funktion kurzerhand mit
x, wie man ja iiberhaupt eine Funktion durch den Term bezeichnet,
der sagt, wo x hingeht. Aus (3.2) folgt dann, daf} jedes Polynom

fl@) =3 apa"
k=0
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iiberall stetig ist. Ist a, # 0, so heifit a,, der Leitkoeffizient und n
der Grad des Polynoms f, und alle Polynome aller Grade bilden den
reellen Polynomring R[z]. Sind f,g zwei Polynome und g # 0,
womit man meint, dafl nicht alle Koeffizienten von g verschwinden,
so hat man die

rationale Funktion: g , frg € Rlz], g#0.
Diese definiert auf der Menge D = {x|g(x) # 0} eine stetige Funk-
tion. Es ist nicht schwer zu sehen, dafl ein Polynom vom Grad n nur
hochstens n Nullstellen haben kann.

Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft von Funktionen, d.h. man
braucht f nur in einer beliebig kleinen Umgebung von p zu kennen,
um zu entscheiden, ob f am Punkt p stetig ist.

(3.3) Satz. Eine Zusammensetzung stetiger Funktionen ist stetig.

Beweis: Seien C, D C R und seien Funktionen

CLDLR gof(@)=g(f@). [)=a.

gegeben. Die Behauptung meint: Ist f stetig bei p und g stetig
bei ¢ = f(p), so ist g o f stetig bei p. Nun, angenommen (z,)
— p, dann folgt (f(xn)) — f(p) = q, weil f stetig ist, und dann
(gf(xn)) — g(q), weil g stetig ist. Zusammen (z,) — p =

(go f(zn)) = gof(p). 0

Eng verwandt mit dem Begriff der Stetigkeit ist der allgemeine
Konvergenzbegriff fiir Funktionen statt Folgen:

Definition. Sei f : D — R eine Funktion, p € R, und es gebe
mindestens eine Folge (x,,) in D, die gegen p konvergiert. Dann sei

lim f(x) = aq,

T—p
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falls fiir jede Folge (x,,) in D, die gegen p konvergiert, ( I (xn)) gegen
a geht.

Ist p € D, so bedeutet dies: f(p) =a, und f ist stetig am Punkt
p. Jedoch bleibt die Definition sinnvoll fiir p = +oo, und man kann
erkldren: Ist D nach oben unbeschrankt, so heifit f: D — R stetig
bei oo, wenn lim,_,, f(z) existiert. Schrinkt man f auf die z < p
bzw. die z > p aus D ein, so schreibt man auch lim, ~, f(z) bzw.

lim,~, f(2).

Natiirlich kann man diese Konvergenzbegriffe auch durch e-§-Spriiche

erklaren — wie?

Wir lassen als Intervallgrenzen im allgemeinen auch oo zu, also
z.B. [a,00) ist die Menge der reellen Zahlen > a. Zur Unterschei-
dung nennen wir ein abgeschlossenes Intervall [a, b] mit endlichen a, b
kompakt, also kompakt heifit beschrankt und abgeschlossen. Der
Satz von Bolzano-Weierstra$ lehrt, daf} eine Folge in einem kompak-
ten Intervall eine konvergente Teilfolge hat, und weil aus a <z, <b
fir alle n die entsprechende Ungleichung fiir den Grenzwert folgt,
liegt der Grenzwert der Folge wieder in dem kompakten Intervall.
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Wir wollen jetzt unsere Aufmerksamkeit auf stetige Funktionen
richten, die auf kompakten Intervallen [a,b] definiert sind, und die
naheliegenden Folgerungen und Umformulierungen fiir den Konver-
genzbegriff nicht weiter ausbreiten.

(3.4) Satz. Sei K ein kompaktes Intervall und f : K — R stetig.
Dann ist f beschrankt und nimmt auf K ein Maximum und ein

Minimum an.

Beweis: Angenommen, f wére nach oben unbeschrénkt. Dann
wéhle eine Folge von Punkten z,, € K mit f(x,) > n. Nach Bolzano-
Weierstrafl konvergiert eine Teilfolge, also o0BdA die Folge (z,,) selbst,
gegen ein p € K. Dann aber konvergiert (f(xn)) gegen f(p), weil f
stetig ist, und das widerspricht f(z,) > n. Folglich ist f beschrénkt.
Sei

a:=sup{f(z) |z € K}.

Angenommen f(z) # a fir alle x € K. Dann ist a — f(z) # 0, also
(a —f (1’))71 stetig auf K und nicht beschrénkt, weil ja die Werte
f(x) ihrem Supremum a beliebig nahe kommen. Das widerspricht
der ersten Aussage. Die Beschranktheit nach unten und die Aussage
iiber das Minimum folgen analog. |

Die Funktion z — 1/z ist auf dem Intervall (0, 1] unbeschrinkt;
die Kompaktheit ist wesentlich. Wir werden bald lernen, daf} es sich
hier um eine topologische Eigenschaft handelt (VI, 7.10).

(3.5) Zwischenwertsatz. Eine stetige Funktion f : [a,b] — R
nimmt jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.
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Beweis: Sei etwa f(a) < ¢ < f(b), und wir wollen zeigen, dafl f
den Wert ¢ annimmt. Sei p € [a,b] die obere Grenze der x € [a,b]
mit f(z) < ¢, dann behaupten wir: f(p) = ¢. In der Tat, wire
f(p) < c— ¢ fiir ein € > 0, so wahle dazu § nach der Stetigkeits-
definition, dann ist |f(p + x) — f(p)| < € fir |z|] < ¢, also f(p + x)
< ¢ fiir |z] < §, im Widerspruch zur Definition von p. Ganz analog,
wenn f(p) > c+ ¢, so ware f(p — ) > ¢ fiir x| <, was auch der
Definition von p widerspricht. Weil also ¢ —e¢ < f(p) < c+¢ fiir alle
e >0, folgt f(p) =c. |

Dies ist ein sehr wichtiger und tausendfach benutzter Satz. Er sagt
eigentlich, daf} die reelle Gerade und daher ein Intervall keine Locher
hat und nirgends auseinanderfallt. Er ist auch sehr anschaulich, aber
beachte, dafl die Behauptung gleich falsch wird, wenn man nur einen
Punkt aus dem Intervall wegldfit — ein Unterschied, der physikalisch
gar nicht fabar ist. So einfach kann man eben die mathematische
Einsicht nicht physikalisch deuten.

Eine leichte Folgerung aus dem Satz kennen wir schon: Jede posi-
tive reelle Zahl a hat eine positive k-te Wurzel. Das Polynom f(z) =
x¥—a hat nimlich den Wert f(0) = —a < 0 und f(a+1) = (a+1)¥—a
> 14 (k—1)a > 0, also muf} es zwischen 0 und a + 1 eine Nullstelle
haben. Man kann damit iibrigens die nicht negativen reellen Zahlen
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rein algebraisch charakterisieren: Es sind genau die Quadrate. Eine
ahnlich wichtige algebraische Folgerung besagt:

(3.6) Satz. Jedes reelle Polynom ungeraden Grades hat eine reelle
Nulistelle. (Eine Nullstelle eines Polynoms nennt man auch eine
Wurzel).

Beweis: Wir dividieren das Polynom durch den Leitkoeffizienten,
dann haben wir ein Polynom der Gestalt

f(x) = " + an,lm"_l +4ag= (En(]_ + anflx_l + -+ aox—n)

fiir « # 0. Fir |z|] — oo konvergiert der Faktor (14 ---) gegen
1, und 2" hat das Vorzeichen von x, weil n ungerade ist. Also ist
f(x) > 0 fir gentigend grofie z, und f(z) < 0 fiir gentigend kleine.

Dazwischen muf} es einmal verschwinden. |
Das Polynom x? + 1 hat, wie wir wissen, keine reelle Nullstelle.

(3.7) Satz. Das Bild eines Intervalls unter einer stetigen reellen
Funktion ist wieder ein Intervall. Dabei lassen wir auch £oo als
Intervallgrenzen zu.

Beweis: Sei f: D — R die betrachtete Abbildung eines Intervalls
und
a=inf (f(D)), b=sup(f(D)).

Weil es Funktionswerte beliebig nahe an a und b gibt und auch alles
dazwischen getroffen wird, liegt jedenfalls das ganze offene Intervall
(a,b) im Bild von f, und nach Definition von a und b kein kleinerer
Punkt als a, kein groflerer als b. Es kommen also allenfalls a oder b
selbst hinzu, und in jedem Fall ist f(D) ein Intervall mit Grenzen a
und b. O
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(3.8) Satz. FEine stetige reelle Funktion auf einem Intervall ist genau
dann injektiv, wenn sie streng monoton ist.

Mit streng monoton wachsend ist hier natiirlich gemeint = < y
= f(x) < f(y), und entsprechend fiir fallende Funktionen. Man
kann den Satz durch allerlei Fallunterscheidungen zeigen, aber wir
gehen den Weg tibers Zweidimensionale.

Beweis: Offenbar ist eine streng monotone Funktion injektiv. Sei
also f : D — R injektiv auf dem Intervall D. Wir miissen zeigen,
dafl f streng monoton ist. Betrachte das Dreieck

A:={(z,y) e Dx D |z <y}
Die Voraussetzung sagt, dafl die Funktion
A= R, (z,y)— f(z) = f(y)

keine Nullstelle hat, und die Behauptung sagt, dafl entweder gilt:
©(p) > 0 fir alle p = (x,y) € A, oder: ¢(p) <0 fir alle p.

o| /"

Nun, angenommen o(p) > 0, ¢(q) < 0 fir zwei Punkte p,q € A.
Dann verbinden wir sie durch die Strecke (1 —t)p+1tg, 0 <t < 1.
Wir erhalten die Funktion

[0,1] = R, t— o((1—1t)p+tq).
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Sie ist stetig und hat fiir ¢ = 0 den Wert o(p) > 0, fiir ¢ = 1 den
Wert ¢(q) < 0, also an einem Zwischenpunkt 7 hat man den Wert
<p((1 —7T)p+ Tq) = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Wir kommen zum Ziel dieser fjberlegungen.

(3.9) Satz iiber die Umkehrfunktion. Sei D ein Intervall und
f: D — R stetig und injektiv. Dann ist f(D) =: C ein Intervall,
die Funktion f ist streng monoton, und f besitzt eine stetige und
streng monotone Umkehrabbildung.

Beweis: Nur die Stetigkeit von f~! ist noch zu zeigen. Sei etwa
D offen — die anderen Félle mufl man fiir die Randpunkte analog
behandeln — dann ist C' auch offen, weil f streng monoton ist. Sei
f(p) = q. DaBl f stetig bei p ist heifit: Ist U ein offenes Intervall
um ¢, so enthiilt f~1U ein offenes Intervall um p. Daf also f~*
bei ¢ stetig ist heifit nach dem selben Muster: Ist V' ein offenes
Intervall um p, so enthélt (f~1)~1V ein offenes Intervall um ¢. Aber
(f~H7tV = f(V) ist ja ein offenes Intervall um ¢, weil f stetig und
streng monoton ist. (]
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Anwendung: Ist n ungerade, oder beschranken wir uns auf = > 0,
so ist die Funktion x — z" stetig und streng monoton. Die Umkehr-
funktion

T
ist also ebenfalls stetig und streng monoton. Auch die Betragsfunk-

tion x — |z| ist stetig, denn sie ist die Zusammensetzung
T 2% Va2,

Sind f und g stetig, so auch die Funktion max(f,g), die durch
x — max{f(z),g(x)} definiert ist, denn

max(f,g) = L(f +g) + L[f —g|.

Entsprechend fiirs Minimum.

SchlieBlich miissen wir einen etwas delikaten aber wichtigen tech-
nischen Punkt berithren, und dafiir wollen wir die Stetigkeitsdefini-
tion noch einmal sorgfaltig betrachten. Eine Funktion f: D — R
ist danach stetig auf ganz D, wenn gilt:

Zu jedem € > 0 und jedem p € D gibt es ein § > 0, sodaBl
[z —pl <6 =[f(z) - f(p)| <e.
Das ¢ héngt also nicht nur von e, sondern auch vom Punkt p ab.
Zum Beispiel bei der Funktion y = 27! auf Ry mufl man § um so
kleiner wéhlen, je ndher p an 0 liegt.
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Die Funktion f heifit gleichméfig stetig, wenn man ¢ unabhéngig
von p wahlen kann.

Definition. Eine Funktion f : D — R heifit gleichmaBig stetig,
falls gilt: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0, soda8 fiir alle x,p € D
gilt:

[z —pl <d=|[f(z) - f(p)| <&

Hier ist also & = d(¢), wahrend bei blofler Stetigkeit 6 = (e, p)
ist. Hier gehen auch z und p gleichberechtigt und symmetrisch in
die Definition ein, was bei der Stetigkeitsdefinition nicht der Fall ist.

(3.10) Satz. Eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall
ist dort gleichmafig stetig.

Beweis: Sei f: D — R die Funktion, € > 0, und wir nehmen an,
dafl dazu kein § existiert, wie es in der Definition gefordert ist. Dann
ist auch 0 = % fiir kein n geeignet. Es gibt also ein z,, und p, in
D mit

|xn_pn| < % und |f(xn)_f(pn)| ZE-

Nach Bolzano-Weierstrafl , mit einem Ubergang zu Teilfolgen, diirfen
wir annehmen, dafl (z,) gegen ein ¢ € D konvergiert, und wegen
|2 — pn| < % konvergiert dann (p,) gegen dasselbe q. Weil f
stetig ist, konvergieren (f(z,)) und (f(pn)) beide gegen f(q), und
daher (f(zn) — f(pn)) — 0. Das widerspricht der Ungleichung
() — Fpa)] = €. O

Hier wird sich der Student von der Anschauung verlassen und
unangenehm auf das Formale der Definition verwiesen fithlen. Er
mag sich damit trosten, dafl auch Cauchy an dieser Stelle gestolpert
ist.
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8 4. Folgen und Reihen von Funktionen

Eine Folge von Funktionen auf D ordnet jeder ganzen Zahl n > k
eine Funktion f, : D — R zu. Wir bezeichnen sie wieder durch
(fn | n > k) oder (fn)n>r oder einfach durch (f,), und manchmal
lassen wir auch noch die Klammern weg.

Definition. Die Folge von Funktionen ( fn) konvergiert punkt-
weise gegen f : D — R, wenn fiir jedes x € D die reelle Folge

(fn(l")) gegen f(x) konvergiert.

Das heifit also: Zu jedem € > 0 und z € D existiert eine natiir-
liche Zahl N, soda$} fiir n > N gilt:

[fn(z) = f(z)] <e.

Das ist eine naheliegende Definition, aber sie sagt nicht, wie man
auf den ersten Blick glauben konnte, daf3 f,, schlieffilich nahe an f
liegt, also f gut approximiert. Fir Funktionenfolgen sind mehrere
wesentlich verschiedene Begriffe der Konvergenz sinnvoll. Wir werden
darauf in Kapitel VI systematischer eingehen und aufler den hier
erklarten Konvergenzbegriffen noch andere kennenlernen, die durch
Integrale erklart sind.

Die formale Umschreibung mit ¢ und N weist darauf hin, wo
die Schwierigkeit liegt: das N h&ngt nicht nur von e, sondern auch
vom Punkt z ab. Fiir jedes auch noch so grofle n kann es immer
noch viele Punkte = geben, wo f,(x) sich weit von f(z) entfernt,
auch wenn der Definitionsbereich ein kompaktes Intervall ist und alle
beteiligten Funktionen stetig sind.

Folgendes Beispiel wird uns auch in der Integrationstheorie wieder

vor allzu voreiligen Schliissen warnen:



66 II. KONVERGENZ UND STETIGKEIT

(4.1) Beispiel.

n
nzxﬁirogxg%,
F fulx) = o2n —n2x fﬁr%ﬁmﬁ%
" Ofiirngodeer%‘
—_—
1

Die letzte Bedingung fiir f,, bewirkt f,(z) =0 fiir n > % oder
x < 0, also fiir jedes gegebene x verschwindet f,(z) schlieBlich.
Daher konvergiert (f,) — 0 punktweise. Trotzdem ist f,, fiir kein n
eine gute Approximation der Nullfunktion.

Man sieht, dafl punktweise Konvergenz oft zu wenig ist. Wenn
alle f, stetig sind und (f,) punktweise gegen f geht, braucht der
Limes f auch nicht stetig zu sein. Stetigkeit ist ja selbst durch eine
Grenzwertbildung definiert, und wenn man es so betrachtet, geht
es hier um die Frage, ob man zwei Grenzwertbildungen miteinander

vertauschen darf — man darf im allgemeinen nicht!

Beispiel.
1 fiir x > 0,
nx
(1) = — 0 fiirz=0,
fn(x) T [na] — iir
—1 fiirz <0.
. .. . 1
Beweis: Fiir « # 0 gilt f,(z) =
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I
—— — —

1

Das pathologische Verhalten liegt daran, dafl die Funktionenfolge
nicht gleichmafig konvergiert.

Definition (gleichméfBige Konvergenz): Die Folge von Funktionen
(fn) auf D konvergiert gleichmaflig gegen f : D — R, wenn gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N, soda8 fiir alle n > N und alle
x € D zugleich

|f'n(x) - f(l‘)| <Eé.

Wir schreiben kurz
f<g = f(z)<g(x) furallexze D,

und entsprechend fr f < g. Dann besagt die Definition: Fiir grofie
n ist

|fn— fl <e.
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Hier fassen wir |f,, — f| als Funktion = — |f,(z) — f(x)| auf. Man
kann dieselbe Tatsache auch als Ungleichung zwischen reellen Zahlen
fassen. Man erklart ndmlich fiir Funktionen f : D — R mit nicht
leerem Definitionsgebiet die

Supremumsnorm || f||p := sup{|f(z)| | € D}.

Damit ist ||f||p = min{e | |f| < a} nach Definition der oberen
Grenze. Wenn kein Zweifel {iber das Definitionsgebiet besteht, schrei-
ben wir kurz ||f||. Im allgemeinen ist ||f|| € [0,00], und || f]] € R
genau wenn f beschrénkt ist. Die Supremumsnorm hat die

(4.2) Normeigenschaften.
(i) Ifll >0 und ||f|| =0 genau wenn f =0.
(ii) Positive Homogenitt:
IAfIl = |A - |If]| fiir konstante A € R.

(iii) Dreiecksungleichung: ||f + g/ < ||f|l + llg]l-

Beweis: Nur die Dreiecksungleichung ist nicht ganz selbstversténd-
lich, aber

1F +gll = (117 +glll < [T+ lgll] < 11+ llall

letztere Ungleichung weil |f| < ||fIl, |g| < llg]l- O

Wenn man nun den reellen Vektorraum aller Funktionen D — R
mit dieser Norm versieht, so bedeutet gleichméaflige Konvergenz das
Natiirliche, ndmlich (f,,) konvergiert gleichméfig gegen f, wenn fiir
jedes € > 0 schliefllich ||f, — f|| < e ist. Daher kann es nicht ver-
wundern, dafl sich gewohnte Konvergenzsitze auf gleichméafige Kon-
vergenz von Funktionenfolgen iibertragen.
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(4.3) Cauchy-Kriterium. Genau dann ist die Folge von Funktio-
nen (f,) auf D gleichméBig konvergent, wenn zu jedem ¢ > 0 ein
m € N existiert, sodaf fiir alle k € N

Hfm-‘rk - me <Ee.

Beweis: Ist (f,) gleichmaBig konvergent gegen f, so gilt, wenn m
geniigend groB ist, || fyx — fI| < § fiir alle & € Ny, also

3 €
”fm - f” < 5? ”f - fm+k|| < 57 also ||.fm - fm+k|| <e.

Umgekehrt sei die Cauchy-Bedingung fiir (f,,) erfiillt. Dann ist ins-
besondere ( fn(a:)) fiir jedes € D eine Cauchy-Folge reeller Zahlen,
bestimmt also eindeutig f(z) := limp o0 fn(z). Ist nun € > 0
gegeben und m geniigend grofl, so ist | fm — fmirl| < § fiir alle
k. Aber fir jede Stelle x € D kann man ein k = k(x) so grofl
wihlen, daB8 |fpx(z) — f(2)| < §. Folglich ist [f.(z) — f(x)| < ¢

fiir alle x, also ||fm — fl] < e. O

Wie bei Zahlenfolgen iibertréigt sich alles Gesagte auf Reihen von
Funktionen. Wir sprechen also von punktweiser und gleichmafiger
Konvergenz einer Reihe ), fi von Funktionen, und von absoluter
Konvergenz wenn die Reihe ), |fi| konvergiert. Konvergiert letz-
tere Reihe gleichméfig, so nennen wir die Reihe ), fi gleichméfig
absolut konvergent. Aber die Supremumsnorm fithrt zu einem neuen
und fiir uns bald sehr wichtigen Begriff: Eine Reihe Y p-, fx heiBt
normal konvergent, wenn die Reihe

>l
k=0

der Supremumsnormen konvergiert.

(4.4) Konvergenzsatz von Weierstrafl. Eine normal konvergente
Reihe Y7~ fx von Funktionen fj, : D — R konvergiert gleichméBig
absolut gegen eine Funktion f: D — R.
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Beweis: Dies folgt unmittelbar aus dem Cauchy-Kriterium und der
Dreiecksungleichung

m+t m+e
A= TAl
k=m

k=m
Normale Konvergenz bedeutet, dafl die rechte Seite fiir grofle m
kleiner ¢ wird, gleichméfig absolute Konvergenz bedeutet dasselbe
fiir die linke Seite. |

Die wichtigste Bemerkung jedoch, fiir die der ganze Begriffsappa-
rat aufgefahren ist, besagt:

(4.5) Satz. Ein gleichméBiger Limes stetiger Funktionen ist stetig.

Beweis: Sei (f,) auf D gleichmiflig konvergent gegen f, die f,
seien stetig, sei ein Punkt p € D betrachtet und € > 0 gegeben.
Dann wiéhle n € N so grof, da |f, — f| < § und zu diesem n und
p wihle § > 0 so, daB8 |f,(p) — fn(7)| < § fiir [ —p| <. Das geht,
weil f, stetig ist. Fiir | —p| < J ist dann

[f(@) = ()| < [f(2) = fu(@)| + [fulz) = fu()] + [fn(p) = (D)

<§+s5t§5=e O

Fiir ein mit Pomp angekiindigtes Hauptergebnis kann es ent-
tauschend scheinen, dafl der Beweis auf einen e/3-Schlufi von einer
Zeile hinauslauft. Darin liegt auch nicht der Witz: das Wichtigste
ist eben der richtige Begriff, der den Satz richtig macht: gleichmafig
konvergent.

Einen reellen Vektorraum mit einer reellwertigen Norm mit den
Eigenschaften (4.2), in dem jede Cauchy-Folge konvergiert, nennt
man einen Banachraum. Die beschriankten stetigen Funktionen
auf einer Menge D # & mit der Supremumsnorm bilden einen Ba-

nachraum.
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§ 5. Treppenfunktionen

Stetige Funktionen verdienen wohl, dafl man sie um ihrer selbst
willen mit Liebe betrachtet. Aber in diesem Abschnitt miissen wir
kurz unsere Aufmerksamkeit einer Funktionenklasse zuwenden, die
flir sich weniger anziehend ist, aber niitzliche technische Hilfe in der
Integrationstheorie leistet, von der dann im néachsten Kapitel gleich
die Rede sein wird.

Eine Zerlegung Z cines kompakten Intervalls [a,b] ist ein
(n+ 1)-Tupel (zg,...,2,) von Zahlen, sodafl

a=z <2 <--<z,=0

Eine Zerlegung Z; ist feiner als Z oder eine Verfeinerung von
Z, wenn /1 aus Z durch Hinzunahme weiterer Punkte entsteht.
Durch Vereinigung erhalt man zu zwei Zerlegungen Z,7; eine ge-
meinsame Verfeinerung Z U Z;. Eine Funktion ¢ : [a,b] — R heifit
eine Treppenfunktion, wenn es eine Zerlegung Z von [a,b] wie
oben und dazu Konstanten cy,...,¢, in R gibt, mit

o(t) =cp fir zp—1 <t < zg.

Die Werte auf den Zerlegungspunkten zj selbst sind gleichgiiltig.

Cp 3 ————- —_—
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Die sémtlichen Treppenfunktionen auf [a, b] bilden offenbar einen
reellen Vektorraum. Zwei Treppenfunktionen ¢, auf [a,b] lassen
sich (gemeinsame Verfeinerung) durch dieselbe Zerlegung definieren,
sodaf} also ¢ und v beide auf den Intervallen z < t < 241 konstant
sind, und dann ist auch Ay + p dort konstant, also eine Treppen-
funktion.

(5.1) Satz. Eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist
ein gleichmaéBiger Limes von Treppenfunktionen.

Beweis: Eine stetige Funktion f : [a,b] — R ist gleichmafig stetig.
Zu gegebenem ¢ > 0 wihle danach 6 > 0 so, daf

|z —p| <d=|f(x) - f(p)l <e

fir alle z,p € D. Dann wéhle eine Zerlegung a = 29 < --- < 2, =0
mit Maschenweite zpy1 — 2z < §, und bestimme dazu die Treppen-
funktion ¢ durch ¢(t) = f(zx) fir z;x <t < zg41.

Dann ist |f(t) — @) = |f(t) — f(zx)] < € fir alle zp <t < 241,
und das heiit |f —¢| <e.
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Mit einem gleichméfigen Limes ist natiirlich die Grenzfunktion
einer gleichméfBig konvergenten Folge (von Treppenfunktionen) ge-
meint. Eine solche Folge findet man wie immer mit dem (e = 1)-
Trick: Man findet nach dem Gesagten Treppenfunktionen ¢, mit
|f — on| < 1/n. Die Folge (¢,) konvergiert dann gleichméBig gegen

die Funktion f. O

Die Zerlegung kann man hier dquidistant wéhlen, also z; =
a + k(b — a)/n mit einem so groBen n, dafl nd > b — a. Ein
gleichméfliger Limes von Treppenfunktionen heifit Regelfunktion.
Stetige Funktionen sind also Regelfunktionen, aber auch z.B. mono-
tone Funktionen, Treppenfunktionen, ...

(5.2) Bemerkung. Zu jeder Regelfunktion f auf dem kompakten
Intervall [a,b] und jedem e > 0 gibt es Treppenfunktionen ¢, mit

p< f<tYp und Y—p=c.

Beweis: Wibhle eine Treppenfunktion 7 mit |f — 7| < § und setze
=T %7 '(/} =7+ % O



Kapitel 111
Ableitung und Integral

Ph: Vous entendez cela, et vous
savez le latin, sans doute.

J: Oui; mais faites comme si je ne
le savais pas. Expliquez-moi ce
que cela veut dire.

Le Bourgeois Gentilhomme

Wir erklaren den Kalkiil der Differential- und Integralrechnung,
Berechnung der Steigung einer Kurve, der Geschwindigkeit einer un-
gleichférmigen Bewegung, und Berechnung des Fliacheninhalts. Auch
erklaren und diskutieren wir die klassischen Funktionen, Sinus, Ko-
sinus, Logarithmus und Exponentialfunktion.

§ 1. Das Riemann-Integral

Wir setzen uns die Aufgabe, die Grofle der Fléche zu bestimmen,
die durch eine Funktion f : [a,b] — R iiber dem kompakten Intervall
[a,b] begrenzt wird. (In diesem Abschnitt sind alle Intervallgrenzen
endlich.)
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Fiir stetige Funktionen ist diese Aufgabe nicht schwer zu losen. Es
geniigt dann natiirlich auch, wenn f auf den Teilintervallen einer
geeigneten Zerlegung des Intervalls stetig ist. Auch wenn f etwa nur
an den Punkten a + %, n € N, springt, wiBten wir uns wohl zu
helfen, solange f wenigstens beschrankt bleibt.

.
Definieren wir aber eine Funktion f :[0,1] — R, durch
1 falls z € Q = Korper der rationalen Zahlen,

) = { 0 falls x € Q, d.h. x ist irrational,

so versagt jedenfalls die Anschauung. Um nicht an eine etwas will-
kiirliche Konstruktion gebunden zu sein, die vielleicht mit anderen
moglichen Konstruktionen in undurchschaubarer Konkurrenz steht,
werden wir die Klasse von Funktionen, die man integrieren kann,
sowie die Eigenschaften, die das Integral — also der gesuchte Flachen-
inhalt — dann haben soll, zunichst axiomatisch beschreiben. Dann
werden wir fiir eine grofle Klasse von Funktionen zeigen, dafi die
Axiome auf genau eine Weise zu erfiillen sind. Lernen wir spéter
dann allgemeiner anwendbare Integrale kennen, so bleibt das hier
Bewiesene doch immer bestehen.

Definition des Integrals

(1.1) Integrable Funktionen. Zu jedem kompakten Intervall [a, b]
sei eine Menge F von Funktionen f : [a,b] — R ausgezeichnet. Sie
heiflen auf [a,b] integrabel. Es gelte:
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(i) Ist f|(a,b) konstant, so ist f € F?.
(ii) Ist a < b < ¢, so ist eine Funktion f : [a,c] — R genau dann
in F¢, wenn f|[a,b] € F? und f|[b,c] € Ff.

a’

Insbesondere sind also alle Treppenfunktionen stets integrabel.

(1.2) Das Integral. Das Integral fiir die demgeméf gegebene Fa-
milie integrabler Funktionen ist eine Familie von Abbildungen

b
/lﬁfeﬂ& a<bec R,

die also jeder Funktion f € F? eine reelle Zahl, ihr Integral

b b
/f::/f(:c)dze R
so zuordnet, daf} gilt:

(i) Intervall-Additivitat: Ist f € F¢ und a < b < ¢, so ist

b c c
Jrojr

(i) Monotonie: Sind f,g € F° und ist f < g, so ist

b b
/fé/g

(iii) Normierung: Ist f = ¢ konstant, so ist f: f=c-(b—a).

Kurz: Ein Integral ist ein (endlich) additives, monotones, normier-
tes Funktional (d.h. eine Abbildung einer Menge von Funktionen
nach R). Dafl der Fliacheninhalt unter einer Funktion f jeden-
falls diese Eigenschaften haben sollte, ist eine plausible Forderung.
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Das “endlich” steht in Klammern, weil man auch stéarkere Integral-
begriffe betrachtet, wo das entsprechende Axiom auch fiir unendliche
Zerlegungen gilt. Aber fiir eine grofle Klasse von Funktionen, zum
Beispiel die stiickweise stetigen oder monotonen, ist das Integral
durch diese Axiome schon festgelegt. Eine weitere naheliegende For-
derung, die aber fiir die von uns betrachteten Funktionen aus den
aufgestellten Axiomen schon folgt, ist die der

Linearitat: Sind f,g auf [a,b] integrabel und A\, u € R, so ist auch
Af + pg auf [a,b] integrabel, und es gilt:

b

/b(Af+ug)=A/bf+u/g-

a

Ubrigens ist die Variable z in der Bezeichnung des Integrals un-
wesentlich, also ff fx)dx = f; f)dt....

Wir beginnen mit einfachen Folgerungen aus den Axiomen: Nach

(1.2, i)ist [Ff = ["f+ ["f, also

(1.3) /af =0. 0

(1.4) Satz. Ist f : [a,b] — R integrabel und |f| < M, so ist die
Funktion

F:la,b] — R, xH/xf

stetig, sogar Lipschitz-stetig mit Konstante M , das heifit

|F(z) = F(p)| < M - |z —p).



78 III. ABLEITUNG UND INTEGRAL

Beweis: Weil die Behauptung in  und p symmetrisch ist, diirfen
wir p < x annehmen und setzen h = z — p, dann ist
pt+h P pt+h

@ -Fol=| [ 1= [1]=] [ 4|

wegen Additivitat. Aus —M < f < M folgt wegen der Monotonie

pth pth pth
—Mh = /(—M)g /ngh, also ‘/f’th.
P p p

In der Stetigkeitsdefinition kann man zu € > 0 setzen ¢ < O

£
A7

Man nennt a die untere und b die obere Grenze des Integrals
f; Das Integral beschrankter Funktionen ist also stetig als Funktion
der oberen Grenze. Der entsprechende Satz gilt natiirlich auch fiir
das Integral als Funktion der unteren Grenze. So eignet sich das
Integral — wenn man es einmal besitzt — zur Konstruktion neuer

bedeutsamer Funktionen, zum Beispiel

xT

log(z) := /fl dt,

1
T

1

arctan(z) := / —— dt.
1+t2
0

Der Satz erlaubt eine kleine Verschérfung des Normierungsaxioms.
(1.5) Normierung. Ist f|(a,b) = ¢ konstant, so ist f; f=c(b—a).

Also auf die Werte an den Endpunkten kommt es nicht an.

Beweis: Esist f beschrankt, und fir ¢ < b und € < b*7“ ist

a-+te b—e b

jf:a/f+/c+/f.

ate b—e
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Der mittlere Summand ist (b —a — 2¢) - ¢. Grenzlibergang ¢ — 0
liefert nach (1.4)  [" f =0+ (b—a)-c+0. 0

Jetzt sehen wir sofort, wie man Treppenfunktionen, die ja nach
unseren Forderungen jedenfalls integrabel sind, zu integrieren hat.

(1.6) Satz. Fiir Treppenfunktionen sind die Integralaxiome auf ge-
nau eine Weise zu erfiillen, ndmlich: Ist a = 2z < 21 < --- <z, =0b
eine Zerlegung, und f(x) = ¢ fiir z;_1 < x < 2y, S0 ist

(i) fbf = XHI iz — zu-1)-
a k=1

Dieses Integrgz] ist auch linear: Fiir A\, € R ist
b

(ii) f(Af+ug)=Afbf+ufbg-

a

Beweis: Die Formel (i) folgt unmittelbar aus der Additivitat und
verbesserten Normierung (1.5) des Integrals. Aus dieser Formel folgt
dann (ii) unmittelbar. Um zu zeigen, dafl die Formel (i) umgekehrt
ein Integral definiert, das alle unsere Forderungen erfillt, mufl man
nur klarmachen, dafl die rechte Seite von (i) unabhéngig von der
Zerlegung ist, mit der f beschrieben ist. Weil zwei Zerlegungen
stets eine gemeinsame Verfeinerung haben, mufl man sich nur davon
iiberzeugen, daf} die Formel keinen anderen Wert liefert, wenn man
einen neuen Zerlegungspunkt zp < z < zpy1 einfligt. Nun freilich,
dann wird nur der Summand

Ckt1(2k+1 — zx) durch  cpq1(z — 2x) + cpy1(2p41 — 2)

ersetzt. Zum Beweis der Additivitdt darf man dann annehmen, daf
der mittlere Punkt b ein Zerlegungspunkt ist; alle anderen Axiome
folgen direkt aus (i). O

Treppenfunktionen konnen wir jetzt integrieren, aber das ist noch

nichts rechtes, wir denken nicht wie ein Computer. Sei nun wieder
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ein f € F? gegeben und die F? dabei wie immer so erklirt, dafl die
Axiome erfiillt sind. Sind dann ¢, Treppenfunktionen, so wissen

<P§f§¢=>/b<p§/bf§/b¢-

Daher erkldren wir fiir beliebige beschrankte Funktionen f auf In-

wir:

tervallen [a,b] das
Oberintegral: f*;) f = inf{fab@/} | f <+ und ¢ € T},

Unterintegral: f*; f= sup{f;7 0|l < fund p € T'}.

Dabei ist T? der reelle Vektorraum der Treppenfunktionen auf [a, b].
Eigentlich sollte es “Riemann-Oberintegral” ... heiflen, aber weil in
diesem Band kein anderes Integral auftritt, lassen wir es so. Nach
dem Gesagten gilt nun ersichtlich:

(1.7) Satz. Ist eine beschrankte Funktion f : [a,b] — R integrabel,

50 ist .
Jr<[r<]1 O
Allgemein ist flir eine beschriankte Funktion f jedenfalls

/Ff</*f7

denn sind ¢ < f <1 Treppenfunktionen, so ist [¢ < [¢. Da das
fiir alle Treppenfunktionen ¢ < f gilt, folgt [, f < [, und da das
fiir alle Treppenfunktionen v > f gilt, folgt [, f < [* f.

Definition. Eine beschrankte Funktion f : [a,b] — R auf einem
kompakten Intervall heift Riemann-integrabel, falls

S
[r=]s
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Die Definition verlangt mit anderen Worten: Zu jedem ¢ > 0
gibt es Treppenfunktionen ¢ < f < 1) mit ffz/) - f;go < g, oder
noch anders gesagt: Es gibt Treppenfunktionen ¢, < f < 4, mit
lim,, — o0 f:(z/Jn — ¢n) = 0. Die Definition ist nach dem Satz (1.7)
gemodelt und fiihrt unsere Bemiihung um die Konstruktion eines
Integrals zum (vorldufigen) Ziel:

(1.8) Satz. Sei F? die Menge der Riemann-integrablen Funktionen
auf [a,b]. Dann erfiillen die F? die Axiome fiir integrable Funktionen,
und ein Integral 148t sich fiir diese Funktionenfamilie auf genau eine
Weise erklaren, namlich durch

b l; b
Jrfs-fs

Dieses Integral ist auch linear.

Wir werden kiinftig nur lineare Integrale betrachten und statt
“Riemann-integrabel” einfach integrabel sagen. Die Eindeutigkeit
des Integrals ergibt sich aus (1.7). Dafl die Axiome so tatséchlich
erfillt sind, werden wir gleich sehen. Zunéchst bemerken wir, dafl

etwas gewonnen ist:

(1.9) Satz. Stetige Funktionen und monotone Funktionen sind in-
tegrabel.

Beweis: Ist f : [a,b] — R stetig und € > 0 gegeben, so wihle
Treppenfunktionen ¢, mit

e<f<Y, Yv—p<e/(b—a),

siehe (II, 5.2). Dann ist f:(¢ —p) < f: e/(b—a)=c¢.
Ist f etwa monoton wachsend und nicht konstant, so wahle eine
Zerlegung a = zg < -+ < 2z, = b mit 241 — 21, < /(f(b) — f(a)).
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Dann bestimme ¢ und ¢ durch o(z) = f(2), ¥(x) = f(zk41) fir
2k < & < 2Zg41. Damit ist ¢ < f <4, und wir haben:
b

/(dJ —0) =Y flarr1)(zhpr — 2) — Y f(2k)(2hs1 — 2k)
K k

- Z(f(zkﬂ) — f(z1)) (g1 — 2)
k

3
<m'§f(zk+1)—f(zw=a O

Beweis von (1.8): Offenbar sind Treppenfunktionen integrabel, da-
her gilt (1.1, i) und (1.2, iii), die Normierung. Wir zeigen (1.1, ii)
und (1.2, i), die Additivitat: Sei also @ < b < ¢, sei f : [a,c] = R
gegeben, und es seien f|[a,b] und f|[b,c] integrabel. Wéhle Trep-
penfunktionen ¢y, , 1, auf [a,b], sowie @o,, ¥a, auf [b,c], mit
b
P1n < flla,b] < Pin, /(%n — 1) — 0,

a
C

Yon < be? C] < Yan, /(7/}2n - 902n) — 0,

b
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fiir n — oo, und Y1,(b) = Pon(b), Y1, (b) = 19, (b). Dann setzen
sich @1, mit g, und i1, mit 19, zu Treppenfunktionen ¢, und
¥y, auf [a, ] zusammen, und es gilt

c b c

on < f <y, /(Qpn_@n):/<1/}1n_@1n)+/(7/}2n_902n)_>0
b

a a

fiir n — oco. Folglich ist f integrabel auf [a,c] und fir n — oo gilt:

Also [7f = fab f+ [, f. Ist umgekehrt f integrabel, so kann man
on < f <y, f:(t/)n — ) — 0 wie eben vorgeben, gewinnt daraus
V1n, Y1n und @o,, 9, durch Einschrénkung auf die Teilintervalle
[a,b] und [b, ], und weil die Summanden in
b c c

S =)+ [ =) = [0 = 0m) =0

a b a
nicht negativ sind, kann man schliefen, daf} sie fiir n — oo einzeln
gegen 0 gehen. Das zeigt die Additivitdt. Die Monotonie ist trivial:
Ist f<g,soist [[f=[0.f=sw{fjo|peTlmdec< [}
<sup{---und p < g} :fl;*g:f;g.

SchlieBlich bleibt die Linearitat des Riemann-Integrals zu zeigen.
Das braucht keine neuen Gedanken. Wie immer seien die ¢, ¢ und
o, 7 Treppenfunktionen. Wir gehen aus von integrablen Funktionen
fyg:[a,b] — R und Folgen von Treppenfunktionen

b

a
b

on < g < Tp, /(Tn—on)—>0,
a
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fiir n — oo. Insbesondere lim, [ ¢, = [ f, lim, [0, = [¢. Dann

fOIgt ©n + 0n Sf+g§1/1n+rn, und:
b b

b
f((wn“‘Tn) - (‘Pn +Un)> = f(wn _@n)'i'f(Tn —0pn) — 0.

Also existiert ff(f + g) und ist gleich lim,, [(pn +0n)=[F+ [g.
Ganz dhnlich schlieft man fiir Af, wenn A > 0. Ist A < 0, so
beachte man die Umkehrung der Ungleichungen: Aus ¢, < f < ¢,

und f(1/1nf<pn) — 0 folgt A, < Af < A, und f(/\gonf)\z/}n) — 0.
O

Aus der Monotonie folgt die

(1.10) Dreiecksungleichung fiir das Integral. Fiir a < b gilt:
b b
[s] = [

Beweis: Esist ja —|f] < f <|f|,also — [|f| < [f < []f], und
weil [|f| >0, folgt die Behauptung. O

Man sollte sich jedoch vorher vergewissern, dafl |f| iiberhaupt
integrabel ist.

(1.11) Bemerkung. Sind die Funktionen f,g auf [a,b] integrabel,
so auch die Funktionen

fo=max(f,0), = max(~f,0),
sowie max(f,g), min(f,g) und |f]|.

Beweis: Esist f_ = fy — f, |f| = f+ + f- und max(f,g) =
%(f'i_g)—’—%lf_gla mm(f,g) = %(f—’_g)_ %‘f_g‘ Wir miissen
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also nur zeigen, dafl f; integrabel ist. Hat man Treppenfunktionen
¢, mit
p<fv, [w-9<=

so folgt i < fi <y, [(V4 —p4) < [ — ) <&, weil Py — oy
<Y-—op. 0

Das Beispiel der Funktionenfolge (II, 4.1) zeigt, da8 fiir eine kon-
vergente Folge (f,) — f von Funktionen auf [a,b] im allgemeinen

n—oo

ni

lim fn Ydx # / hm oz

fn

|
:\J
I

In diesem Fall ist ja lim, .~ f, = 0 und f fo(z)dx = 1. Gut
geht es aber bei gleichméafiiger Konvergenz.

(1.12) Satz (Stetigkeit des Integrals als Funktional): Konvergiert
die Funktionenfolge (f,) auf [a,b] gleichméBig gegen f und sind alle
fn integrabel, so ist auch f integrabel und

b b

b
/f:/limfn:hm fn-
a

a a
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Beweis: Ist |f, — f| < € und sind ¢,1 Treppenfunktionen mit
o< fon<t¢und [(¢— ) <e,sofolgt f,, —e < f < fp, +¢,also

p—e< f<t+e, /((¢+6)—(<p—s))<s(2(b—a)+1).

Da letzteres mit ¢ beliebig klein wird, ist f integrabel.
Aus |fn — f] < € folgt nach (1.10)

= [a] = |[tn=0| < [1-11< [c = c0-a.
7.

Das zeigt ([ fn) — [ O

In der Tat, die letze Abschétzung ist der springende Punkt des
Beweises. Sie zeigt etwas mehr als das Behauptete: Versieht man
den Raum FZL’ mit der Supremumsnorm, so ist die Abbildung

/:Ff—»R, fH/bf(x)dx

Lipschitz-stetig mit Konstante b — a. Also

b b
(113) 1= [d < 0-alr-al

Die Stetigkeit, um die es hier geht, ist die des Integrals als Abbildung
f : F® — R, oder wie man sagt, als Funktional. Sie ist wohl zu
unterscheiden von der Stetigkeit des Integrals als Funktion der oberen
Grenze F(z)= [’ f(t)dt.

Bisher haben wir a < b vorausgesetzt. Fir a > b setzen wir jetzt:

/bf(x) de = /af(x) dz.
a b

Dann gilt die Additivitatsformel

c b c
a/f=a/f+b/f
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fiir beliebige Lage der Grenzen a, b, c, falls f auf dem Intervall zwi-
schen min{a,b, ¢} und max{a,b,c} integrabel ist.

Wir schlieffen mit einem wichtigen Hilfsmittel, das uns im néchs-
ten Abschnitt dienen wird zu zeigen, wie die Integralrechnung mit
der Differentialrechnung zusammenhéangt.

(1.14) Mittelwertsatz der Integralrechnung. Sei f eine stetige
und p eine integrable Funktion auf [a,b], und sei p > 0 (oder p <0).
Dann existiert ein £ € [a,b], sodafi

b b
[rv=10 v

Fiir p =1 folgt insbesondere
b
[=10-0-a.

Beweis: Sei m das Minimum und M das Maximum von f auf
[a,b], dann ist mp < f-p < Mp, also mfabp < f;f-p < Mfabp.
Jetzt gibt es nach dem Zwischenwertsatz, angewendet auf die Funk-
tion z — f(z fp,emﬁe[ab mit f(¢ fp ffp O

Oft schreibt man (b—a) =:h und { =a+9Yh, 0 <9 <1, dann
steht da:

a+h a+h
/f-p = f(a+19h)/p

Diese Version bleibt fiir b < a, also h < 0, giiltig und ist daher oft

vorzuziehen.

Man kann leicht zeigen, dafl ein Produkt integrabler Funktionen
stets integrabel ist. Wir verweisen auf die Ubungen7 um nicht durch
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Wiederholung zu ermiiden. Man beginnt am besten mit der Zer-
legung
f=f-1-

§ 2. Die Ableitung

Wir betrachten in diesem Abschnitt Funktionen f : D — R,
deren Definitionsgebiet D ein Intervall ist, das nicht nur einen Punkt
enthélt. Die lineare Funktion mit Steigung a ist die Abbildung
R — R, x — az. Addiert man noch eine Konstante, so erhélt man
eine affine Funktion f(x) = ax +b. Dann ist fiir jedes p

f(p+h)— f(p) = ah.

Also die Abbildung h — f(p+h) — f(p) ist linear. Eine Funktion ist
bei p differenzierbar, wenn sie sich dort durch eine affine Funktion
gut approximieren 1aft:

Definition. FEine Funktion f : D — R heifit bei p € D differen-
zierbar mit Ableitung (oder Differentialquotient)

a=f'(p)= %(p),

wenn gilt:
fp+h) = f(p) =2(h)-h,
und ¢ ist stetig am Nullpunkt, mit ®(0) = a.

Natiirlich besagt die Definition einfach

flp+h)—f(p)
h

fur h # 0, dies ist der Differenzenquotient bei p, und

1'(p) = Jim &(1)

d(h) =
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Setzen wir ¢(h) := ®(h) — a, so steht da:
fp+h) = f(p) = ah+ (k) -h,  lim o(h) =0,

also h — ah ist eine lineare Approximation von h +— f(p+h)— f(p),
und der Rest ¢(h) - h verschwindet von hoéherer Ordnung fiir
h — 0, das heiflt, wenn man den Rest durch A dividiert, geht der
Quotient fiir A — 0 immer noch gegen 0. Die Funktionen ® und ¢
sind auf {h|p+ h € D} definiert.

In etwas pauschalen Betrachtungen schreibt man auch einfach
y=f(z) und [’ = Z—Z, eine von Leibniz eingefithrte suggestive Be-
zeichnung, die uns beim Rechnen leiten kann. Der Differentialquo-
tient limy_,g ®(h) ist offenbar eindeutig bestimmt, wenn er existiert.
Auch héngt er nur von f(p+h) fiir kleine h ab, also von f lokal um

p. Wir beginnen mit einigen Beispielen:

Eine affine Funktion f(z) =ax + b erfullt f(p+ h) — f(p) = ah,
hat also an jeder Stelle konstant die Ableitung a. Aus diesem Mus-
terexemplar erhalten wir viele weitere Beispiele durch den
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(2.1) Satz (rationale Operationen). Seien f,g : D — R differen-
zierbar an der Stelle p € D und \,u € R Konstanten. Dann sind
auch \f + pg und f-g und fiir f(p) # 0 auch 1/f bei p differen-
zierbar, und es gilt:

(i) Linearitat: (Af+pug) =A-f'+p-g.

(ii) Produktregel: (f-g)=f-g+f-¢.
(iii) Quotientenregel: (1/f) = —f'/f2.

Beweis: Wir setzen dies gerade so an, wie es in der Definition steht:
(i): f(p+h)=f(p)+2(h)-h, glp+h)=g(p)+¥(h) h,und O,V
seien stetig am Nullpunkt mit den respektiven Ableitungen als Wert.
Dann ist folglich

(Af +pg)(p+h) — (Af + pg)(p) = (A®(h) + p@(R)) - h,
und A® + p¥ ist stetig am Nullpunkt mit Wert Af’(p) 4+ ug’(p).
(i) (f-9)(p+h) = (f-9)0)+(f(p)T(h)+B(h)g(p)+L(h)¥(R)h) R

und der lange Term in Klammern geht fiir h — 0 gegen

f)d'(p) + f'(p)g(p).
(i) 11 feth S ®() h
flo+h)  fp) fp)- flp+h) fo)-flo+h)
und fiir A — 0 geht letzterer Bruch gegen —f’(p)/f?(p). O

Hier haben wir noch ein biichen gemogelt, wir benutzen die Be-
merkung, dafl eine bei p differenzierbare Funktion dort insbesondere
stetig ist, also demnach f(p + h) in unserem Fall fiir kleine A nicht
verschwindet. In der Tat: f(p+h) = f(p) + ®(h) - h, und die rechte
Seite ist nach Voraussetzung stetig am Nullpunkt. Die Umkehrung
gilt nicht, denn die Funktion x — |z| ist am Nullpunkt stetig, aber
sie ist dort nicht differenzierbar.
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Aus den Regeln folgt durch Induktion sofort, wie man rationale
Funktionen ableitet; fiir f(x) = 2™ ergibt sich ndmlich

(xny — nxnfl,
also fiir ein Polynom erhélt man:
(2.2) f(z) = Zakxk = f/(z) = Z kapa®~1.
k=0 k=1

Auch ergibt sich aus (i), (i) fiir einen Quotienten g = (%) - f die
allgemeinere

[)’ gf' —fdg

(2.3) Quotientenregel. ( == 7
g

g2

Wie sich die Ableitung bei Zusammensetzungen von Funktionen
verhélt, sagt die

(2.4) Kettenregel. Gegeben seien Funktionen

D — B — R.
f g

Sei f differenzierbar bei p und g differenzierbar bei ¢ = f(p). Dann
ist die Zusammensetzung go f bei p differenzierbar mit der Ableitung

(gof) () =49 f'p).

In salopper Notation schreibt man: Ist y = f(z) und z = g(y),

ist
so is d: dr dy

dr — dy dz’

Beweis: Nach bewahrtem Muster schreiben wir
flp+h)=f(p)+2(h)-h, @(0)
9(qg+k) =g(q) + ¥(k) -k, W (0)

f(p),
9'(q),
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also gf(p+h) = g(f(p)+®(h)-h) =g(f(p)) +¥(R(h)-h) - (h)-h,
setze fiir die zweite Gleichung ®(h) - h fir k ein.

Nun, fir h — 0 geht auch ®(h)-h — 0, also U(®(h) - h) —
U(0) =¢'(q), und ®(h) — ®(0) = f'(p). Der ganze Faktor bei h im
letzten Term geht also gegen ¢'(q) - f'(p), und das ist nach Definition

der Ableitung die Behauptung. ]

Man stellt sich unter dx gern eine verschwindend kleine Ver-
schiebung von p aus in z-Richtung, unter dy die entsprechende
Anderung der Funktion, und unter % dann den Quotienten vor.
Das rechtfertigt die Notation, macht die Rechenregeln plausibel und
hilft auch, das mathematische Wesen anderswo, zum Beispiel in der
Physik, zu interpretieren. Statt “verschwindend klein” sagt man
auch wohl “infinitesimal”, in mittelalterlichem Vertrauen auf die wis-
senschaftszeugende Kraft der lateinischen Sprache. Die Differentiale
dx, df ... selbst werden dabei oft nur etwas schiichtern vorgefiihrt,
als sei es eigentlich gemogelt. Doch haben auch sie eine klare Bedeu-
tung:

Betrachten wir eine an jeder Stelle des Intervalls differenzierbare
Funktion f : D — R. Wir haben dann jedem Punkt p € D eine
lineare Abbildung zugeordnet, ndmlich die Abbildung

dpf =df(p): R— R, hw— f'(p)-h

Dies ist ja eben an der Stelle p die lineare Approximation der Ab-
bildung h — f(p+ h) — f(p). Das Differential df von f ordnet
so jedem p € D die lineare Abbildung R — R, h — f/'(p) - h zu.
Insbesondere die Identitdt x hat das Differential dx, das natiirlich
jedem Punkt die identische Abbildung zuordnet:

dpx: R— R, hwh.

Und wie jede lineare Abbildung h — ah von R nach R ein Vielfaches
der Identitdt ist (ndmlich a -id), so ist insbesondere

df = f' - dux.
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Das ist an jeder Stelle p die Gleichung d,f : h +— f’(p) - h von
oben. Im Eindimensionalen sieht das kiinstlich aus, weil eine lineare
Abbildung R — R dasselbe ist wie eine Zahl; sie ist bestimmt durch
das Bild der Eins. Aber im Hoéherdimensionalen wird d,f auch eine
lineare Abbildung hoéherdimensionaler Rdume sein, gegeben durch
eine Matrix. Darauf werden wir im dritten Band zuriickkommen und
die Bedeutung der Differentiale erklaren.

Ist f: D — R an jedem Punkt p € D differenzierbar, so liefert
f die neue Funktion
[""D—=R, pw f(p).
Ist auch sie differenzierbar, so kann man fortfahren und f” = (')’

bilden, und so fort und induktiv die n-te Ableitung

f[n] _ (f[n*l])’7 f[O] = f,

solange die Funktionen eben noch differenzierbar sind. In der Nota-
tion von Leibniz schreibt man
i 4
dx™
Existiert f[" und ist stetig, so heiBt f entsprechend n-mal stetig
differenzierbar.

Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion muf} allerdings nicht
differenzierbar sein, zum Beispiel z - |z| ist iiberall differenzierbar,
mit Ableitung 2|z|, was im Nullpunkt nicht mehr differenzierbar ist.

§ 3. Das lokale Verhalten von Funktionen

Da die Ableitung einer Funktion die Steigung der Tangente an
den Graphen ist, ist es anschaulich plausibel, dafl eine Funktion auf
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einem Intervall genau dann konstant ist, wenn ihre Ableitung ver-
schwindet, daf} sie genau dann monoton wéchst, wenn ihre Ableitung
nie negativ ist, und dergleichen mehr. Der Angelpunkt zum wirk-
lichen Beweis solcher Aussagen ist der Mittelwertsatz der Differen-
tialrechnung. Man beginnt nach gefestigter Tradition mit folgendem
Spezialfall:

(3.1) Satz von Rolle. Sei f eine stetige Funktion auf dem kom-
pakten Intervall [a,c], und sie sei im Innern, also auf dem offenen
Intervall (a,c) differenzierbar. Ist dann f(a) = f(c) = 0, so existiert
ein b € (a,c) mit f'(b) =0.

b N\

Beweis: Ist f konstant, so ist jedes b € (a,c¢) recht. Sonst aber
nimmt f sein Maximum oder sein Minimum nicht auf den Rand-
punkten, also auf einem inneren Punkt b an. Sei also f(b) etwa der
minimale Wert von f, der andere Fall ist ebenso zu behandeln. Wir
betrachten die Definition der Differenzierbarkeit am Punkt b:

fb+h) = f(b) =@(h)-h, @(0) = f'(b).

Die linke Seite ist fiir kleine |h| definiert und stets nicht negativ.
Also mufl ®(h), wo es nicht verschwindet, dasselbe Vorzeichen wie h
haben: ®(h) >0 fir A > 0 und ®(h) <0 fir h < 0. Aus Stetigkeit
mufl dann ®(0) = 0 sein, sonst bliebe es doch lokal um 0 positiv
oder negativ. O
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(3.2) Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Sei f eine steti-
ge Funktion auf dem kompakten Intervall [a,c|, die auf dem Inneren
(a,c) differenzierbar ist. Dann existiert ein innerer Punkt b € (a,c)

mit

Beweis: Subtrahiere die lineare Verbindung der Endpunkte, also
definiere eine differenzierbare Funktion g durch

g(@) == f(@) = (fla) + (@ - Q)M),

c—a
Dann ist g(a) = g(¢) = 0, also nach Rolle ¢'(b) = 0 fir ein b im
Innern, und das heifit
c—a
Wohlgemerkt, die Behauptungen glaubt man sofort, aber wir wol-
len nach und nach so viel darauf bauen, dafl hier alles darauf an-

kommt, formale Beweise zu fithren.
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(3.3) Folgerung. Unter den Voraussetzungen des Mittelwertsatzes
gilt:
(i) f ist konstant genau wenn f' =0 auf (a,c).
(ii) f wachst monoton genau wenn f' > 0 auf (a,c).
(iii) Ist f'(x) > 0 fiir alle x € (a,c), so wéchst f streng monoton.
Entsprechendes gilt fiir monotones Fallen.

Beweis: (i): Ist z > a und f' =0, soist f(z)—f(a) = f'(§)-(x—a)
=0,a<€é<x.

(ii): Fir a<z <y ist f(y)— fx)=f'(&) - (y—z) mit z <& <y.
Weil f/(£) > 0 nach Voraussetzung, ist f(z) < f(y). Ist umgekehrt

kein Differenzenquotient £ (y;:i @) pegativ, so auch kein Differen-
tialquotient.
(iii): Ebenso wie (i) mit < statt <. O

3

Die Funktion y = 23 wiichst streng monoton, obwohl (z3)" = 322

im Ursprung verschwindet.

(3.4) Satz iiber die Umkehrfunktion. Sei D ein Intervall mit
mehr als einem Punkt, sei p € D und f : D — R stetig, streng
monoton (d.h. injektiv) und differenzierbar bei p mit f'(p) # 0.
Dann ist f=*: fD — D bei q = f(p) differenzierbar, und

—1y/ 1
In salopper Notation schreibt man dafiir

dxr 1

o'~ EGy

Beweis: Fir z € D ist nach Definition der Differenzierbarkeit

f(@)=f(p) +@(z)(x —p), @(p)=f'(p)#0,
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und & ist bei p und damit iibrigens auf ganz D stetig. Fiir x # p ist
auch ®(z) = (f(z) - f(p))/(x —p) # 0. Seinun y = f(z), ¢ = f(p),
dann gilt demnach y — ¢ = ®(f () (f~*(y) — f~*(¢)), also
—1 -1 1
= —f (q)=w-(y—q)-
Wir wissen schon (II, 3.9), dafl f~!, also 1/® o f~! bei ¢ stetig ist,
und der Wert dort ist 1/®(p) = 1/f'(p). O

Die Voraussetzungen des Satzes sind insbesondere fiir jedes p € D
erfullt, wenn f auf ganz D differenzierbar und stets f’ # 0 ist.

Beispiel. Die Funktion y = z" liefert 3’ = nz"~! > 0 fiir > 0.
Die inverse Funktion ist z = /y =: y%. Leiten wir die Gleichung
(z%)™ = x nach der Kettenregel ab, so steht da n(zw) - (x7%)"!

=1, also

Allgemeiner erhilt man so fiir rationales « = 2| dafi z* auf {z > 0}

n?

eine wohldefinierte streng monotone differenzierbare Funktion ist, mit
(%) = ax™t.

Wir werden dieses Ergebnis jedoch bald auf ganz anderem Wege fiir
beliebige reelle Zahlen « erhalten.

Jetzt wollen wir das lokale Verhalten einer differenzierbaren Funk-
tion um einen Punkt genauer beschreiben. Sei dazu f auf einem of-
fenen Intervall D gegeben, und p € D. Man nennt p ein lokales
Maximum von f, wenn p eine Umgebung U in D besitzt, sodafl
fIU in p ein Maximum annimmt, also f(z) < f(p) fir alle z € U.
Ist hier f(x) < f(p) fir alle  # p, so heifft das lokale Maximum
isoliert. Hat —f ein (isoliertes) lokales Maximum, so hat f ein (iso-
liertes) lokales Minimum an der Stelle p. Ein Extremum ist ein
Maximum oder Minimum. Ahnlich nennen wir f um p lokal streng
monoton wachsend oder fallend, wenn f|U fiir eine Umgebung U
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von p diese Eigenschaft hat. Eine beliebig oft differenzierbare Funk-
tion hat stets eine dieser vier Verhaltensweisen, es sei denn, daf alle
ihre Ableitungen im Punkt p verschwinden.

(3.5) Lemma. Sei f differenzierbar auf D und f'(p) = 0. Dann
gilt:
(i) Ist f'(p+ h)-h > 0 fiir kleine h # 0, so ist p ein isoliertes
lokales Minimum von f. Dies ist insbesondere der Fall, wenn
f' lokal um p streng monoton wiéchst.
(ii) Ist p ein isoliertes lokales Minimum von f', so wéchst f lokal
um p streng monoton.

Sieht also f' aus, wie die eine Figur, so f wie die andere.

Beweis: (i): Hier hat f'(p+h) gleiches Vorzeichen wie h, also es ist
positiv fiir h > 0 und negativ fiir h < 0, also wéchst f streng mono-
ton fiir A > 0 und fallt streng monoton fir A < 0, was insbesondere
die Behauptung zeigt.

(ii): Hier ist f'(p+ h) > 0 fiir |h| > 0, also wichst f lokal streng
monoton. (]

Der erste Fall liegt insbesondere vor, wenn f”(p) existiert und
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positiv ist, denn dann ist
f'lo+h)=2(h)-h, @(0)>0,

also f'(p+h)-h=®(h)-h? >0 fiir kleine h # 0.

(3.6) Satz iiber das lokale Verhalten. Sei f auf dem offenen Intervall
D definiert und (n — 1)-mal differenzierbar, n > 2. Fiir ein p € D
existiere auch f!")(p), und es sei

) £0, fBp)=0 fir k<n.
Dann hat man einen der folgenden vier Félle:

n gerade, f l(p) > 0 = p ist ein isoliertes lokales Minimum.

n gerade, f Plp) <0 = p ist ein isoliertes lokales Maximum.

)
)

p) >0 = f wéchst lokal um p streng monoton.
)

<0 = f fallt lokal um p streng monoton.

Beweis: Den Fall f["l(p) < 0 fiihrt man durch Multiplikation mit
—1 auf den Fall fI"l(p) > 0 zuriick, den wir jetzt betrachten. Nach
Voraussetzung ist f[”_Q]” (p) > 0, und demnach fallt f*=2I unter
Fall (i) des Lemmas. Damit fillt aber nach dem Lemma f[*—2*]
unter Fall (i) und f*=2¢=1 unter Fall (ii). Je nachdem ob n gerade

oder ungerade ist, fillt also f = fI% unter (i) bzw. (ii). O

Der Satz sagt, daf§ sich f(p+ h) fir kleine h ebenso verhélt, wie
die Funktion
h— 1 (p) - ™

Das werden wir spater noch besser verstehen, wenn von der Tay-
lorentwicklung die Rede ist (vergl. auch Bd. 2, V, 3.3). Verschwinden
allerdings alle Ableitungen von f bei p, so kann f lokal um p sehr
pathologisch werden, weder extremal noch monoton.
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Ein Beispiel ist die Funktion
f(z) =22 sin(%), f(0)=o0.

Wir werden auch noch Beispiele kennenlernen, die beliebig oft dif-
ferenzierbar sind. Aber solche Beispiele sind doch untypisch.

Um zu zeigen, dafl ein Punkt nun wirklich ein absolutes Extremum
ist, sind natiirlich weitere Uberlegungen nétig. Manchmal hilft der
Satz, daf} eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall jeden-
falls ein Extremum hat. Kann man die Randpunkte ausschlieflen, so
bleiben meist nur noch wenige Nullstellen der Ableitung von f als
Kandidaten.

Ubrigens ist in unseren Definitionen nicht ausgeschlossen, daff der
Punkt p ein Randpunkt des Intervalls D ist. Man spricht dann auch
von einseitiger Differenzierbarkeit von f bei p.

8§ 4. Der Hauptsatz

Dieser Satz lehrt, dafl Ableiten und Integrieren zueinander inverse
Operationen sind. Wir betrachten wie immer ein Intervall D mit
mehr als einem Punkt und eine darauf definierte Funktion f. Eine
Funktion F' : D — R heifit eine Stammfunktion von f, wenn
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F' = f. Zwei Stammfunktionen F' und F; unterscheiden sich um
eine Konstante, denn  (F — Fy) =F — F = f— f=0.

(4.1) Hauptsatz. Ist a € D und f stetig auf D, so ist

x /mf(t)dt

eine Stammfunktion von f auf D. Ist also F irgendeine Stamm-
funktion von f, so ist

/f(t) dt = F(z) — F(a) =: [F] .

Beweis: Sei g(z) := [ f(t)dt, dann ist nach dem Mittelwertsatz
der Integralrechnung
x+h

g<x+h>—g<x):/fzf(mwh-h)-h, 0<dn<1.

Und limp_ f(x 4+ 9p - ) = f(x), das zeigt ¢'(z) = f(x).
Eine Stammfunktion ist bis auf eine Konstante, also durch ihren

Wert an einem Punkt bestimmt, und die beiden Stammfunktionen
[ f und F(z) — F(a) stimmen fiir = a iiberein. O

f(z+9h)

r T4h
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Wegen des Hauptsatzes nennt man eine Stammfunktion von f
auch ein unbestimmtes Integral und bezeichnet sie durch

[t= 1w

Zum Beispiel ein Polynom f(z) = >°;_, axz® hat das unbestimmte
Integral

B n ax i1
/f(t)dt = a+kZ:O P A

So gewinnen wir durch Differenzieren von Funktionen miihelos viele
Formeln fiir Integrale, die aus der Definition des Integrals direkt nur
schwer zu finden wéren, denn fiir das Rechnen mit elementaren Funk-
tionen ist das Differenzieren meist leichter als das Integrieren. Auf die
Dauer und prinzipiell erweist sich dagegen doch das Integral als der
Operator mit den besseren Eigenschaften: Man beweist zum Beispiel
die Losbarkeit von Differentialgleichungen, indem man daraus eine In-
tegralgleichung macht. Jede stetige Funktion 1483t sich integrieren und
liefert als Integral nach dem Hauptsatz eine differenzierbare Funktion:
Integrieren macht die Funktionen besser. Ableiten dagegen macht
sie schlechter, die Ableitung einer differenzierbaren Funktion braucht
nichteinmal stetig zu sein.

Jede Regel der Differentialrechnung 148t sich — jedenfalls fiir
stetige Funktionen — nach dem Hauptsatz als Regel der Integral-
rechnung deuten. Aus der Kettenregel wird so die

(4.2) Transformationsformel. Ist f : D — R eine stetige Funk-
tion und ¢ : [a,b] — D stetig differenzierbar, so ist

b »(b)
/ foplt) o (tydt = / f(u) du.

»(a)

In sinnfélliger Notation schreiben wir: Ist u = ¢(t), so ersetze zur
Transformation des Integrals du = ¢'(t) dt.



§4.DER HAUPTSATZ 103

Beweis: Fiir jedes z € [a,b] zeigen wir:

T ()
F(w)t=/foso-<p’= /f=:G(I)-
a v(a)

Fir z = a verschwinden beide Funktionen, und es ist F/ = G’ zu
zeigen. Nach dem Hauptsatz ist F'(z) = f(¢(z)) - ¢'(z), und G muB
man, entsprechend der Kettenregel, erst nach der oberen Grenze, und
dann diese nach z ableiten. Das ergibt auch f(p(2)) - ¢'(z). O

Beispiel. Gesucht ist ein Integral [ zv/1+ zdz. Setze 1+ x = u,
also = u? — 1, doz = 2udu, und es ergibt sich
5 3

2/(u271)u2du:2/(u4—u2)du:2(%f%),

was das Problem im wesentlichen 16st.

Leichte Anwendungen der Transformationsformel sind die For-

meln:
b b+c
[fit+cydt = [ fla)de, az=t+c
a a+c
cff(ct) dt = Tf(:c) dz, x = ct.
fbtnflf(t") dt = & ?f(x) de,  x=1t"

Ist f eine streng monotone Funktion auf [a,b] mit Bild [f(a), f(b)]
oder [f(b), f(a)], so hat man auf dem Bildintervall die inverse Funk-
tion, und es gilt:

b F(b)
(4.3) / e / F = bf(b) — af(a).
a f(a)

Wissen wir also eine Funktion zu integrieren, so kénnen wir auch
das Integral der Umkehrfunktion hinschreiben, wenn die Funktion
umkehrbar ist.
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f(b)
HO)
Jor b
fa) f
f(a)
— O > r
| e b

Beweis: Ist f differenzierbar, so setze x fiir b und differenziere
nach x. Es kommt beidseits zf'(z) + f(z) heraus. Im allgemeinen
hilft die Figur weiter: Eine Treppenfunktion unter f liefert eine Trep-
penfunktion ber f~! und umgekehrt. O

SchlieBlich hat man als oft geschicktes Hilfsmittel die

(4.4) Partielle Integration. Sind f und g auf dem Intervall [a, b]
stetig differenzierbare Funktionen, so gilt:
b

/ fgwde = [f-g]" - / F(t) g(t) d.

a

Kurz notiert: [ fdg = fg— [gdf.

Beweis: FErsetze b durch x und differenziere, dann steht da:

f-gd=(-9)—g-f, also die Produktregel. O
Wa&hlt man speziell g(z) = z, so erhélt man
/ foaf~ [af.
Als Anwendung betrachten wir die Funktion log(z fl t~1dt, die

wir im néchsten Abschnitt genauer studieren Werden. Es ist also

log'(z) = 1/x.
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Mit der letzten Formel erhalten wir daher
/log(x) = zlog(z) — / 1 =z(log(z) — 1).
Ahnlich gelingt die Berechnung der Integrale
A= [
(14 z2)m

T 22 dx T
Am = W + 2mf (1+12d)7n+1 — (IFz2)™ + 2mAm — 2mAm+1,

wegen 22 = (1 + 22) — 1. Damit haben wir die Rekursionsformel

1 x 2m —1

4. Apyr1 = — -
(45) T om (1—i—332)mJr 2m

Ap,.

Wir werden bald lernen, fiir A; auch
A;(x) = arctan(z)

zu schreiben. Daraus lassen sich dann rekursiv alle A,, berechnen.

Eine Transformation zu finden, die ein gegebenes Integral in ein
bekanntes umformt, verlangt Ubung und Geschicklichkeit, und oft
auch psychologische Einfiihlung in die Neigungen des Aufgabenstel-
lers. Man darf jedoch nicht erwarten, dafl jedes Integral schon be-
kannter Funktionen sich wieder durch bekannte Funktionen alge-
braisch oder durch Zusammensetzung ausdriicken 148t. Auch muf3
man bedenken, daf} eine Funktion wie

log(arctan v/ 1 + cos? z) — sin(arctan(log |z|))

auch nicht ernstlich bekannt ist. Daher ist es gerade in Anwen-
dungen, aber auch in theoretischen Betrachtungen, oft verniinftiger,
eine durch ein Integral definierte Funktion direkt zu untersuchen
und durch Naherungsverfahren das Integral zu berechnen, als sich
in Losungsformeln zu verstricken. Immerhin soll der Student auch
einiges Geschick im Rechnen erwerben. Nun ist allerdings doch schon
offenbar, daf} es uns iiberhaupt an Funktionen fehlt. Spezielle Funk-
tionen sind nicht nur Beispiele zur Anwendung der allgemeinen Sétze,
sondern sie bilden den eigentlich konkreten Inhalt der Analysis.
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8 5. Logarithmus und Exponentialfunktion

Der natiirliche Logarithmus ist die Funktion
log: Ry — R, a:»—>/t_1dt.
1

Er ist also durch die Gleichungen

1
log(1) =0, log'(x) = -

bestimmt. Weil auf dem Definitionsgebiet der positiven reellen Zah-
len log’ > 0 ist, wiichst der Logarithmus streng monoton und ist, wie
die Funktion 1/x, beliebig oft differenzierbar.

(5.1) log(ax) = log(a) + log(z).

Beweis: Beide Seiten sind gleich fiir # = 1 und haben gleiche
Ableitung. |

Insbesondere folgt log(x) + log(z~1) = log(1) = 0, also log(z~1)
= —log(x). Fir n € N folgt induktiv log(z™) = nlog(x), also
mlog(z) = log(z), das heiBt log(zw) = Llog(z). Aus beidem
zusammen folgt

log(z®) = alog(x)

fiir rationale Zahlen o. Weil nun zum Beispiel log(2) > log(1) = 0,
folgt log(2™) = nlog(2) — oo fir n — oo, und log(2™") = —nlog(2)
— —oo flir n — oo. Das Bild von log ist also die ganze reelle
Gerade, und die Steigung 1/x fallt monoton und ist 1 im Punkt
1. Sie geht gegen oo fiir x — 0 und gegen 0 fiir x — oco. Alles
zusammengenommen haben wir schon ein ziemlich klares Bild des

Graphen der Logarithmenfunktion:
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y
y = log(x)

Fir < 0 hat man nach der Kettenregel log(—x)" = 1/x, also

1
/f =log|z| auf R~ {0}.
x
Der Logarithmus hat eine Umkehrfunktion, die Exponentialfunk-
tion
exp: R— Ry,
und nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion ist diese ebenfalls dif-

ferenzierbar und wéchst streng monoton. Weil fiir y = log(z) gilt
/

y' = x7! gilt fiir die Umkehrfunktion # = exp(y), dz/dy =
1/2~1 = z, also haben wir

(5.2) exp(0) =1, exp'(z) = exp(z).

Diese Gleichungen charakterisieren die Exponentialfunktion, genauer:

(5.3) Satz: Sei u : R — R eine differenzierbare Funktion, sodafl
u = au, u(0)=p fir Konstanten «, € R. Dann ist

u(z) = Bexp(ax).
Beweis: Nach dem Gesagten erfiillt die Funktion 3exp(az) jeden-

falls die geforderten Gleichungen. Gilt nun dasselbe von u, so setze
v(z) = u(z)/ exp(azx). Dann folgt

viz) = exp(ax)

wegen u' = au. Also v =v(0) =u(0) = 5. O

exp(az)u’(z) — u(z)a exp(azx)

=0
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Die Exponentialfunktion exp(ax) beschreibt also das Wachstum
oder die Abnahme mit konstanter Rate, ein Vorgang, der uns tiberall,
segensreich oder verhédngnisvoll, vor Augen steht. Die Differential-
gleichung 3" = ay, die wir jetzt vollstindig gelost haben, ist eine der
wichtigsten iiberhaupt.

Aus (5.1) folgt durch Umkehrung unmittelbar
(5.4) exp(a + x) = exp(a) - exp(x),
denn beide haben gleichen Logarithmus a 4+ . Wir setzen

exp(l) :=e.

(Es ist e = 2,718281...). Dann gilt jedenfalls fiir rationale Expo-
nenten

exp(a) = e,

denn beide Seiten haben gleichen Logarithmus «. Fir andere Expo-
nenten hatten wir bisher keine Potenz erklart, und definieren jetzt

x

e’ :=exp(z).

Will man fiir eine beliebige Zahl a > 0 die allgemeine Potenz a”
erkldren, so sollte doch log(a®) = xlog(a) sein, und so setzen wir

jetzt iibereinstimmend mit dem fritheren

(5.5) a® = evloele)

Es folgt dann a*t¥ = e(@tv)logla) — ewlog(a) . gylog(a) — o= . ¥ und
(5.6) (a®) =log(a) - a”.

Auch erhalten wir jetzt fiir beliebige Exponenten:
(xa)/ — (ealog(z))/ — %ealog(z) _ %xa _ O[{Eail, also

(z®) = az®! fir z>0.

xa+1
/x"‘ = 1 fir >0, a# —1.
@
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Der Graph der Exponentialfunktion ergibt sich aus dem des Lo-
garithmus.

DaB es die Exponentialfunktion als Bijektion R — Ry mit der
Eigenschaft
exp(a + b) = exp(a) - exp(b)

gibt, ist ein grundlegender Satz iiber die algebraische Struktur des
Korpers der reellen Zahlen. Wir betrachten einerseits die Gruppe
(R,+) der beliebigen reellen Zahlen mit der Addition als Verkniip-
fung, und andererseits die Gruppe (R.,-) der positiven reellen Zah-
len mit der Multiplikation als Verkniipfung. Dann definiert die Ex-
ponentialfunktion einen Isomorphismus

exp: (R, +) = (Ry,-)

dieser Gruppen, mit inversem Isomorphismus log. Die beiden alge-
braischen Strukturen sind gleichsam dieselben mit unterschiedlicher
Benennung. Was sich in der einen mit der Addition sagen lat, gilt
genauso in der anderen, wenn man die Addition durch die Multi-
plikation ersetzt. Das ist eine Besonderheit des reellen Zahlkorpers.
Zum Beispiel beim Korper Q der rationalen Zahlen ist die additive
Struktur geheimnisvoll, die multiplikative Struktur dagegen aufgrund
der eindeutigen Primfaktorzerlegung sehr einfach.
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§ 6. Winkelfunktionen

Wie schon erwéhnt, definieren wir die Funktion arctan: R — R,
den Arkustangens, durch

t
1
arctan(t) = /7ds.
1+s2
0

Schreiben wir der Kiirze halber a(t) := arctan(t), so ist diese Funk-
tion demnach durch die Gleichungen bestimmt:
1
1+¢27 a(0)

Natiirlich soll diese Funktion den im Bogenmafl gemessenen Winkel

(6.1) a'(t)

mit Tangens ¢ angeben. Wir werden unsere Definitionen von Winkel,
Tangens und Bogenmaf} schon dementsprechend einrichten. Den An-
schluf} an die Anschauung liefert eine Physikerbetrachtung an folgen-
der Figur:

Man nennt diese Funktion auch den Hauptzweig des Arkustangens.
Wir legen dem Folgenden nur die obige formale Definition (6.1) zu-
grunde. Weil d'(t) = 1-&-% > 0, wéachst die Funktion streng mono-
ton mit abnehmender Steigung und ist beliebig oft differenzierbar.
Der Arkustangens ist eine ungerade (antisymmetrische) Funk-

tion, das heifit:

(6.2) a(—t) = —a(t).
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Wir definieren die Zahl 7« durch
m:=4-a(l).

Weil % < 14-% <1 auf [0,1], folgt % <a(l)<1,also 2 <7 <4.

Natiirlich kann man 7 aufgrund der Definition ohne Miihe auf viele

_1_
1+t2

z.B. das Einschliefen dieser Funktion zwischen Treppenfunktionen,

Stellen genau berechnen. Die numerische Integration von also

ware ein mogliches, aber kein geschicktes Verfahren.

(6.3) alt) +a(t™t)=n/2 fir t>0.

Beweis: Die Formel gilt fiir ¢t = 1, und die linke Seite héangt nicht
von t ab, weil ihre Ableitung verschwindet:
1 2
1+1¢2 14t2
Also fiir t — oo geht a(t) — 7/2, weil a(t~1) — a(0) = 0. Aus (6.2)
folgt somit, dafl der Arkustangens eine umkehrbare Abbildung

=0. (]

a:R— (—7/2,7/2)
definiert. Die Umkehrabbildung heifit der Tangens
tan : (—7w/2,7/2) — R,
und wir setzen diese Funktion periodisch fort:
tan(z + 7) := tan(zx).

Auf dem Intervall (—m/2,7/2) wéchst der Tangens streng monoton,
und aus (6.2) folgt

(6.4) tan(—x) = — tan(z),
weil beide Seiten gleichen Arkus —z liefern. Aus (6.3) folgt ganz
entsprechend:
0 . km
(6.5) tan(x)-tan(§—$>—l fiir xg{?\keN}
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Der Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion liefert

(6.6) % tan(r) = 1+ tan®(x).

Also auflerhalb {w/2 + k7 | k € Z} ist der Tangens beliebig oft dif-
ferenzierbar. Dabei ist tan’(0) = 1 und tan’(z) — oo fiir &z — +m/2
auf dem Intervall (—7/2,7/2). Die Steigung tan’ fallt monoton auf
(—=7/2,0] und steigt monoton auf [0,7/2). Mit der Periodizitat des
Tangens ergibt sich somit als Graph die Figur:

Aus der Funktion Tangens erhélt man Sinus und Kosinus, wenn
man aufgrund elementargeometrischer Betrachtungen von den For-
meln sin/cos = tan, sin® 4+ cos? = 1 ausgeht:

tan

(o))
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=L g = tan(@) g
cos(x) := e sin(z) := Tt fir |z| < w/2.
cos(m/2) :=0, sin(n/2):=1.
cos(z + m) := —cos(z), sin(z+7):= —sin(z).

Damit sind Sinus und Kosinus zunéchst fiir alle z so definiert,
daB es mit unseren anschaulichen Vorstellungen vertriglich ist. Aus
dem, was wir iiber den Tangens schon wissen, folgt offenbar:

cos(—x) = cos(x), sin(—z) = —sin(x),
(6.7)
cos(z + 2m) = cos(x), sin(x + 27) = sin(x).

Sinus und Kosinus sind 27w-periodisch. Es ist leicht zu sehen,
dafl die beiden Funktionen an den Stellen 7/2 + k7, wo sie zusam-
mengestiickelt sind, stetig bleiben, ndmlich

lim cos(z) =0, lim sin(z) = £1.
r—+m/2 r—tm/2

Die zweite Gleichung zum Beispiel folgt fiir ¢ = tan(x) aus
I +t
im =
t—oo /1 4+ 2

Jetzt findet man die grundlegenden Differentialgleichungen

+1.

(6.8) sin’(z) = cos(z), cos'(x) = —sin(z).

Dies bestétigt man zunéchst fir das Intervall |z| < 7/2 aus (6.6)
und der Definition von Sinus und Kosinus durch Nachrechnen. Dann
iibertragt sich die Gleichung wegen der Periodizitdt (6.7) auf alle
Punkte bis auf die 7/2 + kn. Fiir diese hilft dann das bei solchem
Basteln mit Funktionen oft niitzliche allgemeine

(6.9) Lemma. Sei D ein reelles Intervall mit mehr als einem Punkt,
f eine auf D stetige Funktion, und p € D. Angenommen f ist auf
D \ {p} differenzierbar und

lim f'(z) = a, x#p,

T—p
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dann ist f auch bei p differenzierbar und f'(p) =a.

Beweis: Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist

flp+h)—fp)
h

und fiir h — 0 konvergiert dies gegen a. O

= f/(p—|— ﬁhh), 0< vy, <1,

Findet man also, wie in unserem Fall, eine stetige Funktion, die
auf einem Intervall aufler bei p die Ableitung einer anderen stetigen
Funktion ist, so ist sie es auch an der Stelle p.

Die Differentialgleichungen (6.8) haben eine sehr anschauliche Be-
deutung: Wir denken uns, daf} ein Punkt mit Geschwindigkeit 1 auf
dem FEinheitskreis in positiver Richtung herumlauft. Er beginne zur
Zeit t = 0 seinen Lauf im Punkt (1,0). Nach der Zeit ¢ befindet er
sich an der Stelle (cos(t),sin(t)).

(—sin(¢), cos(t))

sin(t)

T cos(b)

Der Geschwindigkeitsvektor des auf dem Kreis herumlaufenden Punk-
tes hat Léinge 1, steht senkrecht auf dem Ortsvektor (cos(t),sin(t)),
und bildet diesem folgend ein Rechtssystem, und damit muf} es sich
um den Vektor (—sin(t),cos(t)) handeln. Andererseits erhélt man
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die Geschwindigkeit durch Ableiten der Ortskoordinaten nach der
Zeit, also

d/dtcos(t) = —sin(t), d/dtsin(t) = cos(t).

Nach dieser kinematischen Abschweifung ins Zweidimensionale zu-
riick zu unseren Funktionen. Sie sind durch diese beiden Differential-
gleichungen mit den Anfangsbedingungen

sin(0) =0, cos(0) =1

vollkommen bestimmt, und wir hétten sie auch dadurch definieren
konnen. Nur, dafl es solche Funktionen gibt, haben wir aus dem
Vorhergehenden erschlossen.

(6.10) Satz (Schwingungsgleichung). Sei u: R — R eine zweimal
differenzierbare Funktion mit

v +u=0.
Dann ist

u(z) = acos(z) + Bsin(z), a=u(0), B=1u(0).

Beweis: Setze v := ', dann gilt

(6.11) u=v, vV =-u u(0):=a v0):=4.

Diese Bedingungen erfiillt auch das Paar von Funktionen
acos(z) + Bsin(x), Lceos(x) — asin(x),

und wir wollen zeigen, daf nur dieses Paar die Gleichungen (6.11)
erfiillt. Nun, bilden wir die Differenzen

U:=u— (acos(z) + fsin(x)), V :=wv— (Fcos(r)— asin(x)),
so gilt offenbar:

U=V, V' =-U U(0)=V(0)=0,
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und wir haben zu zeigen, dafl dies nur vom Paar der Nullfunktionen
erfiillt wird. Denken wir noch einmal an die kinematische Deutung,
so besagen diese Gleichungen eigentlich, dafl der Punkt (U,V) so
iiber die Ebene lauft, dafl seine Bewegungsrichtung stets senkrecht
zum Ortsvektor ist, seine Anfangsposition aber der Nullpunkt ist.
Freilich kann er dann da nicht wegkommen. Betrachten wir also
demgeméafl das Quadrat des Abstands, also ohne alle Deutung die
Funktion E(x) = U%(z) + V3(z). Es ist

E = U*+V? =2U0U" +2VV' =2UV - 2UV =0,
und E(0) =0, also E=0, also U=V =0. O

Auch die Differentialgleichung
w4 w?u =0

konnen wir jetzt vollstédndig 16sen. Ist w # 0, so ist die allgemeine
Losung
u = acos(wt) + Bsin(wt), o, € R.

Das erhilt man aus dem Vorigen, indem man setzt:
w(t) = u(t/w).

Dann gilt w” +w = 0, also w(t) = acos(t) + Gsin(t), also die
Behauptung. (Und fiir w =07)

Die Behauptung 143t sich auch so aussprechen: Die zweimal dif-
ferenzierbaren Funktionen u : R — R, welche die Differential-
gleichung

u” + w?u =0

erfiillen, bilden einen 2-dimensionalen Vektorraum. Eine Basis bilden
die Funktionen sin(wt), cos(wt). Ubrigens ist die Abbildung

w— v+ wlu

eine lineare Abbildung des Raumes der zweimal differenzierbaren
Funktionen. Wir haben den Kern berechnet.
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Beim Beweis des Satzes haben wir als gleichwertiges Resultat ge-
funden, dafl die Bedingung

u/ =, U/ = —u, u(O) = q, ’U(O) — ﬂ
ein Paar von Funktionen u,v festlegt, ndmlich
u = acos(x) + Bsin(x), v = Fcos(r)— asin(x).

Als Anwendung des Satzes zeigen wir das

(6.12) Additionstheorem.

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y),
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y).

Beweis: Fiir festes y sei u(z) = sin(z +y), dann erfiillt u offenbar
die Voraussetzung des Satzes mit

a=u(0) =sin(y), B=u(0)= cos(y).

Also ist u(x) = acos(x) 4+ Bsin(z), und das ist die erste Formel.
Die zweite folgt ahnlich. ]

Die Graphen von Sinus und Kosinus sind aus dem, was wir wissen,
leicht anzugeben:

\ ><\in
—T us ™
2
COS
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Die Relation
(6.13) sin?(x) + cos®(z) = 1

stimmt fiir x = 0, also allgemein, weil die Ableitung der linken Seite
verschwindet. Schliefflich zeigen wir das, wovon wir in der Motivation
ausgegangen sind:

(6.14) Satz. Sind a,b € R und ist a®> +b® = 1, so gibt es genau ein
t €10,2m) mit
a =cos(t), b=sin(t).

Beweis: Man macht eine Fallunterscheidung nach dem Quadranten
der Ebene, in dem der Punkt (a,b) liegt. Sei etwa 0 < a, b. Weil
cos(0) =1, cos(n/2) = 0, und weil der Kosinus im Intervall [0, 7/2]
streng monoton fillt (die Ableitung — sin ist auf dem offenen Intervall
negativ), gibt es nach dem Zwischenwertsatz genau ein ¢ € [0, 5] mit
cos(t) = a, und dann ist sin(t) = /1 —cos?(t) = V1 —a2 = b.
Bleibt zu priifen, da8 (cos(t),sin(¢)) fiir ¢ € (7/2,27) nicht in den
ersten Quadranten fallt. Fir die anderen Quadranten schlieft man

analog. O

Wir wollen die Erklarung der Winkelfunktionen nun als gesichert
ansehen. Sie werden uns noch oft begegnen, und wir werden bald
zu Aussagen kommen, die aus anschaulicher Betrachtung mit Schul-
argumenten nicht mehr zu erhalten sind.

Mit dem Sinus konstruieren wir eine Funktion, die iiberall diffe-
renzierbar, deren Ableitung jedoch nicht iiberall stetig ist, ndmlich

f(z) =2?sin(z™") fir z#0, f(0)=0.

Fiir x # 0 ist f/(z) = 22 - sin(z™!) — cos(z™!). Fiir z = 0 zeigt
die Definition der Ableitung mit ®(h) = h - sin(h~!) unmittelbar
f'(0) = 0. Dagegen konvergiert f'(z), x # 0, fiir  — 0 nicht.



§6. WINKELFUNKTIONEN 119

Die Folge von Funktionen
fa(z) = Lsin(n’z)

konvergiert gleichméfig gegen die Nullfunktion, aber die Folge der
Ableitungen
f!(z) = ncos(n’z)

divergiert. Die Nahe der Funktionswerte sagt nichts iiber die Nahe
der Ableitungen.




Kapitel IV
Potenzreihen und Taylorentwicklung

Man nennt diese Bearbeitung Potenzieren und
die Produkte davon Potenzen in verschiede-
nen Graden. Ungemein wahrscheinlich wird
es hierdurch daff die Materie mittels solcher
Dynamisationen sich zuletzt ganzlich in ihr in-
dividuelles geistartiges Wesen auflése.
Hahnemann

Wir werden im Zusammenhang ausfithren, ob und wie sich eine
Funktion als Potenzreihe darstellen 1a8t, und wie die Differential-
und Integralrechnung fiir Potenzreihen aussieht. Es zeigt sich, daf§
insbesondere die elementaren Funktionen arithmetisch-gesetzmaflige
Reihenentwicklungen haben, die man aus der schulméfligen elemen-
targeometrischen Definition der Funktionen gar nicht erwartet. Auf
der anderen Seite zeigen wir, wie man differenzierbare Funktionen
nach Wunsch konstruiert. Im letzten Abschnitt sagen wir etwas iiber
komplexe Zahlen und Potenzreihen im Komplexen.

§ 1. Potenzreihen

Eine Reihe > °° | f, von Funktionen f, : D — R heiBt normal
konvergent, wenn die Reihe der Normen

> lfall
n=0



§1. POTENZREIHEN 121

konvergiert. Die Dreiecksungleichung

N+E N+k
(DT I S A
n=N n=N

zeigt mit dem Cauchy-Kriterium, dafl eine normal konvergente Reihe

gleichméafig absolut konvergiert. Sind die f, stetig, so ist also auch
der Grenzwert der Reihe stetig.

FEine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt p ist eine Reihe
der Form

(1.1) Zak(x—p)k.
k=0

Die reellen Zahlen ay, k € N, heiflen die Koeffizienten der Reihe.
Genauer gesagt definiert die Folge (ax) der Koeffizienten also eine
Abbildung, die jedem x € R eine Reihe zuordnet — die natiirlich
nicht zu konvergieren braucht. Immerhin, wenn D C R die Menge
der Stellen z ist, wo die betrachtete Potenzreihe konvergiert, so
definiert diese Reihe eine Funktion

f:D— R, xHZak(m—p)k.
k=0

Natiirlich ist stets auch p € D und f(p) = ag. Setzen wir z = x —p,
so kommen wir auf eine Reihe ), arpz® mit Entwicklungspunkt 0,
und wir verlieren nichts, wenn wir nur diese studieren. Wir schreiben
aber wieder x statt z.

Wie sieht nun das Definitionsgebiet D aus? Der Konvergenzra-
dius der Reihe Y, ag(z — p)* ist

R = sup{t | Die Folge (|a,t"|) ist beschrankt}.
Wenn die Folge (|a,t™|) fiir ein ¢ beschrankt bleibt, so erst recht fiir
alle kleineren [¢], ist sie fiir ein ¢ unbeschrénkt, so erst recht fiir alle

groferen ||, und ¢ = R ist gerade der kritische Punkt: Darunter ist
die Folge beschrankt, dariiber nicht. Es kann R = 0 oder R = o0
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sein, d.h. die Reihe hat nur fiir * = p bzw. flir alle  beschriankte
Glieder.

(1.2) Satz. Sei R der Konvergenzradius der Potenzreihe (1.1). Ist
|x — p| > R, so divergiert die Reihe. Auf jedem kompakten Intervall
{z | |z —p| <r} mit r < R konvergiert die Reihe normal.

Die Potenzreihe (1.1) konvergiert also jedenfalls in dem offenen
Konvergenzintervall (p— R,p+ R). Uber Konvergenz oder Diver-
genz in den Randpunkten des Konvergenzintervalls kann man nichts
Allgemeines sagen.

Beweis: Wir diirfen p = 0 annehmen. Fiir |z| > R ist schon die
Folge der Reihenglieder (a,z™) nicht beschrankt, also divergiert die
Reihe.

Jetzt sei 0 < r < R. Wahle ein ¢ mit r <t < R. Dann hat man
nach Definition von R eine Abschéitzung |a,t™| < A fir alle n, mit
einer von n unabhéngigen endlichen Schranke A. Damit erhélt man
fiir |x| < r die von z unabhéngige Abschitzung

|anz"| < lanr™| = lant"| - (r/t)" < A - (r/t)",

und 0 < r/t < 1. Damit ist die Reihe ) |lapz™| auf dem kom-
pakten Intervall |z| < r von der geometrischen Reihe A" (r/t)"
dominiert. O

Man sieht, dafl der Rand p + R des Konvergenzintervalls zwei Ver-
haltensweisen voneinander scheidet, die weit unterschiedlicher sind,
als es zunéchst in der Definition ausgesprochen ist: Auflen divergiert
sogar die Folge der Reihenglieder, in einem kompakten Intervall im

Innern konvergiert die Reihe normal.
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Es gibt andere Beschreibungen des Konvergenzradius. Eine sehr
elegante, wenn auch selten niitzliche, ist die

(1.3) Formel von Hadamard.

R = (I {/Ja]) .

Beweis: Wir erinnern uns, da lim der gréfte Haufungspunkt ist.
Ist R € RU {oo} das von der Formel Angegebene und r > R,
so ist Hkrm > 1, also ’I"W > 1 fiir unendlich viele k, also
lagr®| > 1 fiir unendlich viele k, also 7 groBergleich dem Konvergenz-
radius. Ist 0 < 7 < R so ist entsprechend mkrm < 1, also
|rkay| < 1 fiir fast alle k, und damit 7 kleinergleich dem Konvergenz-
radius. O

Folgende Beispiele zeigen unterschiedliches Konvergenzverhalten
am Rande des Konvergenzintervalls: Die geometrische Reihe

1 2
— =14 x4+z+---
11—z
hat den Konvergenzradius 1 und divergiert in beiden Randpunkten,
obwohl ja die dargestellte Funktion selbst im Punkt —1 stetig bleibt

und den Wert % hat. Die Reihe

z?2 23 2t

x
14 = 24
+ 5 + 3 + 1 + 5 +
konvergiert fir z = —1 nach dem Leibniz-Kriterium und fiihrt fiir

x = 1 auf die divergente harmonische Reihe. Die Reihe

e
Z -
2
n
n=1

konvergiert in beiden Randpunkten +1 des Konvergenzintervalls.

Die Reihe 1

_ 2 4 6
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divergiert fir |z| > 1, obwohl die dargestellte Funktion ja auf ganz
R beliebig oft differenzierbar ist. Das wird erst beim Ubergang zum
Komplexen verstandlich, wo sich zeigt, dafl diese Funktion einen sin-
guldren Punkt an den Stellen £¢ im Abstand 1 vom Ursprung be-
sitzt.

Eine Potenzreihe f(z) = Y, ax(z—p)* definiert auf ihrem offenen
Konvergenzintervall eine stetige Funktion f : D — R, denn auf
jedem kompakten Intervall {x| |z —p| < r} mit r < R ist f stetig
als gleichméfiger Limes stetiger Funktionen, und weil Stetigkeit eine
lokale Eigenschaft ist und jeder Punkt im offenen Konvergenzintervall
eine Umgebung in so einem kompakten Intervall hat, ist f auf ganz
D stetig.

( [ ] )
\ L 1 )

Aber f bleibt auch bis in die Randpunkte des Konvergenzinter-
valls, in denen die Potenzreihe konvergiert, stetig. Der Beweis dieser
Aussage beruht auf einer geistvollen und auch sonst hilfreichen Be-
merkung von Abel, der ich mich jetzt zuwende.

Betrachten wir noch einmal den Ubergang zwischen Folgen und
Reihen: Einer Folge a = (a,|n € Ny) ordnen wir die Folge der
Partialsummen A = (A, |n € Ng) zu, mit

An = Z ag.

k=0

Fiir eine Folge A = (A, |n € Ng) haben wir umgekehrt die Folge
a = (an|n € Ng), mit

ap = A, —Ap_1, A_1:=0.

Wir schreiben auch A =>"a, A, => a,,und a = AA, a, = AA,.
Dann definieren > und A zwei zueinander inverse lineare Abbildun-
gen des Vektorraumes aller reellen Folgen in sich. Man kann diese
Abbildungen als ein diskretes Analogon von Integral und Ableitung
ansehen. Insbesondere hat man:
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Produktregel. A(AB), = AAg - By + Ag—1 - ABy.

Beweis: A(AB)k = AkBk — Ak—lBk—l
= (Ar — Ap—1)Br + Ap_1(Br — Br—1). O

Durch Summieren iiber k£ von 0 bis n entsteht daraus die Formel,
die man Abelsche Summation nennt, oder nach der Analogie zur
Integralrechnung

(1.4) Partielle Summation.

> AAg-By=A,B, =Y A 1-ABy, A =B_1:=0. O
k=0 k=0

Ausgeschrieben, mit einer kleinen Indextranslation in der letzten

Summe, sieht das so aus:

n n—1
Z%Bk =A,B, + Z Ap(Br — Br11).
k=0 k=0

Wir kehren zurtick zu den Potenzreihen.

(1.5) Abelscher Grenzwertsatz. Ist eine reelle Potenzreihe auf
einem kompakten Intervall in jedem Punkt konvergent, so konvergiert
sie dort gleichméBig und stellt dort folglich eine stetige Funktion dar.
Insbesondere stellt eine Potenzreihe auf ihrem Konvergenzintervall
eine bis in die Randpunkte, in denen sie konvergiert, stetige Funktion
dar.

Beweis: Nach einer Variablentransformation = £(z — p)/R hat
man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die Reihe Yo, cpak,
und sie konvergiert in jedem Punkt des Intervalls [0,1]. Es ist zu
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zeigen, dal die Reihe auf diesem Intervall gleichméfig konvergiert.
Sei also € > 0 und dazu m so groB gewdhlt, da§ |>")_  cx| < e fir
alle n > m. Das ist die Konvergenz fiir z = 1. Auf die Restreihe

-1 .
ad k e & > & 0 fir k <m,
E CrT — E CrLl =: E arx ap ‘— fir k>
k=0 k=0 k=0 ur kb =m,

Ck

wende partielle Summation (1.4) an, mit dem gegebenen a; und
Bj, = z¥. Man erhalt

n n—1
Z arpz® = A,x" + Z Ak(xk - :ckﬂ)
k=0 k=0
n—1
=A,2" + (1 —x) Z Azt
k=0
Nach Wahl von m ist |Ax| < ¢ fiir alle k, also kann man den Betrag
der rechten Seite fiir alle z € [O 1] abschétzen durch

(1—2) Zw e(14+1—2") < 2. 0

Jetzt wollen wir uns der leferentlal— und Integralrechnung fiir Po-
tenzreihen zuwenden. Es liegt nahe, eine Potenzreihe einfach glied-
weise zu differenzieren und zu integrieren:

Zanx— )", f —Znanm— -
/f—CO+Z +1 n+1

Dieses f’ und [ f nennt man die formale Ableitung und das
formale Integral. Man kann sie ja bilden, ob nun die Reihe f
konvergiert oder nicht.

(1.6) Satz. Die formale Ableitung und das formale Integral einer
Potenzreihe f haben gleichen Konvergenzradius wie f und stellen
im offenen Konvergenzintervall die Ableitung und das Integral von f
dar.
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Beweis: Die Aussage iiber den Konvergenzradius folgt aus der De-
finition oder der Formel von Hadamard, denn weil lim,, o, ¥/n =1,
ist limy,—o0 3/]an| = lim,—o0 {/|na,]. Auch die Behauptung iiber
das Integral sieht man gleich ein, denn liegt das abgeschlossene In-
tervall zwischen p und x ganz im Konvergenzintervall von f, so
konvergiert f dort ja gleichméafig, also nach (III, 1.12) ist

/pw(z an(tfp)n) dt = Z/: an(t—p)" dt = Z nai—iitl(x _ )t

Hieraus aber folgt auch die Behauptung iiber die Ableitung, denn die
formale Ableitung f’ von f definiert ja nach dem Gesagten auf dem
Konvergenzintervall von f eine stetige Funktion mit Integral f, mufl
also nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung die
Ableitung von f sein. ]

Der Beweis ist ein gutes Beispiel dafiir, dafl mit dem Integral
besser zu argumentieren ist, als mit der Ableitung. Den letzten
Schlul wollen wir noch allgemein aussprechen:

(1.7) Satz (Vertauschen von Grenzwert und Ableitung). Sei (f,)
eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen auf einem Intervall D .
Sei p € D, und die Folge (fn(p)) sei konvergent. Die Folge der
Ableitungen f! sei auf jedem kompakten Intervall in D gleichméBig
konvergent. Dann konvergiert die Folge (f,) gegen eine stetig dif-
ferenzierbare Funktion f, und

f = (nILII;O fa) = lim (f)).

n—oo

Beweis: Es ist fu(z) = fu(p) + [ fr(t) dt, also

f(x) = lim f,(p) +li7rln/‘ fr(t)dt = lim £, (p) +/' lim f;,(¢) dt.
p

P
Also existieren f und f’, und f’ = lim,(f},), nach dem Hauptsatz.
(]
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Ubrigens konvergiert auch (fn) auf jedem kompakten Intervall
[a,0] in D gleichméBig, denn fiir p € [a,b] gilt:

o= £ < 1fulp) — FP)] + / o~ f)
S |fn(p) - f(p)| + ||f7/L - f/” : (b_ Cl).

Die Voraussetzungen des Satzes sind nicht iiberfliissig, zum Beispiel

die Folge (1 sin(nm)) konvergiert gegen 0, aber die Folge (cos(na?))

n

ihrer Ableitungen nicht.

Zuriick zu Potenzreihen: wir diirfen sie gliedweise differenzieren
und integrieren. Das fithrt zu den schonsten Entdeckungen. Zum

Beispiel
arctan’(x) = LI i(—)kx% also
1+ 2 ’
k=0
- 1
1. — _ k 2k+1.

(1.8) arctan(z) Z( ) Hri”
k=0

Wir schreiben (—)* fiir (—1)*, wie es naheliegt, denn —— = +.

Die letztere Reihe konvergiert nach Leibniz auch fir x = 1 und
stellt nach Abel auch dort die Funktion dar, also den Wert arctan(1).

Wir finden somit
1 1 1

1. 4=1-d4-— g
(1.9) w/ 3+5 7+

Nach demselben Muster erhalten wir

/ _ 1 _ - k, .k
log'(1+x) = Hx—Z(*) x”,
k=0
ad 1
1.1 log(1 = ) gkt
(1.10) og(1+x) kZ:O( ) A

1 1 1
log(2) = 1= 545 =7+
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Auch die Exponentialfunktion findet ihre eigentliche Gestalt, in der
sie iiberall in der Mathematik auftritt, als nach dem Quotientenkri-
terium tiberall konvergente Potenzreihe:

= zk 1 1 1
(1.11) ezzz%=1+x+fx2+7x3+
k=0

4 ...
2 2.3 5.3.4° T

Diese Reihe ndmlich erfiillt die Gleichungen f(0) = 1, f' = f, die
die Exponentialfunktion charakterisieren.

Schon dréngt sich die Frage auf, ob sich nicht “jede” Funktion
durch eine Potenzreihe darstellen 1d8t. Davon wird im né&chsten
Abschnitt die Rede sein. Jetzt wollen wir zuvor noch einer ganz
naheliegenden Frage nachgehen: Wir wissen, wie man Potenzreihen
differenziert und integriert, wir wissen wie man beliebige Reihen ad-
diert — némlich gliedweise. Aber wie multipliziert man Reihen? Das
Cauchy-Produkt zweier Reihen Y 7 ja; und Y, by ist die Reihe

oo
ch, Cp = Z arby.

n=0 k+4=n

(1.12) Satz. Konvergieren die Reihen ), ar und )_,b, absolut
gegen A und B, so konvergiert ihr Cauchyprodukt absolut gegen

C=A-B.

Beweis: Wendet man in naiver Weise auf das Produkt der Reihen
(>-rar) - (D2, be) das Distributivgesetz an, so erhilt man eine Dop-
pelsumme Y k.0 @kbe. Nur ist nicht klar, ob das gerechtfertigt ist und
in welcher Reihenfolge die axb;, (k,¢) € Ny x Ny aufzusummieren
sind. Um hier nicht vorzugreifen, ordnen wir die (k,¢) in einem Ko-

ordinatenschema an:
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¢
k<n,l=n
’]’2{\
3()
k+/0=
" k=n,
2()
/<n
14
k

Beim Cauchyprodukt summiert man nacheinander iiber die Diago-
nalen k+¢ =n, n = 0,1,2,.... Sind A, bzw. B, die n-ten
Partialsummen, so ist A, B,, die Summe der aib, fiir die Indexpaare
(k,£) mit k,£ < n, und die der Folge (A4, B,) entsprechende Reihe
summiert nacheinander tiber die Quadratseiten {k = n, £ < n} U
{k<mn, £=n}, n=0,1,2,.... Diese Reihe konvergiert nach Vo-
raussetzung absolut gegen A - B. In dieser Situation nun sagt der
Umordnungssatz (II, 2.16), daf es auf die Reihenfolge beim Sum-
mieren der agby iiberhaupt nicht ankommt und insbesondere bei
der im Cauchyprodukt gewahlten Reihenfolge dasselbe herauskommt.
Und die Konvergenz des Cauchyprodukts ist absolut, weil

‘ > akbe‘ < > lal - [bel-
k+l=n k+bl=n

Wir wissen ja nach Voraussetzung und dem Gesagten, dal das Cau-
chyprodukt der Reihen )7, |ax| und ), |b¢| konvergiert. O

Der Beweis hat gezeigt, daf es iiberhaupt nicht darauf ankommt,
in welcher Reihenfolge man die arby zum Summieren antreten 1aft.
Insofern scheint das Cauchyprodukt keinen Vorzug zu verdienen, aber
der Satz lehrt fiir Potenzreihen

19 () (Shet) = X (5w

n=0 k+fl=n
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Die rechte Seite konvergiert im Konvergenzintervall der linken. Hier
entsteht das Cauchyprodukt auf natiirliche Weise durch Ordnen nach
Potenzen von zx.

Die Voraussetzung im Satz, dal die Reihen absolut konvergieren,
ist nicht tiberfiissig, wie das Beispiel

> e
P k+1
zeigt. Die Reihe konvergiert nach Leibniz, aber ihr Cauchy-Quadrat

hat das allgemeine Reihenglied

c”:(_)nkzzo N CE T ICES

Aber \/(n—k+1)(k+1) < i(n+2), also [c,| > 2(7?7121) — 2. Die

Reihe ), ¢, ist nicht konvergent.

Der Grenzwertsatz von Abel hat eine merkwiirdige Konsequenz
fiir beliebige Reihen:

(1.13) Bemerkung. Es sei > ;- ar = A, Y ,2qbe = B, und das
Cauchyprodukt dieser Reihen sei konvergent. Dann konvergiert es
gegen A- B.

Beweis: Die Potenzreihen ), arz”, Yoo bext, Yo Cnx™, mit ¢, =
ZkH:n arby, konvergieren nach Voraussetzung fir x = 1. Fur
|z] <1 gilt folglich nach (1.12)

(Z akxk) . (Z nge) = chx”.
k 14 n
Nach Abel sind dann alle drei Reihen bis zum Punkt x = 1 stetig,

und die Gleichung bleibt dort bestehen. |

Funktionen, die sich um jeden Punkt ihres Definitionsgebiets lokal
durch eine Potenzreihe darstellen lassen, heiflen analytisch. Die
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Funktionentheorie handelt von diesen Funktionen im Komplexen.
Man sieht, da8 die Analysis der Potenzreihen weitgehend auf rein
algebraisches Rechnen mit Potenzreihen fiihrt.

§ 2. Taylorentwicklung

Die Koeflizienten eines Polynoms oder einer Potenzreihe
o(z) = ax(x—p)*
k

lassen sich durch die Ableitungen von ¢ an der Stelle p beschreiben,
denn es ist ja

51 dn A 0 fiir n > k,
(2.1) dxin(x_p) = (kﬁi!n)!(x_p)k—n fiir n < k.

Insbesondere ergibt sich also

d™p
g (P) = nlan,
1 d*
(2:2) o) =3 A ORIl

Wir betrachten nun eine beliebige lokal um p definierte Funktion f,
die an der Stelle p Ableitungen bis zur n-ten Ordnung besitzt. Das
ist immer so gemeint, daf die (n — 1)-te Ableitung f"~* noch in
einer Umgebung von p definiert ist. Wir setzen uns die Aufgabe,
zu dieser Funktion f ein Polynom ¢ zu bestimmen, das sich bei p
derart an f anschmiegt, dafl alle Ableitungen bis zur n-ten von f
und ¢ an der Stelle p tlibereinstimmen. Die Formel (2.2) zeigt, dafl
diese Aufgabe auf genau eine Weise zu 16sen ist. Auch wenn wir be-
liebig oft differenzierbare Funktionen lokal um p in eine Potenzreihe
entwickeln wollen, so zeigt die Formel (2.2), wie diese Potenzreihe aus
den Ableitungen der Funktion im Punkt p zu bestimmen ist.
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Definition. Sei f eine in einer Umgebung p € R definierte und an
der Stelle p selbst n-mal differenzierbare Funktion. Das Polynom

" flk]
O Z f (P)t/c
k=0

k!

heifit das n-te Taylorpolynom von f bei p oder auch der n-Jet
von f bei p. Ist f lokal um p beliebig oft differenzierbar, so heif3t
die Potenzreihe

. . )
Gof () =G () =) X t*
k=0
der Jet oder die Taylorreihe von f bei p.

Der n-Jet von f bei p ist also dasjenige Polynom ¢ vom Grad
hochstens n, flir das gilt:

oM (0) = fM(p) fiir k <n,

oder wenn man x — p fur ¢ einsetzt:
N )
— | (e(z—p)— f(z)) =0
dzk .-,
Das Symbol d% | ... bedeutet: Wert der k-ten Ableitung nach

der Variablen x afl czier Stelle p.

Man nennt auch j; f(z — p) das n-te Taylorpolynom von f bei
p. Dieses Polynom schmiegt sich bei p von n-ter Ordnung an f an,
und dadurch ist es bestimmt. Es liegt nahe zu vermuten, dafl das
Taylorpolynom jy f(z — p) flir  nahe p eine gute Approximation
von f sein wird. Wir schreiben
(2.3) f(x) =gy f(z—p) +ra(z)
und nennen die Funktion 7, das n-te Restglied von f bei p. Diese
Formel ist insoweit nur die Definition des Restglieds und enthélt noch
keine Erkenntnis. Wir wissen, dafl alle Ableitungen von r,, bis zur
n-ten an der Stelle p verschwinden:

dk

pri

(2.4) ro(z) =0 fir 0<k<nmn.
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Das ist die Definition des Taylorpolynoms. Es kommt nun darauf
an, aufgrund dieser Information das Restglied abzuschitzen.

(2.5) Taylor-Formel. Sei f eine (n+ 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion auf einem Intervall D, und seien p,x € D. Dann gilt:

f(fl?) = ]gf(ll? 7p) + T7L(x)7

() = % / (z — )" fn () de.

p

Beweis: Nur die Integraldarstellung des Restglieds r(z) = r,(z)
enthilt eine Behauptung. Weil das Taylorpolynom hochstens den
Grad n hat, stimmt die (n 4 1)-te Ableitung von f und r iiberein,

also wissen wir
rMp)=0 fir 0<k<n, oH= pHl

Das Integral in der Restglieddarstellung des Satzes berechnet man
durch partielle Integration:

] (z =) sl (g dt = [(x = "7 (1)) :: +n j (@ — )"~ Ll (¢) dt.

p p

Der erste Summand verschwindet, weil 7™ (¢) am Anfang und (z—t)"
am Ende verschwindet. Der zweite hat dieselbe Gestalt wie die linke
Seite, mit n — 1 statt n. Induktiv erhdlt man also fiir das Integral

x
n!/(:c—t)o r'(t)dt = nlr(z). O
P
Es gibt viele andere Darstellungen des Restglieds mit unterschiedli-

chen Tugenden je nach Art der gestellten Aufgabe. Besonders sinn-
fallig und leicht zu merken ist die
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(2.6) Restglieddarstellung von Lagrange. Mit Bezeichnungen
und Voraussetzungen von (2.5) gilt:

(z —p)"t!

(n+1)! jre ©)

7"n(x) =

fiir ein £ zwischen p und x.

Beweis: Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (III, 1.13)

haben wir
o [t = ) [ o
P P
B (x _p)n+1 1]
= Wf i (&) U

Das Restglied 7, hat hiernach die gleiche Gestalt wie die einzelnen
Glieder des vorhergehenden Taylorpolynoms, nur dafl die Ableitung
nicht an der Stelle p sondern bei £ zwischen p und x zu nehmen
ist. Diese Darstellung zeigt unmittelbar, dafl das Restglied r,(x) fiir
x — p von hoherer als n-ter Ordnung verschwindet, ndmlich

n+1l __ f[nJrl] (p)

iiiilorn(m)/(x_p) - (n—}—l)' ’

Setzen wir 7, (z)/(x — p)" Tt =: 4(x), so haben wir

f(x) =gy fle—p)+ (x = p)" (),
(2.7) It (p)

tim (@) =

Man erkennt die Analogie zur Definition der Ableitung: Wie wir
dort eine Funktion durch ein Polynom vom Grad hochstens 1 (eine
affine Funktion) und einen Rest, der fiir z — p von héherer Ordnung
verschwindet, dargestellt haben, so zerlegen wir hier die Funktion f
in ein Polynom vom Grad hochstens n und einen Rest, der fiir z — p
von hoherer als n-ter Ordnung verschwindet.



136 IV. POTENZREIHEN UND TAYLORENTWICKLUNG

Man benutzt diese Darstellung einer Funktion mit Gewinn in Kon-
vergenzuntersuchungen. Zum Beispiel suchen wir

1—cosx

lim 5

x—0 x

Die ersten Ableitungen von f(z) =1 — cosz sind f(0) = f'(0) =0,

f"(0) =1. Also 1 — cosz = a2 + z3¢(z). Der gesuchte Grenzwert
1

ist also 5.

Am wichtigsten ist der Fall einer beliebig oft differenzierbaren
Funktion f: D — R. Jedem Punkt p € D ist hier durch den Jet
die Potenzreihe

o0 [k
Jpf(x—p) = ;0 ! k,!(p) (z —p)*

zugeordnet.

Merke. Die Taylorreihe einer beliebig oft differenzierbaren Funktion
f muB nicht konvergieren. Wenn sie konvergiert, muf3 sie nicht gegen
die Funktion f konvergieren. Aber wenn f iiberhaupt in einer Umge-
bung von p durch eine Potenzreihe dargestellt wird, so nur durch ihre
Taylorreihe. Und dies gilt genau dann, wenn r,(xz) — 0 fiir n — co.

Die Reihenentwicklungen von e®, log(l + z) und arctan(z) im
letzten Abschnitt sind also zugleich Taylorentwicklungen. Auch die
Sinus- und Kosinusfunktion werden auf ganz R durch ihre Taylorent-
wicklungen dargestellt. Die h6heren Ableitungen von sin und cos sind
némlich stets wieder £sin oder + cos. Daher folgt

|sinf] < 1, Jeos™| < 1.

Die Restglieddarstellung von Lagrange zeigt folglich fiir diese Funk-
tionen
|z —p|" "

Irn| <
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Wahlt man als Entwicklungspunkt p = 0, so ist
cos?(0) = (=1)%,  cosl®**1(0) = 0.

Also erhalt man die Reihenentwicklungen

(2.8) cos(x) = i ol 22 sin(x) = i i x2kHL
= (2k)! ’ = (2k+1)! ’

die letztere Reihe z.B. durch Integration der ersten.

Nicht immer sind die Restglieddarstellungen der Taylorschen Formel
das bequemste Mittel zum Beweis, daf3 die Taylorreihe die gegebene
Funktion darstellt. Wir bringen noch die wichtige binomische Reihe.
Fiir eine beliebige reelle Zahl o setze

;) etk (o)

Wie frither rechnet man dann leicht nach, dal dann fiir alle reellen

a gilt

a—1 a—1 o
2.1 = .
10 ()G 6)
(2.11) Binomische Reihe. Fiir |z| <1 gilt

(14 z)* = i(Z)xk

k=0
Beweis: Jedenfalls konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkri-
terium. Der betreffende Quotient ist
a—Fk
RS
und dies geht gegen |z| fir ¥ — oo. Setzen wir nun f(x) :=
> (3)a” fiir |z| < 1, so finden wir

lak+1/ax] = ,




138 IV. POTENZREIHEN UND TAYLORENTWICKLUNG

Also (1+x)-f = af,und f(0) =1 = (1+0)*. Daraus aber
folgt f(z) = (1 + )%, denn setzt man ¢(z) := f(x)/(1+ z)*, so ist
j_ Q42 —f o (Lta)!

4 (1+ )2

(1

Ist « eine natiirliche Zahl, so bricht die Reihe mit dem a-ten Glied
ab, dariiber ist (z) = 0, und man erhélt wieder den binomischen
Lehrsatz. Die binomische Reihenentwicklung hat viele Anwendungen
und schone

Spezialfalle.

(I+2) =2

1 1 1-3 1-3-5
—— 2 =1-= iy 3
Vs 4t 3" "3 2.4-6
~1/2 1:3:5- - -(2k—1
Also (T}/%) = (-)* 5% -~(~(2k) L

Die binomische Reihe der Wurzel liefert die bei Physikern beliebte
Néherung fiir kleine x:
Vitz~1+ g
Diese Reihe konvergiert nach Leibniz auch noch fiir x = 1 und liefert
die schone Entwicklung

11 1-3 1-3-5
Ve=lto - oitaas a8t
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Natiirlich ist eine solche Reihe nicht zur Berechnung der Wurzel
geeignet. Will man /a numerisch berechnen, so beginnt man mit
einer guten Schitzung s, sodafl also a = s?(1 + z) fiir ein kleines x.
Dann approximiert man /1 4+ z durch die binomische Reihe. Zum
Beispiel:

2:9(1,%) also \@:175.(1,i,L,...).

Die Sinusfunktion hat die Ableitung
sin’ = cos = V1 — sin%.

Die Umkehrfunktion arcsin auf dem Intervall —1 < x < 1 erfillt

daher
1

VI—a?

arcsin’(x) =
Also liefert die binomische Reihe
1 1-3 1-3-5
crN 12 4 6
arcsm(:r)—1—|-2x +2'4x +2.4.6x
Durch Integration erhélt man hieraus die Reihenentwicklung
1 2% 1-3 25 1-3-5 a7

. x
arcsm(ac)—x—i—i'g—f—ﬂ.g-km.?_,_...'

8 3. Rechnen mit Taylorreihen

Auch wenn die Taylorentwicklung die betrachtete Funktion nicht
darstellt, also nicht oder nicht gegen das Richtige konvergiert, so
bleibt sie immer noch die beste Zusammenfassung der Sequenz aller
hoéheren Ableitungen einer Funktion. Wir wollen der Einfachheit hal-
ber und ohne Beschrankung der Allgemeinheit den Nullpunkt als
Entwicklungspunkt nehmen, also j"(f) = ji(f) ist das n-te Tay-
lorpolynom am Nullpunkt. Die Taylorentwicklung ist mit rationalen
Operation vertraglich.
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(3.1) Satz. Sind f,g am Nullpunkt n-mal differenzierbar, so ist
J"(f+9)=3"(f) +3"(9),
J"(f-9) =3"0G"f ")
Sind f,g beliebig oft differenzierbar, so ist also
i(f+9) =i +ie), i(f-9)=i(f)-i9)-

Dabei ist das letzte das Cauchy-Produkt der beiden Potenzreihen.

Beweis: Die erste Formel bedeutet (f+g)¥l = ¥4 gk Ableitun-
gen sind lineare Operatoren. Die zweite sieht man so: Schreibe

f=i"H+f g9=3i"(9) +3

Dann gilt fiir die Reste f¥1(0) = §l*1(0) = 0 fiir & < n. Wir haben
damit

frg=3"f "9+ (fg+3g-i"f).

Aber in der Klammer stehen Funktionen, deren Ableitungen am
Nullpunkt bis zur n-ten verschwinden, daher

i"(f-9)=3"0G"f-3"9). U

Diese Produktformel bedeutet: Um das n-te Taylorpolynom von f-g
zu berechnen, berechne die von f und g, also j" f, g, multipliziere,
und lasse alle Terme der Ordnung (d.h. des Exponenten von ) grofier

als n weg:

(K] 14l
jpfzsz'@)xk, jpgzzgﬁ(p)xe’
k ' ‘ '

[kl (p) - g8
W= % f (plz!;!’ (P)

n k+l=n

=2 %( > (Z)f[’” () 9" () ) 2",

k+é=n
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Andererseits ist ja nach Definition des Jets

g\
=y U0

und ein Koeffizientenvergleich zeigt die

(3.2) Allgemeine Produktregel.

= 3 (M) .

k+f=n

Dies hatten wir auch direkt durch Induktion zeigen konnen, aber
in der Produktregel

Ji(f-9)=i(f)-il9)

ist dieselbe Tatsache viel besser gefafit, und sie ist in allgemeinen
Uberlegungen auch leichter zu benutzen.

log(1+x)

Beispiel. Gesucht ist die Taylorreihe =5 T

punkt). Es ist

log(1 + ) i ? 1+2)"t= i(—)éxz,

k=1 £=0

am Ursprung (Null-

also erhalten wir als Produkt fiir |z] <1 die Entwicklung
log(l+2z) « n 1,
IEr P NP

Wendet man die Produktregel an, um die ersten Terme der Tay-
lorentwicklung des Produkts auszurechnen, so tut man gut, schon
wihrend der Rechnung gleich alle Terme mit =¥, k > n, wegzu-
lassen, man rechnet modulo Termen hoherer als n—ter Ordnung.
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Beispiel. Hat z(1 +  — cosz) ein Extremum am Nullpunkt?
Wir berechnen den 2-Jet:

jl+xz—cosz)=xz+ -,
= j(z(l+z—cosz)) =2+ .

Also hat die Funktion dasselbe lokale Verhalten wie x2, nimlich ein
isoliertes lokales Minimum.

Geniigt eine Funktion einer Differentialgleichung oder einer an-
deren Funktionalgleichung, so ist es oft geschickt, man benutzt zur
Berechnung der Taylorreihe die

(3.3) Methode der unbestimmten Koeffizienten. Man setzt die
gesuchte Taylorreihe als Potenzreihe

2
ap +a1x + asx” + - -+

mit unbekannten Koeflizienten a; an und sucht diese dann rekursiv
aus der gegebenen Gleichung zu bestimmen.

Beispiel. Berechnung der Taylorentwicklung von tan(z) am Ur-
sprung. Es ist tan’ = 1+tan?, tan(0) = 0. Also setzen wir jo tan(z)
wie oben als Reihe an, so ist ag = 0 und

0o co n—1
jotan'(z) = Z napz™ 1, 1+4jotan®(z) = 1+ Z (Z akan_k)z".
n=1

n=1 k=1
Also liefert der Koeffizientenvergleich die Rekursionsformel

n—2

ap=0, ar=1, na,= E Ay o1 -
k=1

Man schlie3t rekursiv as, = 0 und findet

1 2
tan(z) = = + gx?’ + ﬁx5 + 27 ().
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Die so berechnete oder doch jedenfalls berechenbare Taylorreihe stellt
fir |z] < 1 auch den Tangens dar. Zunéchst folgt ndmlich aus den
Rekursionsformeln induktiv 0 < a,, < 1 fiir alle n, und daher kon-
vergiert die Reihe fiir |z] < 1. Auch erfiillt die Reihe f nach Kon-
struktion f’ = 1+ f2, f(0) = 0. Daher ist f’ positiv, die Funk-
tion umkehrbar, und die Umkehrfunktion a(z) erfillt o/ (x) = 5= -
Dann aber ist a = arctan und f der Tangens. Die Koeffizienten a,,
lassen sich durch die Bernoullizahlen ausdriicken, die auch sonst in
der Zahlentheorie und Analysis auftreten — hier ist ein reiches Feld

fiir weiteres Literaturstudium.

Der Jet ist auch mit der Zusammensetzung von Funktionen ver-
traglich. Fiir den 1-Jet ist das die Kettenregel.

(3.4) Allgemeine Kettenregel. Gegeben seien n-mal differenzier-
bare Funktionen

D7B->IR<, peD, f(p)=q.
g

Dann ist
Jp(gof) =745 (ig(9) oGy f —a))
Sind f und g beliebig oft differenzierbar, so ist

Jp(go f)=3q(g) o (Gpf —a).

Die Formel sagt eigentlich nur: Will man go f bis auf einen Rest
hoherer als n-ter Ordnung bei p ausrechnen, so braucht man auch f
bei p und g bei ¢ nur bis auf einen Rest derselben Ordnung. Dies
ist auch der Gedanke zum

Beweis: Wir fithren wieder z —p bzw. y — ¢ als neue Variable ein,
und haben also ohne Einschrankung p = ¢ = 0. Die erste Formel
folgt fiir ein Polynom ¢ unmittelbar aus (3.1). Im allgemeinen setze

g=7"g+3,
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dann ist
i"(go f)=3"(G"go f+gof)=7"(G"goi"f) +i"(go f),

und der letzte Summand verschwindet, wie man aus der Kettenregel
und Produktregel leicht durch Induktion nach n schlief3t.

Die Zusammensetzung der Potenzreihen jgo jf ist gerade durch
die erste Formel erklart: Der k-te Koeffizient der Zusammensetzung
ist der k-te Koeffizient des Polynoms j™g o j™f fir n > k. O

Diese scheinbar etwas abstrakten Regeln enthalten in Wahrheit
héufig die beste Rechenanleitung, deren sich denn auch die Physiker
oft und gern bedienen. FErhélt man zum Beispiel den Auftrag, die
dritte Ableitung einer Zusammensetzung g o f von Funktionen zu
berechnen, so wird man sich nicht mit der Produkt- und Kettenregel

miihen, sondern man schreibt

j§'9=ao+a1y+a2y2 + agy’, aj Zg[j](Q)/j!7

52 f = q=biz + bya® + byz®, by = f9(p) /5!
und setzt letzteres fiir y ein, wobei man in der Rechnung alle Terme
mit Exponenten gréfier 3 von x weglifit. Als Koeffizienten von 23

erhalt man so
(g (e} f)m/6 = a1b3 + 2a2b1b2 + agbi

Setzen wir fiir a; und b; die Ableitungen ein, so steht da

(g0 1)" () = g @ " ®) + 35" (@ F ©)f" )+ ¢" (@) (f ()",
eine Formel, die sich niemand merken kann. Man sieht, das Rech-
nen mit den Taylorreihen ist die verniinftige und geschickte Weise,
das System aller Ableitungen und ihre Umrechnung bei algebraischen
Operationen und Zusammensetzungen zu beschreiben. Es ist das
Rechnen bis auf Terme héherer Ordnung. In aller Regel ist ja eine
Funktion, iiber deren lokales Verhalten man Auskunft geben soll,
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aus allerlei Funktionen, deren Taylorentwicklung man kennt, zusam-
mengesetzt, und man mufl also nur die Taylorreihen entsprechend
zusammensetzen, soweit sie gebraucht werden.

Wenn in der Situation von (3.4) die Taylorreihen konvergent sind,
so konvergiert auch die Taylorreihe der Zusammensetzung jedenfalls
in einem gewissen Intervall um den Entwicklungspunkt von f. Das
kann man direkt beweisen, aber es lohnt nicht, weil es sich in der
Funktionentheorie fast unbemerkt von selbst ergibt.

8 4. Konstruktion differenzierbarer Funktionen

Bisher haben wir Funktionen betrachtet, die lokal durch ihre Tay-
lorreihe dargestellt werden. Aber wie gesagt, das muf} nicht so sein,
und es zeigt sich, dafl Funktionen mit verschwindender Taylorreihe
ein niitzliches Hilfsmittel in den geometrischen Konstruktionen der
Analysis sind. Grundlegend ist folgendes

(4.1) Beispiel. Die Funktion A : R — R sei definiert durch
Az) = e V7 fiir o # 0, und A\(0) = 0.

Sie ist beliebig oft differenzierbar, es ist 0 < A < 1, und A(z) = 0
<= = = 0, und am Nullpunkt verschwinden alle Ableitungen, also
der Jet von \ ist die Nullreihe.
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Die Figur zeigt, worauf es ankommt, ist aber nicht numerisch
richtig. Der Computer erweckt den Eindruck, als verschwinde A auf
einem Intervall um 0.

Beweis: Nur die Behauptung iiber die Ableitungen am Nullpunkt
sind nicht trivial. Berechnen wir die Ableitungen \*l(z) fiir 2 # 0,
so erhalten wir durch Induktion nach &

mit rationalen Funktionen g . Nun folgt die Behauptung aus Lemma
(IT1, 6.9), wenn wir noch zeigen

lim A*(z) =0, z#0.

x—0

Dies ergibt sich aus der allgemeinen Bemerkung, daf} fir jede ratio-
nale Funktion p # 0 gilt

(4.2) lim 20 _ 0,

t—o00 et

also wegen e!” > et fiir t > 1 erst recht lim;_oo p(t)/e!” = 0. Dies
(4.2) aber folgt direkt aus der Reihenentwicklung der Exponential-

funktion
St tn t’rLJrl
t v n . |
67§n!>7(n+1)!>t fir ¢t>(n+1)!,
also tF /et <71 fiir t > (k+2)!. O

Die Funktion A also hat am Nullpunkt denselben Jet, wie die kon-
stante Funktion 0, obwohl sie auflerhalb 0 nie mit ihr ibereinstimmt.
Allgemeiner hat f + A denselben Jet am Nullpunkt wie f.

Ahnlich wie X ist auch die Funktion p: R — R,

u(x) = e V7 fiir 2 > 0, und p(x) =0 fir z <0,

beliebig oft differenzierbar mit Jet 0 am Nullpunkt. Setzen wir nun
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ape(x)=¢ fr e >0,

w(x) + ple — x)
so gilt fiir diese Funktion:

(43) 0<p.<1, @ (z)=0<=2<0, @(fr)=1<=zx>c

Schliellich erkléren wir zu gegebenen e, > 0 eine Funktion ¢ =
Ve R — R durch

P(x) =1 = (|| = 7).

Diese Funktion sieht dann offenbar wie folgt aus:

(44) 0<y <1, ¢Y(z)=1<=|z|<r, Y(x)=0<=|z| >r+e.

Glockenfunktion

! r r+e
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Auch diese Funktion ist beliebig oft differenzierbar. Am Nullpunkt,
wo man zweifeln konnte, ist sie ja lokal konstant. Eine solche Funk-
tion nennt man Glockenfunktion — hier um den Nullpunkt. Diese
Funktionen sind ein niitzliches Hilfsmittel zur Konstruktion differen-
zierbarer Funktionen mit erwiinschten Eigenschaften. Sind zum Bei-
spiel f, g beliebige differenzierbare Funktionen auf R und setzt man

soist h(x) = g(z) fir |z| <r,und h(z) = f(z) fir |z| > r+e. Man
kann also aus dem Verhalten einer Funktion in einer Umgebung etwa
des Nullpunktes nichts iber das Verhalten weiter draufien schlieflen.
Das ist ganz anders, wenn die Funktion analytisch ist, denn dann ist
sie iiberall festgelegt, wenn man sie nur lokal um einen Punkt kennt.

Auch fiir die Frage, wie es mit der Konvergenz der Taylorreihe
steht, sind wir jetzt geriistet.

(4.5) Satz von Borel. Sei (a,)n>0 eine beliebige reelle Folge. Dann
gibt es eine beliebig oft differenzierbare Funktion f: R — R mit

i f(@) =) ana™,
n=0

Also jede Potenzreihe tritt als Taylorreihe auf, auch zum Beispiel die
Reihe ), nlz™ mit Konvergenzradius 0.

Beweis: Wir wihlen eine Glockenfunktion ¢ wie oben mit r = ¢

_ 1

= 5, und setzen

Ew) =z ().

Dann stimmt £ lokal um 0 mit z iiberein, und £ verschwindet fiir
|z] > 1. Dasselbe gilt fiir die Funktion ¢ *¢(cx), ¢ > 1.
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y=¢&(@) und y=c '¢(cx)

Wir konstruieren nun die gesuchte Funktion als Reihe
= _ k
flz) = Z ar(c, 1§(Ckx))
k=0

mit geeigneten Konstanten ¢, > 1. Offenbar sind wir am Ziel,wenn
wir die ¢ so wahlen konnen, dafl fiir jedes n die Reihe der n-ten
Ableitungen der Glieder normal konvergiert, denn dann darf man die
Reihe immer gliedweise differenzieren (1.7), und lokal um 0 ist ja
¢, '¢(cyr) = x. Und das kénnen wir: Auf dem Intervall [—1,1] ist
die n-te Ableitung von &* beschrinkt, also [|(¢%)"| < M, und
dies gilt dann auf ganz R, weil £ auflerhalb des Intervalls sowieso
verschwindet. Nach der Kettenregel ist aber

() = P e,

und wir miissen demnach nur ¢; > 1 so wéhlen, dafl
lag| - g% My, < 1/2% fiir alle n < k.
Das sind zu festem & jeweils nur endlich viele n, und die Abschéitzung
|d" /dz" (k-tes Reihenglied)|| < 1/2%

gilt dann bei festem n fiir fast alle k. ]

So kann man z.B. auch eine beliebig oft differenzierbare Funktion
g : [a,b] — R zu einer beliebig oft differenzierbaren Funktion auf
ganz R fortsetzen: Man verschafft sich mit dem Satz eine beliebig
oft differenzierbare Funktion f auf R, die am Punkt a gleichen Jet
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wie g hat, und setzt g auf die x < a durch dieses f fort. Analog
dann fir die x > b.

Man bezeichnet n-mal stetig differenzierbare Funktionen auch als
C"™-Funktionen und beliebig oft differenzierbare Funktionen ent-
sprechend als C'°°-Funktionen. FEs hat sich uns hier gezeigt, dafl
C*°-Funktionen sehr anpassungsfahig sind. Darum arbeitet und ar-
gumentiert man auch zwischendurch in allgemeinen Konstruktionen
und Uberlegungen oft mit C'*°-Funktionen, selbst wenn man letztlich
an analytischen Funktionen interessiert ist.

8 5. Komplexe Potenzreihen

Der Korper R der reellen Zahlen ist ein Unterkorper des Korpers
C der komplexen Zahlen. Dadurch ist C ein Vektorraum tber R,
und zwar ein zweidimensionaler Vektorraum mit der Basis 1,i. Das

heifit also: jede komplexe Zahl z € C 148t sich eindeutig in der Form
z=ux+ 1y, r,y € R

schreiben. Es heifit x = Re(z) der Realteil und y = Im(z) der
Imaginirteil von z. Mit diesen Zahlen ist nach den Rechenregeln
der Korperaxiome zu verfahren, mit der Festlegung

i2 = —1.

Das kann man insoweit als Definition der komplexen Zahlen nehmen:
Komplexe Zahlen sind Paare reeller Zahlen (z,y) mit komponenten-
weiser Addition und der Multiplikation

(:Evy) ' (u,v) = ({E’LL —Yyv, TV + yu)a
woflir wir aber fortan wieder schreiben

(x4 iy) - (u+iv) = (zu — yv) + i(zv + yu).
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Wie wir wissen, kann man diesen Korper nicht anordnen. Geome-
trisch werden die komplexen Zahlen durch die Punkte einer Ebene
beschrieben.

1R

o — — — — — - S+ dy

Die Koérperaxiome sind fiir die erklarte Addition und Multiplikation
leicht nachzurechnen; entscheidend und nicht ganz trivial ist, daf} eine
komplex Zahl z # 0 ein multiplikativ Inverses hat. Das wird gleich
mit herauskommen. Man erklart die Konjugation

C—-C, z=zx+iy—zxz—iy=2 mitax,yc R.

Esist (z+w) =24+ w und z-w = z - w, die Konjugation ist ein
Automorphismus von C . Das rechnet man leicht nach, aber es muf3
auch herauskommen, weil ja fiir —i dieselbe Rechenregel gilt, die wir
fiir i einzig benutzen, nimlich auch (—i)? = —1. Es ist

2 =2 +y? = (e +iy)(x —iy) =z 2.

Der Betrag |z| ist die positive Wurzel von |z|?, wie zu erwarten,
und wir erhalten

|z-w* = 2w - 7w = 2Z - ww = |z|*|w]?, also
2] - Jw] = |z - wl.
Der Betrag ist multiplikativ. Ist nun z # 0, so ist

2 =z/|2]%
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Da haben wir das Inverse, und hier wird wesentlich und zum ersten
mal benutzt, daf§ wir nicht von irgendeinem Korper ausgehen, son-
dern vielmehr wissen, daf8 |z|? = 22+y? # 0 fiir 2 # 0 und z,y € R.
Fiir den Betrag gilt die

Dreiecksungleichung. |z 4+ w| < |z| + |w].

Beweis: Nach Definition des Betrages haben wir:

|z +w|* = (z + w)(Z+ ) = |2)* + |w|® + 20 + wZz
= |2” + [wl* + 2Re(2) < |2|* + |w]” + 2|2| |w],

weil allgemein |Re (u)| < |u|. Das letzte ist aber (|z]+|w|)?, und die
Behauptung folgt, wenn man die Wurzel zieht. (]

Haben wir so einmal die Metrik, die Abstandsmessung auf C , so
koénnen wir auch die Begriffe der Konvergenz und Stetigkeit einfiihren.
Wir wollen das im Moment nicht weiter verfolgen sondern nur sagen:
Eine Folge komplexer Zahlen (z,) konvergiert gegen a € C, wenn
(Re(z,)) — Re(a) und (Im(z,)) — Im(a), und das bedeutet: Ist
e >0, s0ist |z, —a| < ¢ fiir fast alle n. Mit den Folgen hat man
auch Reihen, und wir kénnen insbesondere komplexe Potenzreihen

f(z2) =) ar(z—p)*, ax€C, peC,
k=0

betrachten. Der Konvergenzradius dieser Reihe ist definiert als
der Konvergenzradius der reellen Potenzreihe Y -, |ax|z*. Auch
fir komplexe Funktionen f : D — C auf einem Gebiet D C C
haben wir die Supremumsnorm

Ifllp = sup{[f(2)[ | = € D}

und konnen entsprechend normal konvergente Reihen erklaren.
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(5.1) Satz. Sei Y ,-,ar(2—p)* eine komplexe Potenzreihe mit Kon-
vergenzradius R € [0, 0], dann gilt:

Auf jedem Kreis K, = {z € C | |z —p| < r} mit r < R ist
die Reihe normal konvergent, also insbesondere gleichméaflig absolut
konvergent. Fiir jedes z mit |z — p| > R divergiert die Folge der
Glieder ay(z — p)*.

Beweis: Auf K, ist |ai(z — p)*| = |ax| |z — p|¥ < |ag|7¥, also
llak(z — p)*|l x < lax|r*, und nach Definition des Konvergenzradius
konvergiert die Reihe Y, |ay|r¥. Das zeigt die erste Behauptung,
und die zweite ist evident, nach Definition von R. O

So definiert insbesondere jede reelle Potenzreihe eine komplexe,
und damit eine komplexe Funktion auf ihrem Konvergenzkreis. Diese
komplexen Funktionen sind durch ihre Einschrankung auf R wvoll-
kommen bestimmt, denn diese bestimmt ja schon die Taylorentwick-
lung. Wir wollen das jetzt gar nicht systematisch weiter untersuchen:
das ist der Gegenstand der Funktionentheorie. Aber ein Beispiel ist
doch so wichtig und auch fiir reelle Rechnungen so niitzlich, dafl wir
es gleich kennenlernen miissen: Wir kennen die Funktionen

k

Lz
eZ:E —,
k!

k=0

cos(z) = i ()" 22k sin(z) = i & 22k +1
= (2k) = (2k+1)!

jetzt auch als auf ganz C definierte komplexe Funktionen. Bemerkt
man nun

7;416 — 1, Z'4k+1 — i, i4k+2 — _1’ Z4k+3 — _Z-’

so ergibt sich
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und das ist die

(5.2) Eulersche Formel.
e”® = cos(z) +i sin(2).
Also, weil cos eine gerade und sin eine ungerade Funktion ist:

cos(z) = §(¢* +e7), sin(z) = —5(c"* —e ). 0

[N

Eine Funktion f heifit gerade, wenn f(z) = f(—z), und unge-
rade, wenn f(z) = —f(—z). Jede Funktion f : C — C zerfillt

eindeutig in eine gerade und eine ungerade

fz) = 5(f(2) + f(=2)) + 3(f(2) = f(=2)).

Die Darstellung der Eulerschen Formel ist sehr geschickt zum Rech-
nen und enthélt alle Additionstheoreme. Auch im Komplexen gilt
néamlich

(5.3) T =% . e,

wie man leicht nachrechnet:

v =30 (2 47'1'1”)” -y % (Z) "
n n k
k

Zk wn7 z w
:zn:%:ﬁ-i(n_k)!:e-e. ([l

Hier haben wir den Satz iiber das Cauchy-Produkt von Reihen
auch im Komplexen benutzt, was keine Schwierigkeiten macht.

Erhalt man zum Beispiel den Auftrag, eine Summe von Produkten
von Sinus- und Kosinusfunktionen zu integrieren, so wird man durch
die Eulersche Formel auf eine Summe von Produkten von Exponen-
tialfunktionen gefithrt. Die integriert man ganz formal und wenn es
sein muf} rechnet man zum Schluf} alles in Sinus und Kosinus zuriick.
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Mit dem Gesagten konnen wir auch die komplexe Multiplikation
geometrisch deuten. Wir schreiben komplexe Zahlen z,w in Po-
larkoordinaten, d.h. in der Form

z=r(cosp+ising), w=s(cosy+isiny),

1R
2z = re'®
¥
VL
T

mit r = |z >0, s = |w| > 0, und etwa 0 < ¢, ¥ < 27, siehe
(IIL, 6.14). Damit ist

z=re%, w=se",

zZ-w = (r. S) . e‘(‘ﬂ'ﬂb)

Also die Multiplikation mit z bewirkt die Transformation der Ebene
C durch Drehung um ¢, das Argument von z, und Streckung (oder
Schrumpfung) mit dem Faktor r = |z|, dem Betrag von z.



Kapitel V

Konvergenz und Approximation

C’étaient les cieux ouverts pour nous
ou du moins pour moi. Je voyais enfin
le pourquoi des choses, ce n’était plus

une recette d’apothicaire tombé du ciel.

Stendhal

Wir zeigen, wie die Differential- und Integralrechnung helfen kann,
auch elementare Fragen iiber die Konvergenz von Folgen und Reihen
zu 16sen. Wir erklaren uneigentliche Integrale als Verallgemeinerung
unendlicher Reihen, und wir benutzen Dirac-Folgen, um den Satz
von Weierstrafl iiber die Approximation stetiger Funktionen durch

Polynome zu zeigen.

8§ 1. Der allgemeine Mittelwertsatz

Hierbei handelt es sich um ein besonders brauchbares Werkzeug
der Differentialrechnung fiir Konvergenzuntersuchungen.

(1.1) Allgemeiner Mittelwertsatz derDifferentialrechnung.
Die Funktionen f und g seien auf dem kompakten Intervall [a,b],
a < b, stetig und auf dem Inneren (a,b) differenzierbar. Dann gibt
es ein & € (a,b), sodafl



§1. DER ALLGEMEINE MITTELWERTSATZ 157

Verschwindet ¢’ nirgends auf (a,b), so ist g(b) # g(a) und

f®)—fl@) _ £
g(b) —g(a) g€

Beweis: Wende den Satz von Rolle auf die Funktion

F(z) = (f(z) = f(a))-(9(b) — g(a)) — (9(=) — g(a))-(f(b) — f(a))

an. Die zweite Behauptung folgt, weil g streng monoton ist. O

Wéhlt man g(z) = z, so erhélt man den Mittelwertsatz (111, 3.2)
zuriick. Klassische Anwendungen sind folgende Regeln:

(1.2) 1. Regel von de I’'Hospital. Seien f und g auf dem Intervall
[a,b] stetig und auf dem Inneren (a,b) differenzierbar, und es sei
fla)=g(a) =0, und ¢’ # 0 auf (a,b). Existiert dann
f'(x)
a—a g'(z)’ a—a g(z)
und beide sind gleich.

Beweis: Der Mittelwertsatz liefert
fla) _ fl@) = fla) _ f'atda(z—a)
g(x)  g(z)—gla) ¢ (a+Vs(z—a))
woraus die Behauptung folgt. |

, 0<¥, <1,

Beispiel. Gesucht ist

t n
lim <1 + > .
n—oo n

Es gelingt allgemeiner, lim,_o(1 + tx)% zu bestimmen. Man loga-
rithmiert und findet

. 1. log(1+tx) . t

lim log(1 + tz)* = lim —=——2 — ] -

)
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die zweite Gleichung nach (1.2). Also
) AN . 1 ¢

(1.3) nlgr;o (1+ n) = alcl_r)r})(l—&-tx)w = e
Dies hat eine ganz anschauliche Bedeutung: Verzinst man ein Ver-
mogen v an n aufeinanderfolgenden Zeitpunkten mit dem Zinssatz
a(t/n), so hat man am Ende das Vermégen v(1+at/n)". Fir n — oo
geht dies gegen v-e?t, die Funktion von ¢ mit konstanter Zuwachsrate
a, die also die kontinuierliche Verzinsung beschreibt.

Das hier angewandte Verfahren, auch einen Grenzwert fiir z — oo
zu bestimmen, 148t sich allgemein durchfithren:

(1.4) 1. Regel von de I’'Hospital (fiir lim, o, ). Seien f und
g auf dem Intervall [b,00) differenzierbar, sei iiberall g’ # 0 und
lim, o0 f(2) = limg;— o0 g(x) = 0. Dann ist

f@) _ o 1)

v g@) oo ¢(2)

)

falls der rechte Grenzwert existiert.

Beweis: Man darf b > 0 voraussetzen. Dann erfiillen f(¢t~1), g(t~1)
als Funktionen von t die Voraussetzungen der ersten Regel auf dem
Intervall [0,b671], wenn man f(0~!) = g(071) = 0 setzt. Also gilt
mit x =¢t"1.

lim 1(@) = lim () = lim 7d/dt(f(t_1))

a—oo g(x) =0 g(t=h) =0 d/dt(g(t1))

_ o dffda(tT!) de/dt L f(2)
T 0 dg/da(tY) - da/dt A g'(z)

(1.5) 2. Regel von de ’Hospital. Die Funktionen f und g seien
auf dem Intervall [a,b) differenzierbar. Sei berall ¢’ # 0, und es sei
lim, 4 g(x) = co. Dann ist

f@) _ o 1)

e g@) | amb g'(a)

)
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falls der rechte Grenzwert existiert. Die Regel gilt auch fiir b = co.

Beweis: Jedenfalls ist in einer Umgebung von b stets g > 0 und
auch ¢’ > 0, denn wire stets ¢’ < 0, so miifite g ja monoton fallen
und koénnte nicht gegen oo gehen. Wir diirfen allgemein g > 0,
g’ > 0 annehmen. Sei nun lim,_;(f'(z)/g'(x)) = q. Dann ist fiir
ein § >0 und b— 6 <z < b somit

g—e<f']gd <q+e.

Ist insbesondere b — § < p < x < b, so erhalten wir nach dem
Mittelwertsatz

flx) - fp

g

) —
() —g(p
also (¢ —e)g(x) + ¢ < f(x) < (¢ +¢€)g(x) + d mit Konstanten ¢,d,
und folglich

~~

q—¢e< <q-+e,

=

q—€+L <M <q+s+i.

gx) — g(x) g(x)
Weil aber g(z) — oo fir z — b, folgt ¢ — 2¢ < f(x)/g(x) < q + 2¢,
also |f(z)/g(x) — q| < 2e, wenn |z — b| geniigend klein ist. O

Beispiel: Seien f(z) = Y.;_;a,z" und g(z) = Y ;_,bna™
Polynome vom Grad n, dann ist

i £®) _
e—o0 g(z) by
Das ergibt sich durch n-maliges Anwenden der 2. Regel.

Die zweite Regel ist niitzlicher als die erste, die kaum mehr liefert
als die Taylorformel. Auch die Taylorformel kann man unmittelbar
aus dem allgemeinen Mittelwertsatz gewinnen, man erhilt sogar eine
etwas schirfere Fassung der

(1.6) Restglieddarstellung von Lagrange. Die Funktion f sei
(n+1)-mal differenzierbar in dem ganzen Intervall {p+tx|0 <t < 1}.
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Dann gilt:

fIrt(p + 92) 2

TSI , 0<v<1.

flp+z) = j,f(=)+

Die Verschérfung liegt darin, dafl ¥ nicht 0 oder 1 ist, und daf
f" 1 nicht stetig sein muf.

Beweis: Als f im allgemeinen Mittelwertsatz wahlen wir das Rest-
glied r(x) = f(p+x) — j; f(x), und als g die Funktion z™*!. Dann

steht da
r(z) (Vi) 1

xn-‘rl - (79135)” ’I’L+1’

Nach weiterer n-maliger Anwendung landet man bei

0< P <1,

r(z) 1 . rlr @y - ) B It (p + )
zntl  (n 4 1)! 1  (n+1D)!
m1t19:19119n+1 U

§ 2. Uneigentliche Integrale

Haben wir im vorigen Abschnitt gesehen, dafl die Differential-
rechnung ein starkes Hilfsmittel fiir Konvergenzuntersuchungen ist,
so wollen wir hier sehen, was das Integral in dieser Hinsicht bringt.
Wir betrachten eine Funktion

fila,b) = R, a<b, beR,

sodaf die Einschrankung von f auf jedes Intervall [a,z], a <z < b
integrabel ist. Dann ist das uneigentliche Integral

/bf(t)dt = iiiri/mf(t) dt.
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Diese Bildung ist analog zur Bildung der Reihe Z,;“;O fr aus einer
Folge (fx). Den Partialsummen F,, = Y }_, fx entsprechen hier die
Partialintegrale

Fo)i= [ 10

und wie bei Reihen nennen wir auch diese Stammfunktion F das
uneigentliche Integral f; f und sagen, dieses konvergiert, falls
F(z) fir x — b konvergiert. Ist umgekehrt F' gegeben und stetig
differenzierbar, so ist

x

F(x) = F(a) +/F/(t) dt,

a

und dal F fiir x — b konvergiert, besagt dasselbe, wie daf} das
uneigentliche Integral von F’ existiert.

Tatséchlich kann man Reihen als spezielle uneigentliche Integrale
ansehen. Ist namlich ZZO:O fr eine Reihe, und erkldren wir eine
Funktion f:[0,00) — R durch f(¢t) = fi fir k<t <k+1,s0ist

(2.1) JECEA
0

k=0

wenn eines von beiden konvergiert. Ist nimlich F(z) = [ f(t)dt, so
ist F(n) die n-te Partialsumme der Reihe, und fir n <z <n+1 ist
|F(n) — F(2)| = | [ fal = |fal(x = n) < |fa|. Konvergiert nun die
Reihe gegen a, so ist schliefllich |F(n) —a| < /2 und |f,| < €/2,
also fiir geniigend groBe = auch |F(z) — a| < e. Umgekehrt, wenn
F(z) fur £ — oo konvergiert, so insbesondere F'(n) fiir n — oo, und
zwar gegen dasselbe.

Die Konvergenzsitze flir Reihen lassen sich weitgehend auf un-
eigentliche Integrale iibertragen.
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(2.2) Satz iiber monotone Konvergenz. Ist f > 0, so ist das
uneigentliche Integral f: f(t)dt genau dann konvergent, wenn es
beschrankt ist.

(2.3) Majorantenkriterium. Ist 0 < f < g und konvergiert das
uneigentliche Integral f: g(t) dt, so auch f: f(t)dt.

Beweis: (2.3) folgt aus (2.2), denn [ f < ["g < f;g. Fiir (2.2)
setze s = sup{F(z) |z € [a,b)}. Sei s < co. Weil das Partialintegral
F(z) mit = monoton wéchst und fiir ein x grofer als s — ¢ ist, so
ist es fortan immer zwischen s — ¢ und s, also es konvergiert gegen
s. Ist s = 00, so ergibt sich ganz analog lim,_.;, F(z) = oco. O

Betrachten wir als Beispiel die Funktionen auf {z > 1}
f(z) =279, a>0.
Es ist F(z) = [[t7*dt = (1 —2'7%) fiir a # 1. Folglich
divergiert [t~ dt fir a <1, und

o0

1
(2.4) /t_adt:a_l fir a>1.
1

Fiir o =1 ist F(z) = [ t7' dt = log(z), und dies geht gegen oo fiir
T — 00.

Dies sieht viel einfacher aus, als die entsprechenden Aussagen iiber
die Reihen )", 1/n®, denn hier wird das Ergebnis ja mit Schulkennt-
nissen und ohne jeden Trick und Einfall gewonnen. Indessen zeigt
sich hier eben die iiberlegene Kraft des Kalkiils der Differential- und
Integralrechnung. Man erhélt namlich jetzt aus der Berechnung un-
eigentlicher Integrale durch Vergleich genauere Auskunft {iber Rei-
hen. Betrachten wir allgemein eine nie negative, monoton fallende
Funktion f: Ry — R. Wir vergleichen das uneigentliche Integral

[T f(t)dt mit der Reihe > 77, f(k).
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L

Aus der Monotonie ergibt sich
k+1
(2.5) s+ < [ 125w
k

Summation von 1 bis n liefert

n+1 n+-1 n
(2.6) SUCEN FED SFCH
k=2 | k=1

Dies zeigt schon, daB die Reihe Y.~ f(k) genau dann konvergiert,
wenn das uneigentliche Integral [ f(t)dt konvergiert. Aus (2.5)
sieht man, dafl die Folge

n+1

n— flk) — fi)ydt =:a,
2o

1

nicht negativ ist und monoton wéchst, und aus (2.6) ergibt sich die
Abschétzung

(2.7) an < f(1) = fn+1).

Daraus folgt, dafl (a,) konvergiert. Geht tbrigens f(t) — 0 fiir
t — o0, so konvergiert die Folge

n — f(k)— f(t)dt
SCRY
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gegen denselben Grenzwert wie (a,). Wir fassen zusammen.

(2.8) Satz. Sei f: Ry — R eine nie negative, monoton fallende
Funktion. Dann ist die Folge (a,) mit

n+1

Z f(k f(t)dt

1

nie negativ, sie wachst monoton, und sie konvergiert, mit

0 < lim a, < f(1).

n—oo
Das uneigentliche Integral f1 t)dt konvergiert genau wenn die
Reihe Y32, f(k) konvergiert. O

Dies gibt schon eine treffliche Abschitzung der Reihe Y f(k),
wenn man das uneigentliche Integral berechnen kann. Auf die Funk-
tion t~% zuriickzukommen, hier erhalten wir aus (2.6) die Abschét-
zung mit lauter echten (!) Ungleichungen

/t‘adt <> k< 1+/t_°‘dt, d.h.
(2.9) 1 =t 1
E<Zka< fir a>1.
Fiir o > 1 schreibt man ((a) := Y72, k™ und nennt diese

Funktion die Riemannsche Zeta-Funktion. Sie spielt, freilich erst
nach Ausdehnung auf die Ebene der komplexen Zahlen, eine grofie
Rolle in der Zahlentheorie. Unsere Abschétzung zeigt zum Beispiel
lim,—oo ¢(o) = 1, was man der Reihe selbst nicht ohne weiteres
ansieht, und sie zeigt, wie ((«) fiir o — 1 wéchst. Filir o =1 bringt
(2.6) die Abschétzung

1
2.10 1 1) <141 .
(210) oB(n 1)< 37 <1+ log(n
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Die nach (2.8) konvergente Folge (3>°,_; k~! —log(n)) hat als Grenz-
wert die

Eulersche Konstante. lim, .o (14§ + 3 + -+ + = —log(n)).
Thr Wert ist 0,5772.... So sehen wir auch gut, wie die harmonische
Reihe wéchst.

Man kann nach der Analogie zwischen Reihen und uneigentlichen
Integralen die Konvergenzkriterien fiir Reihen, die wir kennengelernt
haben, auf uneigentliche Integrale iibertragen. Von theoretischer Be-
deutung ist insbesondere das Cauchy-Kriterium.

(2.11) Cauchy-Kriterium. Sei F': D — R eine Funktion, b € R,
und es gebe mindestens eine Folge (x,,) in D, die gegen b konvergiert.
Dann existiert lim,_, F'(z) genau dann, wenn folgendes gilt: Zu
jedem e > 0 existiert ein § > 0, sodaB fiir alle x,z € D gilt: Sind x
und z in der §-Umgebung von b, so ist |F(z) — F(2)| < €.

Beachte, dafl die Funktion F' nur auf dem angegebenen Defini-
tionsgebiet D betrachtet wird, also iiberhaupt nur Folgen (z,,) in D
fiir die Grenzwertbildung zugelassen sind.

Beweis: Angenommen lim,_;, Fi(x) = a existiert, so gibt es zu
e >0 ein § > 0 derart, daB |F(z) —a| < &/2 und |F(z) —a| < ¢/2,
immer wenn x,z in der J-Umgebung von b liegen. Damit ist dann
auch |F(x) — F(z)| < e, wie gefordert.

Angenommen, die Bedingung des Satzes ist erfiillt. Sei (z,) ir-
gendeine Folge in D, die gegen b konvergiert. Wir miissen zeigen,
daB dann auch (F(z,)) konvergiert. Nun, ist £ > 0 und dazu § nach
der Bedingung im Satz gewéhlt, so ist schlieSlich xz,, € Us(b). Also
gelte dies etwa fir n > m.

Dann sagt aber die Bedingung im Satz: |F(zy,) — F(zmik)| < €.
Mit anderen Worten, die Folge (F (xn)) ist eine Cauchy-Folge, und
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konvergiert. Wir haben noch zu zeigen, daff der Grenzwert nicht
von der Wahl der Folge (x,) — b abhingt. Aber hat man eine
andere Folge (z,) — b in D, so konvergiert ja auch die Folge w,, mit
Usp = T, Uopt1 = 2Zn gegen b, also (F(un)) konvergiert nach dem
Gesagten, und zwar gegen dasselbe, wie beide Teilfolgen (F (xn))
und (F(z,)). O

Wir wollen dies insbesondere auf uneigentliche Integrale

b
]*":/f(:v)alx7 fifa,b) = R

anwenden. Das Integral heifit absolut konvergent, wenn

b
[1s@lda

konvergiert.

(2.12) Bemerkung. FEin absolut konvergentes uneigentliches Inte-

gral konvergiert.

Beweis: Dies folgt wie frither aus dem Cauchy-Kriterium und der
verallgemeinerten Dreiecksungleichung

‘/uf(ac)dx‘</u|f(x)|dx fir z<wu. 0

So liefert der Vergleich von Funktionen mit den schon behandelten
Funktionen ¢t~% das folgende hilfreiche Kriterium: Man sagt, eine
Funktion f : [a,00) — R verschwindet von héherer als erster
Ordnung fiir t — oo, falls es ein b > a und ein a > 1, sowie eine
Schranke K gibt, derart dafl

IF()]-t° <K fir t>b.
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(2.13) Konvergenzkriterium. Wenn f : [a,00) — R fiir t — oo
von hoherer als erster Ordnung verschwindet, so konvergiert das In-

Lmﬂﬂﬁ

absolut. Ist hingegen f(t)-t > K > 0 fiir t > b, so divergiert das
Integral.

tegral

Beweis: Im ersten Fall ist |f(¢)] < Kt~ fiir t > b, und [~ ¢t~ dt
konvergiert. Im zweiten Fall ist f > K/t fir ¢t > b, und faoo Kt=tdt
divergiert. Hier haben wir das Vorherige im Fall b = co angewandst.

O

Zum Beispiel ist < L und daher konvergiert fo und

1+ 2 1+:1:2 ’

zwar, wie wir ja wissen, gegen lim, o arctan(z) = 7/2.

Nicht immer st68t man hier auf schon bekannte Funktionen. Un-
eigentliche Integrale bilden ein wichtiges Mittel zur Konstruktion von
bedeutungsvollen Konstanten und Funktionen in der Analysis. Ein
klassisches Beispiel ist die Gamma-Funktion

o0
:/xt_l-e_l'dx fir ¢>0.
0

Dieses Integral ist in der Tat absolut konvergent, denn z?(z!~1le=%)

t+le= _ 0 fiir £ — oo. Bei Null hat man entsprechend die

t—1

=X

Majorante x*~*. Man bildet hier also einen beidseitigen Grenzwert

limg_o limp_oeo fab z'~'e™® dx. Durch partielle Integration erhalt

o0 o0
= /a:tfle*z dr = [—xtflefx (t—1) /mtdefr dx
0 0

—(t-1D(t—1), t>1

man
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Nun ist [(1) = [ e~ dz = [—e"] ;" = 1, also folgt induktiv

(2.14) I'(n) = (n—1)!

Die Funktionalgleichung I'(¢t) = (¢t—1)I'(t — 1) benutzt man, um I'(¢)
auch fiir negative ¢ zu erkliaren. Die I'-Funktion ist allgegenwirtig
in der Zahlentheorie, aber als Interpolationsfunktion von n! auch in
der Statistik.

Bei der Integraldarstellung der I'-Funktion haben wir eben in bei-
den Grenzen uneigentliche Integrale betrachtet. Zum Gebrauch im
néchsten Abschnitt definieren wir:

I

Natiirlich hétte man das Integral auch an irgendeiner anderen Stelle
statt am Nullpunkt zerlegen kénnen.

SchlieBlich kann man natiirlich uneigentliche Integrale auch nach
der Transformationsformel transformieren. Betrachten wir als Bei-
spiel das Fresnelsche Integral

x 12

1 .
sin(t2) dt = xlinéo sin(tz) dt — xILH;O 1 / sn\l/(g) du,

0

mit Transformation u = t?, du = 2t dt = 2\/udt. Das letzte Integral
konvergiert. Das sieht man leicht mit dem Leibniz-Kriterium, indem
man das Integrationsintervall an den Stellen k7, £k =0,1,2,... zer-
legt. Man erhalt dann eine alternierende Reihe mit monoton gegen
Null gehenden Gliedern. Bemerkenswert an dem Beispiel ist, dafl der
Integrand sin(¢?) nicht gegen Null konvergiert.

Das Integral (mit gleicher Transformation)

/2tsin(t4)dt: /sin(u2)du
0 0
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ist gar konvergent, obwohl der Integrand unbeschrankt ist. Das allein
bringt eben noch nicht so viel, das Integral der einzelnen Wellen und
Taler geht doch gegen Null, weil sie so schmal werden:

Manchmal gelingt es, ein uneigentliches Integral in ein eigentliches zu

transformieren, wie zum Beispiel

1 p /2
t
O/MZO/CZ“:”/Q’

t =sin(u), dt =cos(u)du=+/1—t2du.

Néheres iiber das wirkliche Ausrechnen unbestimmter Integrale lehrt
in erhellender Weise die Funktionentheorie.

§ 3. Dirac-Folgen

Physiker erzdhlen von einer Dirac-Funktion ¢ : R — R mit fol-

genden Eigenschaften:

() 6(t) =0 fiir t £0;  (ii) 5(0) =o0; (i) _T S(t)dt=1.
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Und Sie behaupten dann, es gelte fiir beliebige stetige Funktionen
f:R— R:

(v) ] o —t)f)dt = [ 6(6)f(@—1)dt = f(a).

Freilich gibt es solche Funktionen nicht, und auf die Theorie der Dis-
tributionen, in der man den Funktionsbegriff so erweitert, daf3 die
letzte Gleichung ganz richtig herauskommt, wollen wir uns hier nicht
einlassen. Nur so viel: die letzte Gleichung ist das Wesentliche, Glei-
chung (iii) ist der Spezialfall f = 1, Gleichung (i) hat wenig zu
bedeuten, und (ii) noch weniger als nichts. Uns geniigt zu sagen,
dafl man doch Funktionenfolgen angeben kann, die das Verhalten der
Dirac-Funktion approximieren.

;
Definition. FEine Dirac-Folge ist eine Folge stetiger Funktionen
0n : R — R mit folgenden Eigenschaften:

(D1) 6, > 0.
(D2) [ 0,(t)dt =1.
(D3) Sind €,17 > 0, so gilt fiir fast alle n:

/ Su(t) dt + 75n(t) dt < z.

— 00
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Behauptungen iiber §-Funktionen wollen wir dann als Aussagen
iber das Grenzverhalten von Dirac-Folgen 4, fiir n — oo inter-
pretieren.

Man kann eine Funktion ¢,, mit den Eigenschaften (D1), (D2) als
Wahrscheinlichkeitsmafl deuten, in dem Sinne, daff man die Punkte
eines Intervalls [a,b] mit der Wahrscheinlichkeit f; 5n(t) dt trifft.
Das Integral

oo

/ F(#) 60— t) dt

ist dann ein entsprechend gewichtetes Mittel von f, der Erwartungs-
wert, wenn jeder Punkt ¢ mit der Wahrscheinlichkeitsdichte 6., (z—t)
gewichtet wird. Wird n grof}, so wird es sehr unwahrscheinlich,
daB man einen Punkt auflerhalb einer gegebenen n-Umgebung von
x trifft, und der Erwartungswert wird sich f(x) néhern. Die Dirac-
Funktion bezeichnet den Grenzfall der Zwangslage, wo der Punkt x
mit Wahrscheinlichkeit 1 getroffen und mit Wahrscheinlichkeit 0 ver-
fehlt wird. Dann ist der Erwartungswert natiirlich gleich f(x). In der
Mechanik kann man den Ubergang von (d,) zu ¢ dhnlich deuten als
Ubergang von kontinuierlichen bei x immer starker konzentrierten

Dichten zum Massenpunkt. Und nun vom Deuten zum Beweisen.

(3.1) Satz tiber Dirac-Approximation. Sei f : R — R beschrankt
und auf jedem kompakten Intervall integrabel. Sei D C R ein kom-
paktes Intervall und f an jedem Punkt aus D stetig. Setze
o) = (o < a) = [ $O8,0a - 1)t
—o0
fiir eine Dirac-Folge §,,. Dann konvergiert (f,) auf D gleichméBig
gegen f.

Beweis: Transformiert man das Integral mit 7 = & — ¢ als neuer
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Integrationsvariable, so ergibt sich

fn(x):—/f(x—T)én(T)dT:/f(:r,ft)dn(t)dt.

Das sagt, dafl die sogenannte Faltung d,, * f symmetrisch in §,, und
f ist. Andererseits ist

f(@) = f() / 6. (t) dt = / F(@) 6.(0) dt,

und damit stellt sich die Differenz dar als

oo

(i) fule) — f(z) = / (fla— ) — f(2)) a(t) dt.

—0o0

Dies haben wir unabhéngig von z abzuschitzen. Sei also € > 0
gegeben. Weil f auf D gleichméfig stetig ist, gibt es dazu ein n > 0,
sodaf fiir |{| < n und xz € D gilt

(i) [f(z—t) = f(2)] <e.

Andererseits hat man eine Schranke M mit |f| < M auf ganz R,
und nach der Definition der Dirac-Folge gilt fiir geniligend grofie n

—n 0o
€
(iil) / On + /5n <o
oo "

Wir zerlegen das Integral in (i) entsprechend:

[fn—fI< ]nlf(:vt)f(I)|5n(t)dt+](“')+/DO("')~

Nun ist jedenfalls |f(x —t) — f(z)| < 2M, also mit (iii)

-1

/(...)+7(...)<2M(/n5n+75n) <e€.

— 00
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Fiir das verbliebene mittlere Integral ergibt sich nach (ii)

n n o]
|f(x —t) = f(2)|0p(t)dt < [ ebp(t)dt <e [ 6, =¢.
/ [roomss]
Also zusammen |f,, — f] < 2e. O

In diesem Beweis haben wir den Satz iiber gleichmaflige Stetigkeit
auf kompakten Intervallen in etwas allgemeinerer Form benutzt, als
wir ihn frither formuliert haben. Wir haben n so gewahlt, dafl fiir
x €D und |t| <n gilt |f(x —t) — f(z)| < e. Es ist nicht  —¢t € D
verlangt. Schaut man in den alten Beweis (II, 3.10), so sieht man,
dafl man das auch nicht verlangen mu8 (die Folge (p,,) braucht nicht
in D zu laufen, wir kommen darauf in (VI, 7.12) zurck).

Die approximierenden Funktionen erben viele gute Eigenschaften
von den ¢, , denn das Integral §,, * f hangt ja nur durch §, von z
ab. Sind die Funktionen der Dirac-Folge glatt, so biligeln und glatten
sie f,. Das konnen wir erst richtig wiirdigen, wenn wir Funktionen
mehrerer Variablen betrachten. Aber eine schone Anwendung geben
wir gleich.

(3.2) Approximationssatz von Weierstrafl. Fine stetige Funk-
tion auf einem kompakten Intervall ist gleichméafiger Limes von Poly-

nomern.

Beweis: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit darf man anneh-
men, dafl man eine stetige Funktion

fo00,1] =R, f(0)=f(1)=0

approximieren soll. Ersetze nédmlich erst f durch f; = f o ¢ mit
p(t) =a+t(b—a), und dann f; durch

fa=f1—((L=1t) fla) + 1t f(b)).
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Auch mag f {iberall definiert sein, mit f(¢) =0 fiir ¢ & [0,1]. Jetzt
konstruieren wir eine Dirac-Folge von Funktionen d,,, die auf dem

Intervall [—1,1] Polynome sind. Wir setzen ndmlich
Sn(t) =t (1 —tH)™ fiir —1 <t <1, und 6,(t) =0 sonst.

n

Offenbar ist §,, stetig, d,, > 0, und wahlen wir

1
Cp = /(1 —t3)" dt,
—1

so ist [T 8n(t f dn(t)dt = 1. Bleibt die Eigenschaft (D3)
der Dirac-Folgen zu priifen. er schitzen ab:

1 1 1
cn/Q:/l—tz /1+t (1—t)" dtz/lft dt = 5.
0 0

< (n+1)/2. Demnach gilt fiir 0 <7 < 1:

1 1 1
/ 5n:/c;1(17t2)"dt< /
K n n

= (1) (L - ),
und letzteres geht gegen 0 fiir n — co. Man braucht die Bedingung
(D3) nur fur kleine n zu priifen, weil die abzuschétzenden Integrale
beim Verkleinern von 1 wachsen.

Die angegebenen §,, bilden also eine Dirac-Folge, und nach (3.1)
strebt die Folge der f,, =, * f auf dem Intervall [0,1] gleichméaBig
gegen f. Nun schauen wir uns f, an. Fiir —1 <t <1 ist J,(¢) ein
Polynom, also haben wir jedenfalls eine Darstellung

Sn(z—1) = go(t) + 1)z + - - - + gon ()2,

falls  und ¢ beide zwischen 0 und 1 liegen. Damit ist aber fiir alle
x € 10,1]

1
/f w(z—t)dt=ao+ a1z +-- ct agpr”
0
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ein Polynom mit Koeffizienten a; = f01 f(t)g;(t)de. O

Im allgemeinen werden die Ableitungen der approximierenden Fol-
ge (fn) nicht konvergieren, schon gar nicht gleichméfig, sonst miifite
ja f differenzierbar sein, was nicht vorausgesetzt ist. Doch hat die
Dirac-Approximation die folgende schone Eigenschaft: Wenn f stetig
differenzierbar und die Ableitung beschréankt ist, so gilt dasselbe von
den approximierenden Funktionen f, = d, % f, und (f;) konvergiert
gleichmafig gegen f’, und ebenso fur alle hoheren Ableitungen. Man
sieht das indem man die Ableitung d/dxz von f, unter das Integral
zieht:

L f, = %/f(x—t)&l(t)dt = [Lfx—1)6,(t)dt = 6, = f'.
Also (fn)" = (f')n. Freilich darf man eine Ableitung nicht ohne
weiteres unter ein Integral ziehen. Dariiber werden wir spéater erst
Genaueres sagen (vergl. Bd. 2, I, 5.1 und I1I, 4.7).

Man kann auch Dirac-Familien von Funktionen d5 : R — [0, 00)
betrachten, die durch s € Ry statt n € N parametrisiert sind. In
(D 3) muB es dann “fiir geniigend grofle s” statt “fiir fast alle n”
heiflen. Der Satz (3.1) gilt entsprechend, was sich schon daraus leicht
ergibt, dafl ja aus so einer Familie stets eine Dirac-Folge entsteht,
wenn man fiir s eine gegen oo gehende Folge reeller Zahlen einsetzt.

Viele Beispiele fiir Dirac-Familien erhalt man wie folgt: Es sei
91 : R — [0,00) irgendeine integrable Funktion mit

751(t)dt_ 1.

(3.3) ds(t) :==s-01(st), se€ Ry.

Dann setze
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Dies definiert eine Dirac-Familie, denn die Transformation s-t =7,
sdt = dr liefert

und weil das Integral [ fooo 01(t) dt nach Voraussetzung existiert, mufl
auch zu gegebenem & > 0 und n > 0 fiir gentligend grofle s schliellich
/(55(15) dt = /51(515) csdt = /51(7) dr <e
7 n 51

sein, und ebenso fiir negative ¢.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie, auf die wir ja zur Motivation
schon hingewiesen haben, erhalt man so die oben abgebildeten Gauf3-
schen Glockenkurven, mit

B1(t) = —= exp(—t2).
NZs
Das uneigentliche Integral dieser Funktion werden wir spater durch
Ubergang ins Zweidimensionale berechnen (Bd.2, IV, 4.8). Die hier-
aus nach dem angegebenen Verfahren hervorgehende Dirac-Familie
von Gauflschen Glockenfunktionen parametrisiert man in der Form

(3.4) Go(t) = — p<_tQ>, € R,.

ex
oV 2w 202

In der Wahrscheinlichkeitstheorie heifit o2 die Varianz der der zu-

gehorigen GauBlverteilung. Fiir unsere Parametrisierung wire
s=(V20)7",

je kleiner die Varianz, um so besser gleicht die GauBverteilung der
(als Funktion nicht existenten) Dirac-Funktion.

Besonders einfach wird die Situation, wenn man von einer Funk-
tion §; ausgeht, die auflerhalb eines kompakten Intervalls verschwin-
det, denn dann ist das uneigentliche Integral in Wahrheit eigentlich.



Kapitel VI
Metrische und topologische Raume

Es ist eine wahre Freude, den FEifer der al-
ten Geometer anzusehen, mit dem sie diesen
Eigenschaften nachforschten, ohne sich durch
die Frage eingeschrankter Kopfe irre machen
zu lassen, wozu denn diese Kenntnis nitzen
sollte.

Kant

Wir haben konvergente Folgen oder Umgebungen nicht nur von
reellen Zahlen, sondern zum Beispiel auch von Funktionen betrachtet.
Auch haben wir festgestellt, daf§ das Integral als stetige Abbildung
eines Raumes von Funktionen nach R angesehen werden kann. In
diesem Kapitel sollen nun die Begriffe der Konvergenz, der Umge-
bung, und was damit zusammenhéangt, grundsétzlich und in grofler
Allgemeinheit eingefiihrt und erdrtert werden. Wir beginnen jedoch
mit einem Abschnitt iiber euklidische Raume, der eigentlich in die
Lineare Algebra gehort.

8 1. Euklidische Vektorraume

Die wichtigsten Beispiele euklidischer Raume, die wir im folgenden
im Auge haben, sind die Rdume
R"™ = {(z1,...,2n) | z; € R},
F? = Raum der integrablen Funktionen f : [a,b] — R,...77
Ca,b] = Raum der stetigen Funktionen [a,b] — R.
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Jedenfalls betrachten wir einen reellen Vektorraum V', d.h. einen
Vektorraum iiber dem Korper R. Ein Skalarprodukt auf V ist
eine bilineare, symmetrische, positiv (semi-)definite Abbildung

VxV—-R, (v,w) — (v,w) € R.
Das heifit also, wir verlangen folgende Eigenschaften:

Bilinearitat: (v + pw,u) = Av,u) + p({w, u)
fir v,w,u € V und \,u € R.

Symmetrie: (v, w) = (w,v).

Positive Semidefinitheit: (v,v) > 0.

Gilt hier (v,v) > 0 fiir alle v # 0, so heifit das Skalarprodukt
positiv definit oder euklidisch, und ein Euklidischer Raum ist
ein reeller Vektorraum mit einem euklidischen Skalarprodukt. Wir
bezeichnen ihn im allgemeinen mit dem gleichen Buchstaben V' wie
den zugrundeliegenden Vektorraum, ohne das Skalarprodukt extra
zu notieren. Vorerst nun sei ein Vektorraum V' mit positiv semidefi-
nitem Skalarprodukt (-, -) betrachtet.

Wegen der Symmetrie ist das Skalarprodukt natiirlich auch in der
zweiten Variablen linear, und aus der Linearitat folgt:

0,v) = (v,0) =0.
Folgende Beispiele werden fiir uns wichtig sein:

(1.1) V = R™, Skalarprodukt (v,w)=viwy + -+ vpwy,

fiir v = (v1,...,0,), W= (W1,...,Wy,).

Wenn man den Matrizenkalkiil benutzt, sollte man die Vektoren als
Spalten schreiben — das werden wir in dem Fall auch tun — aber im
allgemeinen lassen wir es so, weil die chinesische Notation platzrau-
bend und lastig ist. Das néachste Beispiel ist wie angekiindigt

(1.2) V = F?, also v,w € V sind integrable Funktionen auf einem
Intervall [a,b], a < b, und
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b

(0, w)s = /v(t)w(t) dt.

a

Man kann (1.1) als Spezialfall fiir Treppenfunktionen zu einer
gewissen Zerlegung in n Teilintervalle ansehen, oder entsprechend
(1.2) als Verallgemeinerung von (1.1). Ein n-Tupel ist eine Abbil-
dung {1,...,n} — R, j +— v;. Statt dessen betrachten wir Abbil-
dungen [a,b] — R, ¢t — v(t), und statt zu summieren integrieren

wir.

Das Skalarprodukt (1.1) des R"™, das sogenannte kanonische, ist
euklidisch, denn ist v = (v1,...,v,) # 0, so ist

(v,0) = v + -+ v2 > 0.

Im Beispiel (1.2) ist analog
b
(v,v)g = /vQ(t) dt >0,
aber wenn hier (v,v)s = 0 gilt, braucht v noch nicht zu verschwin-
den, wie man an einer Treppenfunktion sieht, die nur an den Zer-
legungspunkten ungleich Null ist. Ist v hingegen stetig, so schliefit
man leicht (v,v)s =0=v =0.

a T b

Ist ndmlich v?(7) =: ¢ > 0 fiir ein 7 € [a,b], so gibt es eine J-
Umgebung von 7 in [a,b], wo v%(t) > ¢/2 ist, und die Treppenfunk-
tion, die in dieser §-Umgebung den Wert ¢/2 und sonst den Wert 0
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hat, hat ein positives Integral und ist kleinergleich v?, also ist auch
f; v? > 0. Nehmen wir also

b
(1.3) V=t (0w)s = /v(t)w(t) dt,

so haben wir wieder einen euklidischen Raum.

Das Beispiel des R™ und der Lehrsatz des Pythagoras zeigt, daf3
durch ein Skalarprodukt auf natiirliche Weise eine Norm von v € V',
das ist ein Betrag oder eine Lange, gegeben ist, namlich durch

[v] ==/ (v, v).

Im R? ist dies ja nach Ausweis der Elementargeometrie, was man
sich immer unter der Lange vorgestellt hat. Im Fall eines nur positiv
semidefiniten Raumes spricht man auch von einer Seminorm.

(1.4) Eigenschaften der Norm.
(i) Esist |v| > 0, und wenn der Raum euklidisch ist:
| =0«<=v=0.
(ii) Positive Homogenitat: |\ -v| = |A|-|v| fir A€ R, v e V.
(iii) Dreiecksungleichung: |v + w| < |v| + |w].
Also ||v] = |w|| < v —w].

Diese Normeigenschaften sind uns in (IT, 4.2) schon begegnet. Fiir
eine Seminorm, die aus einem Skalarprodukt entsteht, hat man zudem
die Abschatzung des Skalarprodukts:

(1.5) Schwarzsche Ungleichung: |(v,w)| < |v]| - |w].

Beweis: (1.4) (i) ist klar. (ii): |[M| = (M, v) = /A2(v,0) =
[Al-|v]. Zum Beweis von (1.5) sei zunéchst |w| =0 (oder |v| =0) an-

genommen — wir sind im semidefiniten Fall und kénnen nicht w = 0
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schlieflen, aber:
0 < (v—tw,v—tw) = [v]* + 2|w|* — 2t{v,w) = |[v|* — 2t (v, w)

fir alle t € R, und das heifit offenbar (v, w) = 0 und gibt die Be-
hauptung in diesem Fall. Ist |v| = |w| = 1 so folgt aus derselben
Rechnung mit ¢ = £1 wieder |[(v,w)| < 1. Allgemein nun wenn
|v] # 0 # |w]| schreiben wir v = |v| vy, w = |w|- w1, mit |v1| = |wy]

=1, und erhalten aus dem vorigen

(v, w)] = Jof - [w] - [{v1, wi)| < [o] - |w].

Dreiecksungleichung: v + w|? = |[v]* + |w|? + 2(v, w)
< o + [w]? + 2Jvlfw] = (jv] + |w])?,

nun ziehe die Wurzel. Wie gehabt folgt daraus |v — w| > |v| — |w|

und |w —v| > |w| — [v], also [v—w| > ||v| — [w]|. O

Im Fall des Raumes der integrablen Funktionen (1.2) heifit die hier
erklirte Seminorm die L?-Norm oder auch Integralnorm, und wir

bezeichnen sie durch
b

ol = (/v(t)th)é.

a
Der Unterschied zwischen positiv semidefiniten und euklidischen Ska-
larprodukten ist nicht so wesentlich: Sei U C V' der Unterraum

U={ueV]|(uu) =0},
also der Raum der Vektoren der Norm 0. Dies ist ein Unterraum,

denn ist w € U und v € V', so ist (u,v) = 0 nach der Schwarzschen
Ungleichung, also

U={ueV|{uv)=0 firalle veV},

was offenbar ein Unterraum ist. Man bildet nun den Quotientenraum
V/U, also man macht Vektoren der Norm 0 zu Null. Das Skalarpro-
dukt von V' induziert eines auf V/U durch

(w+Uw+U) = (v,w),
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was wegen (v,u) = (u,w) = (u,uy = 0 fir u € U wohldefiniert
ist. Dies Skalarprodukt auf V/U ist dann offenbar euklidisch. Die
Elemente von U werden bei diesem Verfahren als unbeachtlich ange-
sehen. So betrachten wir integrable Funktionen fortan immer bis auf
Nullfunktionen, das heifit modulo Funktionen der L?-Norm Null.

Betrachten wir das Beispiel des Raumes V = F° der auf |[a,b]
integrablen Funktionen etwas naher. Wahlt man w = 1 als konstante
Funktion, so sagt die Schwarzsche Ungleichung

b b
w0 = ([etd) < Bk = 0-a) [P
Wenden wir dies auf |v| statt v an und ziehen die Wurzel, so erhalten
wir:

b
(1.6) W)y = /|v(t)\dt < Vi=alvh.

Das Integral |v|; heifit die L'-Norm von v. Wenden wir diese
Ungleichung auf f — g flir v an, so ergibt sich

b b
[ r0at - [aoa] < 1f =gl < VE=a|f gl

Dies sagt, dal das Integral ein Lipschitz-stetiger Operator mit Kon-
stante v/b —a auf F? ist, wenn man den Abstand der Funktionen
durch die L?-Norm mifit. Ist also (¢,) eine Folge von auf [a,b] in-
tegrablen Funktionen, die fiir die L?-Norm gegen f konvergiert, das
heifit so, daB (|, — f|2) — 0, so folgt (ff n) — f:f Es braucht
in diesem Falle nicht (p,,) gegen f zu konvergieren. Beispiel: f =0,
on(t)=1fir 0<¢<1/n, und ¢,(t) =0 sonst.

Ist ||v|| das Supremum der Funktion |v| auf [a, ], so ist f; v2(t) dt
< (b—a)-|v|?, also

(1.7) vz < Vb—allv|.
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Alle diese Bildungen |v|1, |v|2, ||v|| haben die Eigenschaften (II,
4.2) einer Norm, und diese Normen fithren zu verschiedenen Konver-
genzbegriffen. Gleichméfig konvergente Folgen sind fiir die L?-Norm
konvergent nach (1.7), und fiir die L?-Norm konvergente Folgen sind
fiir die L'-Form konvergent nach (1.6). Alle diese Normen haben
ihre Entsprechung im R", also ist v = (v1,...,v,), so hat man den
euklidischen Betrag |v]2, die Norm |v|; = ), |vk| und die Maximum-
norm |jv|]| = max{|vg| | K = 1,...,n}, aber hier filhren alle Normen
zum gleichen Konvergenzbegriff.

FEin reeller oder komplexer Vektorraum mit einer Norm mit den
Eigenschaften (II, 4.2), die wir in (1.4) fiir einen euklidischen Raum
festgestellt haben, heiflt ein normierter Raum.

Fiir spéatere Verwendung stellen wir noch fest:

(1.8) Bemerkung. Ist f: [a,b] — R integrabel und € > 0, so gibt
es eine Treppenfunktion ¢ auf [a,b] mit |f — ¢|a < €.

Beweis: Waihle eine Treppenfunktion ¢ < f mit ||¢| < ||f]| und
fab( f—p) < ﬁ So ein ¢ findet man nach Definition (Riemann-)
integrabler Funktionen. Dann ist

b b b
[=er<[Qr-vl-u-o) <2l [ t-p=e O

Also, wie man sagt, die Treppenfunktionen liegen dicht im Raum
der integrablen Funktionen mit der L?-Norm. Wir kommen auf den
Begriff zurtick.

§ 2. Orthogonalbasen und Fourierentwicklung

Wir kehren zuriick zu euklidischen Rdumen. Zu dem Skalarpro-
dukt gehoren als angepafite Basen die Orthonormalbasen, die man
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auch fiir die L2-Metrik hat. Die Anschauung legt nahe, dafl man
zwei Vektoren v, w genau dann orthogonal nennt, wenn

v —w| = |v+ w|.

Das heifit also, genau wenn |v — w|? = |v + w|?, also wenn
(v,w) = 0.
Zum Beispiel sind die Standard-Einheitsvektoren im R"

e; = (0,0,...,0,1,0,...,0)
J

paarweise orthogonal fiir das von uns betrachtete kanonische Skalar-
produkt. Aber wohlgemerkt, es hingt vom Skalarprodukt ab, ob
Vektoren orthogonal sind. Sind die Vektoren vy, ..., v, ungleich Null
und paarweise orthogonal, so sind sie linear unabhéngig, denn wére

n n
0= Nvj, so 0= (vg,0) = X{vk,v;) = Avil*,
j=1 j=1
also A\ = 0, weil |vx| # 0, wir sind im euklidischen (!) Raum.
Vektoren der Norm 1 nennt man auch Einheitsvektoren. Hat der
euklidische Raum V' die Dimension n, und ist vy, ..., v, ein System
paarweise orthogonaler Einheitsvektoren, auch Orthonormalbasis
genannt, so ist dieses eine Basis. Schreibt man zwei Vektoren x,y als
Linearkombinationen dieser Basis:

n n n
z=) &Gk, Y= mve, soist (wy) =Y &
k=1 =1 k=1

Bei Wahl eines Orthonormalsystems als Basis schreiben sich also wie
immer Vektoren als n-Tupel, und das Skalarprodukt berechnet sich
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als das kanonische dieser n-Tupel, der Raum V ist als euklidischer
Raum isomorph zu R"™. Die Koeffizienten der Linearkombinatio-
nen fiir  und y lassen sich auch mit dem Skalarprodukt berechnen,

némlich: .
& = (z,v), also x= Z(z,v@ - V.
k=1
Ist vielleicht dim V' > n aber jedenfalls vy,...,v, ein Orthonormal-

system, und « ein beliebiger Vektor aus V', so schreibe:

n

xzzgkvk+u7 gk:<x7’0k>-
k=1
Dann ist (u,vg) = (@, vg) — &k(vk, vk) = 0, also w ist orthogonal zu
allen vy . Man nennt

pro(r) =Y v
k=1

die Orthogonalprojektion von z auf den von vq,...,v, aufge-
spannten Unterraum L. Von allen Vektoren aus L liegt prp(z) am
néchsten an z, denn der Abstand ist |u|; und der Abstand von x zu

prr(z) +v fir v € L wire /|ul|? + |v]?.

Esist damit |z = Y p_ &+ |ul? > Y0, &, also:
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(2.1) Besselsche Ungleichung. Ist vy,...,v, ein Orthonormal-
system im euklidischen Raum V', so ist fiir jedes x € V :

n
|z|? > Z(x,vk>2. O
k=1

Ein vollstandiges Orthonormalsystem in einem unendlichdi-
mensionalen euklidischen Raum V ist eine Folge (vy | k € N) von
Vektoren aus V' mit folgenden Eigenschaften:

i) Fir jedes n € N ist vq,...,v, ein Orthonormalsystem.
J b ) y
(ii) Ist €V und u, =z — >, _,(z,vk) - vk, so gilt:

lim |u,| = 0.
n—oo

Mit anderen Worten: Man hat eine fiir die gegebene Norm konver-
gente Reihenentwicklung

oo

x = Z(z,vk> V.

k=1
Ist (vg | k € N) ein vollstdndiges Orthonormalsystem, so kann man
in der Gleichung

n

2 = 0n)? + unl?

k=1

zum Limes iibergehen, und erhélt die

(2.2) Parsevalsche Gleichung. Ist (vi | k € N) ein vollstdndiges
Orthonormalsystem des euklidischen Raumes V', so gilt fiir jedes
zeV:

o0

2l = 3 (v O

k=1

Um nun von einem gegebenen Orthonormalsystem (v, |n € N)
im Raum der integrablen Funktionen auf einem kompakten Inter-
vall mit der L2-Metrik zu zeigen, da es vollstindig ist, mu man
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nur fiir stetige Funktionen oder auch fiir Treppenfunktionen zeigen,
daB sie sich durch Linearkombinationen Y, &qvi beliebig gut L?-
approximieren lassen. Stetige Funktionen n&mlich approximieren
Treppenfunktionen fiir die L2-Metrik, wie figura docet,

und Treppenfunktionen approximieren, wie wir wissen, beliebige in-
tegrable Funktionen beliebig gut fiir die L?-Norm. Um nun eine
stetige Funktion fiir die L?-Norm durch Funktionen i $kVk Zu ap-
proximieren, geniigt es, sie gleichmafig zu approximieren, denn

If =gl <e=1[f-gla<e-Vb-a

Zwei wichtige Beispiele von vollstdndigen Orthonormalsystemen
wollen wir kennenlernen. Zunéachst die

(2.3) Legendrepolynome. Im Raum V der integrablen Funktio-
nen auf dem Intervall [—1,1] betrachte die Polynome:

@0:17 Y1 =, 7()011:37”-
Sie bilden eine Basis des Vektorraumes aller Polynome vom Grad

< n. Wir produzieren aus dieser Basis induktiv eine Orthonormal-
basis vy, ...,v, durch

(2.4) Schmidt-Orthonormalisierung.
k
vo = @o/lpolz, - Ukg = Pkt — (PR, v5)2 - vy,
§=0
wobei « so bestimmt wird, daf |vi11] = 1, also « ist die Norm der
rechten Seite der letzten Gleichung. (Il
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Das so konstruierte Orthonormalsystem von Polynomen ist bis
auf konstante Faktoren das System der Legendrepolynome. Es ist
vollsténdig nach dem Approximationssatz von Weierstrafl, der von
Vg, - - -, Up erzeugte Vektorraum ist ja der Raum aller Polynome vom
Grad hochstens n .

Will man eine beliebige Funktion f : [—1,1] — R beziiglich der
L?-Norm durch ein Polynom vom Grad hochstens n approximieren,
so gibt die beste Approximation das Polynom

n

> (f.vk)2 - vk

k=0
Die Normierung der Legendrepolynome P, = ¢, - v, ist traditionell
so bestimmt, daf sie an der Stelle 1 den Wert 1 haben. Es ergibt sich

damit
vy =4 /n+ % - P,
fiir das n-te Legendrepolynom P, .
Das zweite klassische Beispiel, das wir erwédhnen wollen, ist die:

(2.5) Fourier-Entwicklung. Im Raum F7_ der auf dem Inter-
vall [—7, 7] integrablen Funktionen bilden die geeignet normierten
trigonometrischen Funktionen

1

vp(x) = 7 sin(nx), neN,
1

vp(x) = N cos(nz), n e —N,
1

ein Orthonormalsystem; die Berechnung

1 fiirn=m,

]vn(t) vm (1) dt = Onm = { 0 fiir n # m,

gelingt leicht, wenn man bedenkt, daf§ die komplexwertige Funktion
e’k fiir k # 0 die Stammfunktion +e™** hat. Eigentlich ist dies nach
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unseren Begriffen ein Paar von Funktionen, Real- und Imaginéarteil,
und entsprechend ein Paar von Stammfunktionen.

Weil die Funktionen v, alle 2m-periodisch sind, fafit man auch
f € FT_ als 2w-periodische Funktion auf, indem man

F(t+2m) = £(2)

setzt. Dann hat f die L?-konvergente Fourierentwicklung

fit) = % + Z an cos(nt) + Z by, sin(nt),
(2.6) L7 "~ " 7
an = — /cos(nt)f(t) dt, b, = = /sin(nt)f(t) dt.

Sie beschreibt eine durch f dargestellte periodische Schwingung als
Superposition harmonischer Schwingungen. Es bleibt uns zu zeigen,
dafl das System der angegebenen Funktionen v, , n € Z vollstandig
ist, und dazu geniigt es, folgendes zu zeigen:

(2.7) Satz (trigonometrische Approximation). Jede stetige 2m-peri-
odische Funktion ist ein gleichméfiger Limes von trigonometri-
schen Polynomen, das sind Funktionen der Gestalt

Z ay, cos(kt) + by sin(kt).

k=0

Beweis: Eine 2m-periodische Funktion f kann man als Funktion
St R, et f(t)

auf dem Kreis S' = {z € C | |z| = 1} auffassen. Dann diirfen wir
annehmen, dafl f auf ganz C stetig ist, indem wir f(z) = |z|- f(2/|z])
fir z # 0, und f(0) = 0 setzen. Jetzt betrachten wir das Quadrat
Q ={z] ||zl <1} in C und approximieren f auf @ durch ein
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Polynom in den beiden Variablen z = Re(z) und y = Im(z), also
durch
pla,y) = > awa™y’, |p—flo<e
k+e<n
Dafl das moglich ist, sagt der Approximationssatz von Weierstrafl in
zwei Variablen, den wir hier zitieren wollen. Man kann ihn aus dem
in einer Variablen gewinnen oder direkt ebenso zeigen. Sind wir so
1 1

weit, so setzen wir z = (e + e ), y = 5 (e — ™) fiir (z,y)

€ 8! ein und erhalten eine Darstellung

n
ple,y) = > ae*, e eC.

k=—n
Dann ersetzt man wieder nach Eulers Formel die e-Funktion durch
Sinus und Kosinus und findet das gesuchte trigonometrische Poly-
nom. Im Ergebnis ist alles wieder reell, denn p(x,y) ist ja reell, alles

Imaginére kann man weglassen. ]

Das war nun nicht etwa eine Darstellung der Theorie der Le-
gendrepolynome und der Fourierentwicklung, sondern nur eine Ein-
ladung, sich diesen Gegensténden zuzuwenden. Vieles ware zu sagen
davon.

8 3. Mengen

FEine Menge X heifit endlich, wenn sie leer ist, oder eine sur-
jektive Abbildung {1,2,...,n} — X zuldft. Sie heifit abz&hlbar,
wenn es eine surjektive Abbildung N — X gibt, also wenn man X
in einer Folge durchlaufen kann:

X ={z, |neN}

Nicht leere endliche Mengen sind abzéhlbar, zum Beispiel durch eine
schlieBlich konstante Folge.
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(3.1) Satz. Jede nicht leere Teilmenge einer abzihlbaren Menge
ist abzahlbar. Jede abzahlbare Vereinigung abzdhlbarer Mengen ist
abzéhlbar.

Beweis: Die erste Behauptung ist trivial. Zur zweiten: Sei A =
{A(n) | n € N} die abgezéhlte Indexmenge, und zu jedem X € A
sei Xy = {z), | m € N} die zugehérige abgeziihlte Menge. Die
Vereinigung, um die es geht, ist

U X = X = {23 | (m,n) e N x N}

AEA neN

Es geniigt nun, eine Surjektion N — N x N anzugeben, also alle
Paare natiirlicher Zahlen in einer Folge zu durchlaufen. Das tut die
Cauchy-Abzahlung: Ordne die Paare in nachfolgendem Schema
an, und durchlaufe nacheinander die Diagonalen {(m,n)|m+n = k},
E=2,3,...

—(1,4) -

?/
//
/

(3,4) -
]
Demnach sind N, -N, Z =NU{0}U-N und Q =,y = - Z

abzéhlbar. Das weifl man erst zu wiirdigen, wenn man folgendes
dagegenhalt:



192 VI. METRISCHE UND TOPOLOGISCHE RAUME

(3.2) Satz von Cantor. Ein nicht leeres offenes reelles Intervall
ist nicht abzahlbar. Die Potenzmenge von N, also die Menge der
Teilmengen von N, ist nicht abzédhlbar.

Beweis: Angenommen, die Potenzmenge von N wire abzéhlbar,
also wir hétten eine Abzéahlung

(X, |n€N)
aller Teilmengen von N | so definiere eine Teilmenge Y C N durch
neyY <n¢X,.

Dann ist Y # X, fur alle n, denn ware Y = X,,, so ergébe sich der

Widerspruch n € Y <= n ¢ Y. Das zeigt die zweite Behauptung.
Die Teilmengen X C N entsprechen umkehrbar eindeutig ihren

charakteristischen Funktionen x, :N — {0,1}, die durch

Xy(n)=1l<=neX

erkart sind. Demnach ist also auch die Menge aller Folgen, die nur
die Werte 0,1 annehmen, nicht abzahlbar. Jede solche Folge kann

man als Dezimalzahl
0,a1a2..., mit a; €{0,1}

deuten, und wenn schon diese eine nicht abzahlbare Menge bilden, so
erst recht das ganze Intervall (0,1), und dann jedes Intervall (a,b),
a < b, weil sich (0,1) bijektiv darauf abbilden 148t durch

t— (1—1t)a+td.

Ist also das Intervall (0, 1) nicht abzéhlbar, so auch (a,b) nicht.
(Il

Der Beweis zeigt in Wahrheit ganz allgemein, daf sich eine Menge
nie bijektiv auf ihre Potenzmenge abbilden 1aft.
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Eine reelle Zahl heift algebraisch, wenn sie Wurzel eines Poly-
noms f # 0 mit ganzen Koeffizienten ist. Man sieht mit (3.1) sehr
leicht, dafl es nur abzahlbar viele algebraische Zahlen gibt: Zu jedem
Grad gibt es nur abzéhlbar viele Polynome, es gibt nur abzéhlbar
viele Grade, und zu jedem Polynom nur endlich viele Wurzeln. Die
meisten reellen Zahlen sind also nicht algebraisch, aber es ist nicht so
leicht, auch nur eine anzugeben, und der Beweis, dal e und 7 nicht
algebraisch sind, war ein grofler und berithmter Erfolg der Mathe-
matik des vorigen Jahrhunderts.

Der Anfianger wird immer bestrebt sein, Folgen oder Funktionen,
die er brauchte, moglichst explizit und in Formeln dastehen zu haben,
am liebsten mit den ihm schon vorgestellten Zeichen und Symbolen.
Indessen kann man durch Verkettung von endlich vielen Zeichen auf
dem Papier im ganzen natiirlich nur abzahlbar viele Formeln erzeu-
gen, wahrend es tiberabzahlbar viele Folgen gibt ...

§ 4. Metrische Raume

Ein metrischer Raum X besteht aus einer Menge, die wir
mit demselben Buchstaben X bezeichnen, und deren Elemente wir
Punkte nennen, sowie einer Metrik

d: X x X — R,

die einem Paar von Punkten x,y € X ihren Abstand d(z,y) zuord-
net, so daf folgendes erfiillt ist:

(i) d(z,y) =0 genau wenn x =y.
(ii) Symmetrie: d(z,y) = d(y,z).
(iii) Dreiecksungleichung: d(x,z) < d(z,y) + d(y, 2) .
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Aus diesen Axiomen folgt: 0 = d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) =
2d(z,y), also
d(z,y) = 0.

Wir kennen schon viele metrische Raume. Jeder normierte Vektor-
raum (V]| -|) wird ein metrischer Raum durch die Metrik

d(z,y) = |z —y|.

Eine Teilmenge U eines metrischen Raumes X wird ein metrischer
Raum durch Einschrinkung der Metrik auf die Teilmenge, also auf
U x U. Diese Rdume heiflen Unterrdume von X .

Ist X ein metrischer Raum, p € X ein Punkt und ¢ > 0, so
erklart man die e-Umgebung von p oder offene Kugel vom Ra-
dius £ um p als

Ue(p) = {z € X | d(z,p) < e}.

U.(p) in einem Unterraum von R?

Eine Umgebung von p ist eine Teilmenge U von X, die eine
e-Umgebung von p enthélt, also p € U.(p) C U fiir ein € > 0. Eine
Teilmenge U von X heifit offen, wenn sie mit jedem Punkt p € U
noch eine Umgebung von p enthélt.

(4.1) Beispiel. Die offenen Kugeln U,.(p) sind offen.
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Beweis: Ist « € U,(p), also d(z,p) < r, und € =r — d(z,p), so ist
Ue(z) C U,(p), denn fir y € Uc(x) ist d(y,z) < €, also d(y,p) <
d(y,z) +d(z,p) < e +d(z,p) =r. O

(4.2) Eigenschaften offener Mengen.

(i) Der ganze Raum X und @ sind offen.
(ii) Sind Uy,...,Uy offen, so auch Uy N---NUy.
(iii) Sind die Mengen Uy fiir A\ € A offen in X, so auch ihre Ver-
einigung (Jycp Un-

Beweis: (i) ist offenbar. (ii) Ist p € Uy N---N Uy, so hat p in jeder
Menge U, eine €;-Umgebung, und ist ¢ = min{e; |j =1,...,k}, so
liegt die e-Umgebung von p in allen Uj, also im Durchschnitt.

(iii) Ein Punkt p € (Jycp Ux liegt in einer Menge Uy, dort hat er
eine Umgebung, und diese ist dann auch in der Vereinigung der U)
enthalten. ]

Hier sind wir nun bei dem Grundbegriff angekommen, den man
heute an den Anfang zu stellen pflegt. Kennen wir einmal die of-
fenen Mengen, so konnen wir sagen: Eine Teilmenge V von X ist
eine Umgebung von p € X, wenn es eine offene Menge U gibt, mit
p € U C V. In der Tat, hat man eine Umgebung nach unseren
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bisherigen Erklarungen, so kann man eine e-Umgebung fiir U neh-
men, siehe (4.1). Und hat man die offene Menge U, so enthilt sie ja
insbesondere eine e-Umgebung von p. Metrische Radume haben die

(4.3) Hausdorffeigenschaft. Verschiedene Punkte p,q aus X ha-
ben disjunkte Umgebungen.

Beweis: Wiéhle ¢ = d(p, q)/2, dann sind die e-Umgebungen von p
und ¢ disjunkt nach der Dreiecksungleichung. |

Eine Folge (z,) in X konvergiert gegen p € X, wenn in jeder
Umgebung von p schlieflich alle x, liegen. Die Hausdorffeigen-
schaft sorgt fiir die Eindeutigkeit des Grenzwertes. Je nachdem,
welche Metrik man zugrundelegt, erhalt man so verschiedene Sorten
Konvergenz. Zum Beispiel die Supremumsnorm auf dem Raum der
beschrankten Funktionen auf einem Raum fiithrt zu der gleichméafligen
Konvergenz, und diese ist verschieden von der L?-Konvergenz in
dem Raum der stetigen Funktionen (auf einem Intervall) mit der
L2-Metrik.

Auch das Cauchy-Kriterium kénnen wir in einem beliebigen metri-
schen Raum formulieren — hier wird wirklich die Metrik benutzt.
Eine Folge (x,) ist eine Cauchy-Folge wenn gilt: Zu jedem ¢ > 0
gibt es ein m € N, sodaB fiir alle k € N gilt:

ATyt ky Trn) < E.

Aber Cauchy-Folgen miissen nicht konvergieren. Hier hilft eine De-
finition: Ein metrischer Raum heifit vollstandig oder komplett,
wenn in ihm jede Cauchy-Folge konvergiert. Wir kennen Beispiele:

(4.4) Bemerkung. Der Raum der beschrinkten stetigen Funktio-
nen auf D # & mit der Supremumsnorm ist vollstandig.

Der euklidische Raum R"™ ist vollstandig.
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Beweis: Das erste haben wir in (II, 4.5) festgestellt. Das zweite ist
der Spezialfall D = {1,...,n}. Es kommt nicht darauf an, welche
der von uns betrachteten Metriken auf R™ man nimmt, weil sich
jeweils eine durch die andere mit einem konstanten Faktor (1 oder
\/n) abschétzen 148t. O

Tatséchlich kann man in der Bemerkung fiir D einen beliebigen
Raum nehmen, es braucht kein Intervall zu sein. Das alte Argument
in (II, 4.5) iibersteht jede Verallgemeinerung.

Ein vollstandiger normierter Vektorraum heift ein Banachraum.
Ein vollstandiger euklidischer Vektorraum heift ein Hilbertraum.
Eine Folge im R" konvergiert genau dann, wenn fiir j =1,...,n die
Folge der j-ten Komponenten der gegebenen Folge konvergiert.

Auch Beispiele fiir nicht komplette Rdume gibt man leicht an:
Man braucht nur aus einem kompletten Raum einen Limespunkt
herauszunehmen. So ist zum Beispiel R\ {a} fiir jedes a € R un-
vollstdndig, denn (a+1/n) ist hierin eine nicht konvergente Cauchy-
folge. Auch der Raum F?, a < b, der Riemann-integrablen Funk-
tionen mit der L2-Norm ist unvollstindig. Das ist ein wesentlicher
Mangel des Riemannintegrals.

§ 5. Topologische Raume

Hier erreichen wir den hochsten Grad der Abstraktion: Die Eigen-
schaften offener Mengen (4.2) machen wir zur

Definition. Ein topologischer Raum X besteht aus einer Menge,
die wir auch mit X bezeichnen, zusammen mit einer Topologie auf
dieser Menge. Die Topologie ist eine Menge O von Teilmengen von
X . Diese heifien offen in X . Uber sie wird folgendes gefordert:
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(i) Der ganze Raum X und @ sind offen.
(ii) Sind Uy, ..., Uy offen, so auch Uy N---NUj.
(iii) Sind die Teilmengen Uy, A € A, offen in X, so auch ihre Ver-
einigung | Jycp Ux.

Die Elemente von X nennen wir Punkte. Eine Umgebung
eines Punktes p € X ist eine Menge V' C X, sodaf es eine offene
Menge U C X gibt, mit p € U C V. Mit dieser Definition kommt
es dann wieder so heraus, daf eine Teilmenge U von X genau dann
in X offen ist, wenn sie mit jedem Punkt noch eine Umgebung des
Punktes enthéalt, und weil Obermengen von Umgebungen ja auch
Umgebungen sind heifit das, U ist offen in X genau wenn U eine
Umgebung jedes Punktes von U ist: Die offenen Mengen sind ja
Umgebungen ihrer Punkte, und umgekehrt wenn U eine Umgebung
jedes Punktes p € U ist, so enthélt U eine offene Menge V,, mit p €
Vp C U, und dann ist U die Vereinigung der offenen Mengen V,,,
p € U, also offen.

Der topologische Raum X heifit hausdorffsch, wenn je zwei ver-
schiedene Punkte aus X disjunkte Umgebungen besitzen. Statt dis-
junkt sagt man auch fremd. Wir werden fortan im allgemeinen nur
hausdorffsche topologische Raume betrachten. Aber man hat auf X
immer die grobste Topologie, fiir die nur X und @ offen sind, und
sie ist natiirlich nicht hausdorffsch, wenn X mindestens zwei Punkte
hat. Man hat auch immer die diskrete Topologie auf X, fir die jede
Teilmenge offen ist. Sie ist hausdorffsch.

Ist X ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge, so hat
man eine Topologie auf Y durch die Festsetzung: U ist offen in Y,
wenn es eine offene Menge V in X gibt, mit U = VNY . Der Raum
Y mit dieser Topologie heiit Teilraum oder Unterraum von X
und seine Topologie die Teilraumtopologie.

Jeder metrische Raum hat eine durch die Metrik induzierte Topo-
logie, die wir im letzten Abschnitt kennengelernt haben.
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Sei X ein topologischer Raum und A C X . Man sagt, ein Punkt
p € X beriihrt A oder er ist ein Berithrungspunkt von A, wenn
jede Umgebung von p auch Punkte aus A enthélt. Beispiel: X = R,
A =(0,1), p =0 oder p = 1. Natiirlich beriithren die Punkte von
A auch A, und A heif3t abgeschlossen in X, wenn jeder Punkt
p € X, der A beriithrt, zu A gehort.

(5.1) Bemerkung. Genau dann ist A abgeschlossen in X, wenn
das Komplement X \ A offen in X ist.

Beweis: Sei A abgeschlossen in X und p ¢ A, dann beriihrt p
auch A nicht, besitzt also eine Umgebung, die A nicht trifft, die also
auch in X ~ A liegt, und das zeigt, daBl X . A offen ist.

Sei umgekehrt X \ A offen, dann ist X \ A eine Umgebung jedes
Punktes von X\ A, und sie trifft A nicht, also kein Punkt aus X \ A
beriihrt A. O

Durch Ubergang zum Komplement erhélt man also aus der Defi-
nition einer Topologie:

(5.2) Bemerkung. Der Raum X und @& sind abgeschlossen, endli-
che Vereinigungen und beliebige Durchschnitte abgeschlossener Teil-
mengen von X sind abgeschlossen. O

Ist Y eine beliebige Teilmenge von X, so enthélt Y eine grofite
offene Menge, die Vereinigung aller in X offenen Teilmengen von Y .

Diese heifit das Innere Y von Y. Auch liegt Y in einer kleinsten
abgeschlossenen Teilmenge, dem Durchschnitt aller abgeschlossenen
Teilmengen von X, die Y enthalten. Diese heit der Abschluf3 Y
von Y und besteht aus allen Punkten p € X, die Y berithren. Die
Teilmenge Y heifit dicht in X, wenn Y = X .
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Ist X metrisch, so kénnen wir den Abschlufl auch wie folgt be-
schreiben:

(5.3) Bemerkung. Sei X metrisch und Y C X. Genau dann ist
p €Y, wenn es eine Folge (y,) in Y gibt, die gegen p konvergiert.

Beweis: Angenommen p € Y, so beriihrt p die Menge Y und
insbesondere die 1/n-Umgebung von p trifft ¥ in einem Punkt y,,.
Die Folge (y,) konvergiert dann gegen p. Konvergiert eine Folge
(yn) aus Y gegen p, so enthilt jede Umgebung von p fast alle y,,,
also p beriihrt Y. O

Es gehort zu den grundlegenden Gestaltprinzipien der heutigen
Mathematik, daB man nicht nur Objekte betrachtet, wie z.B. Grup-
pen, Vektorrdume, ..., sondern auch die zugehorigen Morphismen,
also Homomorphismen, lineare Abbildungen ... . So gehoéren zu den
topologischen Raumen die stetigen Abbildungen.

Definition. Eine Abbildung f : X — Y 2zwischen topologischen
Raumen heift stetig an der Stelle p € X, wenn fiir jede Umgebung U
von f(p) das Urbild f~U eine Umgebung von p ist. Die Abbildung
heiBit stetig, wenn sie an jeder Stelle in X stetig ist.

Dies letztere aber heif3t:

(5.4) Bemerkung. Genau dann ist f : X — Y stetig, wenn die
Urbilder f~'U offener Mengen U C Y stets offen in X sind.

Beweis: Jede Umgebung enthilt eine offene, und eine Menge ist
offen genau wenn sie eine Umgebung jedes ihrer Punkte ist. Ist also
f stetig und U offen in Y, so ist U eine Umgebung jedes f(p) € U,
also f~'U eine Umgebung jedes p € f~'U, also f~'U offen. Sind
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umgekehrt die Urbilder offener Mengen offen, so insbesondere die Ur-
bilder offener Umgebungen von f(p), und sie sind demnach Umge-
bungen von p, also f ist stetig. O

Die Identitat
d: X —-X, z—=x

ist stetig, und sind

X—=Y—=27 [flp)=g
f g

Abbildungen topologischer Rdume, und ist f an der Stelle p und g
an der Stelle ¢ stetig, so g o f an der Stelle p; ist ndmlich U eine
Umgebung von g(f(p)) in Z, so ist g7'U eine Umgebung von ¢ =
f(p),und f~tg='U = (go f)~'U eine Umgebung von p. Die Menge
aller stetigen Abbildungen X — Y bezeichnen wir mit

C(X,Y)=CX,Y).

Man spricht von der Kategorie der topologischen Raume und stetigen
Abbildungen. Ihre Isomorphismen heilen Homdéomorphismen: Eine
Abbildung f : X — Y heifit ein Hom6omorphismus, wenn f
bijektiv ist, und f und f~! stetig sind. Das heifit also: Genau dann
ist U offen in X, wenn f(U) offen in Y ist.

Beachte. Es gentigt nicht, dal3 f stetig und bijektiv ist.

Zum Beispiel jede injektive Abzdhlung N — Q ist stetig und
bijektiv, aber sie ist nie ein Homéomorphismus, weil N diskret ist,
Q aber nicht.

Existiert zwischen X und Y ein Hom6omorphismus, so heiflen
die RAume homoéomorph.

Zum Beispiel ist der Wiirfel der Punkte x = (21,...,2,) € R"
mit |z;| < 1 hom6omorph zur Kugel der z € R" mit |z| < 1.
Als topologische Réume betrachtet sind Kugel und Wiirfel gleicher
Gestalt. Warum?
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§ 6. Summen, Produkte und Quotienten

Das Produkt X x Y zweier topologischer Radume X,Y ist wie
folgt erklart:

Als Menge ist X x Y das cartesische Produkt, also die Menge
aller Paare (z,y), mit € X und y € Y. Die offenen Mengen
des Produkts sind die beliebigen Vereinigungen von Mengen U x V
C X xY,wo U offen in X und V offen in Y ist.

X xY

Nicht etwa alle offenen Mengen des Produkts lassen sich so als Pro-
dukt UxV darstellen, zum Beispiel R? = Rx R, die offenen Mengen
der Ebene sind Vereinigungen offener achsenparalleler Rechtecke.

Man hat die beiden kanonischen Projektionen

pri: X xY =X, pro: X XY =Y,
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pri(z,y) = x, pra(z,y) = y, und eine Abbildung f : Z — X xY
schreibt sich als Paar:

f=(1,f):Z—=XXxY, fi=priof, fa=praof.
Das Produkt hat folgende

(6.1) Universelle Eigenschaft des Produkts. Man hat die kano-
nische Bijektion

C(ZvXXY)HC(ZvX)XC(ZaY)a fH(flva)'

Der Satz sagt mit anderen Worten: Eine Abbildung Z — X x Y
in das Produkt ist genau dann stetig, wenn beide Komponenten stetig
sind.

Beweis: Jede Umgebung von (z,y) € X x Y enthélt eine Umge-
bung der Form U x V' mit offenen Umgebungen U von x und V' von
y,und f~HUXV) = fl_lUﬁf2_1V. Daraus liest man leicht ab, dafl
f genau dann stetig ist, wenn f; und fo stetig sind. O

Natiirlich kann man auch Produkte mit mehr Faktoren betra-
chten, und (X xY)x Z =X x (Y xZ)=XxY xZ .... Das
Produkt von Hausdorflraumen ist wieder hausdorffsch.

Die Bildung der topologischen Summe ist noch simpler als die des
Produkts. Die topologische Summe X LI'Y zweier topologischer
Réume X,Y ist als Menge die disjunkte Vereinigung X U Y der
beiden Mengen, und eine Teilmenge U UV ist offen genau wenn U
offen in X und V offen in Y ist. Das heiflt also, eine Teilmenge
W C XUY ist offen genau wenn ihr Durchschnitt mit X und mit Y
offen in X bzw. Y ist. Oder noch anders gesagt: X und Y mit ihrer
kanonischen Inklusion in X UY sind offene Unterrdume. Nun hat
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man vielleicht Schwierigkeiten, die disjunkte Vereinigung zu bilden,
wenn X und Y nun mal nicht disjunkt sind. In diesem Fall bildet
man das Produkt (X UY) x {0,1} und hat darin:

Xuy = (X x{0}) U (Y x{1})

X X x {0}

Man hat die kanonischen Inklusionen der beiden Summanden:
i1: X —-XUY, z—~ (2,00 und ix:Y —-XUY, y— (y,1),

und die Topologie ist so, da} dies Homéomorphismen auf ihr Bild
und die Bilder offen sind. Die topologische Summe hat folgende

(6.2) Universelle Eigenschaft der Summe. Man hat die kano-
nische Bijektion

C(XUY,Z) - C(X,2) x C(Y,Z), [ (foir,foi).

Beweis: Dies sagt: Eine Abbildung f : X UY — Z ist stetig,
genau wenn ihre Einschrankung auf X und Y stetig ist. Und das ist
klar. |

FEine naheliegende Weise und in der Tat eine klassische Meth-
ode, topologische Raume zu beschreiben und zu untersuchen, besteht
darin, dafl man einen neuen Raum aus zwei einfacheren Teilrdumen

X und Y zusammenklebt:
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Man fithrt auf X UY eine Aquivalenzrelation ein, bei der jeder
Punkt zu sich selbst, und sonst nur hochstens zu einem anderen
dquivalent ist, mit dem er verklebt (identifiziert) werden soll. Der
Quotient, der Raum der Klassen (X LY)/ ~ erhilt die Quotienten-
topologie fiir die kanonische Projektion X UY — (X UY)/ ~. Sie
ist wie folgt erklart:

Sei X ein topologischer Raum, Y eine Menge und f : X — Y
eine Abbildung. Eine Teilmenge U C Y ist offen in der Quotien-
tentopologie fiir f auf V', genau wenn f~'U offen in X ist. Weil
FPUNUN = Uy S0, und f71N), Ux =N, f U, ist dies eine
Topologie auf Y. Sie hat folgende

(6.3) Universelle Eigenschaft der Quotiententopologie.

Eine Abbildung g : Y — Z des Quotientenraumes in einen topolo-
gischen Raum 7 ist genau dann stetig, wenn die Zusammensetzung
gof: X — Z stetig ist:

Beweis: DaB g stetig ist heiBt: ¢~ 'U ist offen in Y, falls U of
fen in Z ist, und das heifit nach Definition der Quotiententopologie:
Ftg71U ist offen, also (go f)~!U ist offen in X . Das heifit aber,
daBl go f stetig ist. O
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Ein Beispiel fiir einen interessanten Raum, den man so durch
Verkleben gewinnt, ist das Mobiusband. Man gewinnt es als Quo-
tient des Rechtecks [0,1] x [—1,1], indem man (0,¢) mit (1,—t) iden-

tifiziert:
q Naht
— ’

Mobiusband

|
—_
=

Was erhélt man, wenn man das Mobiusband entlang der Seele
{(s,0) | s €[0,1]}

aufschneidet? Kann man beim Mobiusband von einer Vorder- und

einer Riickseite reden?

Ein damit verwandtes wichtiges Beispiel bilden die reellen pro-
jektiven Raume RP". Diese schonen Réume entstehen aus den
Sphiren S" = {z € R™"! | |z| = 1} durch Identifikation antipodi-
scher Punkte:

RP" = S"/x ~ —x.

§ 7. Kompakte Raume

Sei X ein topologischer Raum. Eine offene I"Jberdeckung von
X ist eine Familie (Uy | A € A) offener Teilmengen von X, sodafl
X = UxeaUx. Auch wenn X ein Teilraum von Y ist, und die
Uy offen in Y sind, nennt man die Familie (Uy | A € A) eine offene
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Uberdeckung von X, wenn X C Uxea Ux. Die Uberdeckung heifit
endlich, wenn A endlich ist, und ebenso sagt man, eine Uberdeckung
(Ux | A € A) enthilt die Uberdeckung (U, | v € T'), wenn T' C A.
Ein hausdorffscher topologischer Raum X heifit kompakt, wenn jede
offene Uberdeckung von X eine endliche offene Uberdeckung enthélt.
Geht man zu Komplementen iiber, so erhélt man die &quivalente
Beschreibung:

(7.1) Notiz. Genau dann ist ein hausdorffscher Raum X kompakt,
wenn folgendes gilt: Ist (Ax | A € A) eine Familie abgeschlossener
Teilmengen in X und (o, Ax leer, so gibt es eine endliche Index-

menge I' C A mit (| Ay = 2.

Damit man bei den nachfolgenden Erklédrungen einen Leitstern
vor Augen hat, will ich gleich vorweg sagen, daf} die kompakten Teil-
mengen des R™ genau die beschrankten und abgeschlossenen sind.
Alles Allgemeine, was wir jetzt lernen, ist uns fiir kompakte Intervalle
schon begegnet. Ein diskreter kompakter Raum ist natiirlich einfach
eine diskrete endliche Menge, und in vielen Situationen ist Kompak-
theit die passende topologische Verallgemeinerung von Endlichkeit.
Doch nun eins nach dem anderen.

(7.2) Satz. Ist X kompakt und A C X abgeschlossen, so ist auch A
kompakt. Ist umgekehrt X hausdorffsch und A C X kompakt, so ist
A abgeschlossen. Die abgeschlossenen Teilmengen eines kompakten
Raumes sind also genau die kompakten Teilrdume.

Beweis: Sei (Fy|A € A) eine Familie abgeschlossener Teilmengen
in A mit leerem Durchschnitt. Dann ist jedes F)\ auch abgeschlossen
in X, und weil X kompakt ist, gibt es eine endliche Indexmenge

I' C A, sodafl schon (), . Fy, = @. Das zeigt die erste Behauptung.

vel
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Nun sei X hausdorffsch und p ¢ A. Wir suchen eine Umgebung von
p, die A nicht trifft.

Nun, zu jedem a € A findet man eine offene Umgebung U(a)
von ¢ und V(a) von p mit U(a) N V(a) = @. Endlich viele U(a)
iiberdecken A, und der Durchschnitt der entsprechenden V(a) liegt
in ihrem Komplement, trifft also A nicht, und ist eine Umgebung
von p.

Im allgemeinen hangt es von dem umgebenden Raum X ab, ob
eine Teilmenge A C X abgeschlossen ist, und nicht nur von der
auf A induzierten Topologie. Ist aber X hausdorffsch und A C X
kompakt, so erzwingt diese innere Eigenschaft von A, dal A in
X abgeschlossen ist. Und in einem kompakten Raum X sind die
abgeschlossenen Teilmengen genau die kompakten.

(7.3) Satz. Ist X kompakt, Y hausdorflsch und f: X — Y stetig,
so ist f(X) auch kompakt, und f(X) hat die Quotiententopologie
fiir f.



§7. KOMPAKTE RAUME 209

Beweis: Sei (Uy| A € A) eine offene Uberdeckung von f(X), dann
ist {f~1Ux|\ € A} eine offene Uberdeckung von X. Weil X kom-
pakt ist, gibt es eine endliche Indexmenge I" C A, sodafl die Familie
(f~'Ux| X €T) noch X iiberdeckt, und dann ist auch (Uy |\ € T)
eine endliche Uberdeckung von f(X). Also ist f(X) kompakt. Ist
nun A C f(X) und f~'A abgeschlossen, so ist f~!A kompakt, also
ist auch A = ff~'A kompakt, also ist A abgeschlossen. Mithin ist
A C f(X) abgeschlossen, genau wenn f~'A in X abgeschlossen ist,
und das zeigt, dal f(X) die Quotiententopologie fiir f: X — f(X)
tragt. |

Dieser Satz hat folgende bemerkenswerte Konsequenz:

(7.4) Satz. Ist X kompakt, Y hausdorffsch und f: X — Y stetig
und bijektiv, so ist f ein Homéomorphismus.

Beweis: A ist abgeschlossen in Y genau wenn f~!A abgeschlossen
in X ist. ]

Im allgemeinen, wie wir schon bemerkt haben, mufl die Umkehrab-
bildung einer stetigen Bijektion nicht stetig sein, siche die Abzahlun-
gen N — Q. Aber wenn die beteiligten Rdume kompakt sind, so
ist die Umkehrung einer stetigen Bijektion automatisch stetig. Fiir
Intervalle haben wir das frither schon festgestellt.

Wir wissen jetzt schon, dafl ein kompakter Teilraum eines metri-
schen Raumes abgeschlossen ist. Eine Teilmenge K eines metrischen
Raumes (X, d) heifit beschrankt, wenn es einen Punkt p € X und
ein n € N gibt, soda3 K in der Kugel um p vom Radius n liegt:

K c{xe X |d(z,p) <n}.
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(7.5) Satz. Ein kompakter Teilraum eines metrischen Raumes ist
beschréankt.

Beweis: Ist X der metrische Raum und p € X, so wird das ganze
X, also insbesondere die kompakte Menge K, von der Familie aller
Kugeln {z|d(z,p) < n}, n € N, iiberdeckt, also K von endlich
vielen, also von einer, der mit dem groéfiten n. O

Eine kompakte Teilmenge des R"™ ist also beschrankt und abge-
schlossen. Um auch die Umkehrung zu zeigen, miissen wir nur be-
weisen, dafl ein Wiirfel {z | ||z|| < r} kompakt ist, denn jede be-
schriankte abgeschlossene Menge liegt in so einem Wiirfel und ist
damit nach (7.2) auch kompakt. Wir zeigen zunéchst:

(7.6) Lemma. Ein abgeschlossenes Intervall [a,b] C R ist kompakt.

Beweis: Sei (Ux|\ € A) eine offene Uberdeckung des Intervalls.
Wir finden dann ein § > 0 mit folgender Eigenschaft: Fir jedes
p € [a, b] liegt die 6-Umgebung von p in einem Uy, A € A. Haben wir
das, so zerlegen wir das Intervall [a,b] in endlich viele Teilintervalle
der Léange kleiner §. Weil jedes Teilintervall in einem Uy, A € A
liegt, wird das ganze von endlich vielen {iberdeckt.

Nun zum Finden von d. Angenommen, so ein § existiert nicht,
dann ist auch § = 1/n fiir kein n gut. Wir finden demnach ein
Pn € [a,b], sodal die 1/n-Umgebung von p,, in keinem Uy, A € A,
liegt. Nach Bolzano-WeierstraB, Ubergang zu einer Teilfolge, diirfen
wir annehmen, daf§ die Folge (p,) gegen ein p € [a,b] konvergiert.
Dieser Punkt p aber hat eine e-Umgebung, die ganz in einer der
Mengen Uy, A € A, enthalten ist. Ist dann n so grol gewéhlt, daf3
|pr — p| < €/2 und 1/n < &/2, so liegt auch die 1/n-Umgebung von
P, noch in der e-Umgebung von p und damit in U), , ein Widerspruch.
Y O
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Man sieht am Beweis, daf§ dieses Lemma die eigentliche Quint-
essenz des Satzes liber gleichméfige Stetigkeit enthalt. Nun miissen
wir noch zeigen, dafl ein Produkt kompakter Raume kompakt ist.
Auf dem Wege dahin liegt das auch fiir sich niitzliche

(7.7) Tubenlemma. Sei K kompakt, p € X und U offen in X x K ,
mit {p} x K C U. Dann gibt es eine offene Umgebung V C X von
p mit V x K CU. Man nennt V x K eine Tubenumgebung von
{p} x K in X x K.

e

-
A
-
//
//
//
//

1

Beweis: Zu jedem k € K gibt es eine offene Umgebung V) von
p in X und Wy von k in K mit (p,k) € Vp x Wy, C U. Die Wy,
k € K, iiberdecken K, und das tun auch endlich viele von ihnen. Sei
V' der Durchschnitt der entsprechenden Vj, dann ist

VxK C|JVixWy) c U O
k

(7.8) Satz. Ein Produkt hausdorffscher Rdume ist hausdorffsch. Ein
Produkt kompakter Raume ist kompakt.

Beweis: Sind (p,q) # (z,y) in X xY ', und sind X,Y hausdorffsch,
so ist p # x oder ¢ # y. Im ersten Fall haben p und z fremde
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Umgebungen U und V in X | und daher (p,q) und (z,y) die fremden
Umgebungen U xY und V xY . Im zweiten Fall analog. Sind nun X
und Y kompakt, und ist (Uy |\ € A) eine offene Uberdeckung von
X x Y, so wird jede Faser {p} x Y, p € X, von endlich vielen U,
iiberdeckt, und diese iiberdecken nach dem Tubenlemma auch noch
eine Menge V,, x Y fiir eine offene Umgebung V,, von p in X . Aber
endlich viele solche V), iiberdecken X. g

Alles in allem wissen wir jetzt, dafl Intervalle [a, b] kompakt sind,
also Wiirfel als Produkte kompakter Intervalle, also deren abgeschlos-
sene Teilmengen, das heifit beschrankte und abgeschlossene Teilmen-
gen von R™, und auch die Umkehrung haben wir bewiesen:

(7.9) Satz von Heine-Borel. Eine Teilmenge des R" ist genau dann
kompakt (als Unterraum), wenn sie beschrdnkt und abgeschlossen ist.
O

Es ist hier wesentlich, dafl wir einen endlichdimensionalen eukli-
dischen Raum betrachten. In einem metrischen Raum (X,d) kann
man immer die neue beschriinkte Metrik d = min{d, 1} einfiihren, die
dieselbe Topologie induziert. In einem beliebigen metrischen Raum
ist also aus der Beschrianktheit einer Menge nichts zu schlieflen.

Bemerken wir zum Schlufi, wie sich einiges, was wir fiir kompakte

Intervalle kennen, jetzt verallgemeinert.

(7.10) Satz. Eine stetige Funktion f : X — R auf einem nicht
leeren kompakten Raum X ist beschriankt und nimmt ein Maximum
und Minimum an.

Beweis: Das Bild f(X) C R ist nicht leer und kompakt, also
beschrankt und abgeschlossen, und enthélt daher sein Supremum und
Infimum. (]
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(7.11) Satz von Bolzano-Weierstra8. Jede Folge in einem kompak-
ten metrischen Raum X besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Zu jedem p € X betrachte die Umgebungen vom Radius
1/n. Wiare der Satz falsch, so diirfen fr jedes p schlieflich diese
Umgebungen nur noch héchstens endlich viele Folgenglieder enthal-
ten, denn sonst konstruiert man leicht eine gegen p konvergente Teil-
folge. Nun, dann aber iiberdecken endlich viele solche Umgebungen,
in die nur endlich viele Folgenglieder fallen, den ganzen Raum X , und
folglich hatte die Folge nur endlich viele Glieder, ein Widerspruch.
|

(7.12) Satz. Sei X metrisch, K C X kompakt, auch Y metrisch
und f: X — Y in jedem Punkt aus K stetig. Dann ist f auf K
gleichméiflig stetig, das heifit: Zu jedem e > 0 existiert ein § > 0,
sodaB fiir alle x € X und p € K gilt:

d(z,p) <0 = d(f(z), f(p)) <e.
Beachte, da nur einer der Punkte p und z in K sein mu.

Beweis: Weil f auf K stetig ist, finden wir zu € > 0 und jedem
p € K ein 6(p) > 0, sodaB

d(x,p) < 20(p) = d(f(2), f(p)) <e/2.

Endlich viele Umgebungen Us,y(p), p € {p1,...,pr} liberdecken K.
Sei § das Minimum dieser d(p;). Ist nun d(z,p) < 4, so auch d(p, p;)
< 0(p;) fiir eines der p;, also d(z,p;) < 2(p;), also d(f(x),f(p))
<d(f(@), f(py)) +d(f(p). f(py)) <e. O

Es ware auch mit Folgen gegangen wie frither, aber so geht es
auch.
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8 8. Zusammenhang

Ein topologischer Raum X heifit zusammenhingend, wenn er
sich nicht in zwei disjunkte nicht leere offene Mengen zerlegen 1af3t.
Das heifit mit anderen Worten, X ist nur auf die triviale Weise X =
X U@ =X als topologische Summe zweier Raume darstellbar.
Der Raum X heifit bogenweise zusammenhingend, wenn zu je
zwei Punkten p,q € X ein verbindender stetiger Weg

w:[0,1] =X, w0)=p, w(l)=gq

existiert.

(8.1) Satz. Ein bogenweise zusammenhangender Raum héangt zu-

saminen.

Beweis: Hétte man eine Zerlegung X =U0UUV, UNV =g, pe U,
q € V, in zwei offene Mengen U und V', so verbinde man p und ¢
durch einen Weg w.

Dann zerféllt das Einheitsintervall [0, 1] disjunkt in die nicht leeren
offenen Mengen w™'U und w™'V . Aber das kann nicht sein, denn
die Funktion f:[0,1] — R, flw™'U =0, flw™'V =1 wiire stetig,
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weil lokal konstant, mit Werten nur 0 und 1, was dem Zwischenwert-
satz widerspricht. |

Insbesondere also Intervalle selbst sind zusammenhangend. Dage-
gen Q hiingt nicht zusammen, es zerfillt zum Beispiel in {q|¢* < 2}
und {q|¢* > 2}. Die Umkehrung des Satzes ist im allgemeinen
nicht richtig, es gibt zusammenhingende Raume, die nicht bogen-

weise zusammenhéangen.

Die Relation “verbindbar” ist eine Aquivalenzrelation, also

x~y <= Esgibt einen Weg w:[0,1] - X
mit w(0) =z, w(l) =y.

Die Aquivalenzklassen heien Bogenkomponenten. Hat nun jeder
Punkt p € X eine Umgebung U von mit p verbindbaren Punkten,
so sind die Bogenkomponenten offen, und X ist genau dann zusam-
menhéngend, wenn es nur eine Bogenkomponente gibt, also wenn
X bogenweise zusammenhéngt. Dies gilt zum Beispiel fiir offene
Teilraume des R".

weiter

Y




Aufgaben

Un denn wurd erst der Ansatz genom-
men, un denn gung’s los! In der Fizigkeit
war ich dir tber, aber in der Richtigkeit
warst du mar tuber.

Unkel Brasig

Zu Kapitel 1

1) Zeige fiir beliebige reelle Zahlen a,b:
(i) a-b>0und a+b>0=a>0 und b > 0.
(ii) Sind a,b >0, so gilt: a < b <= a? < b?.
2) Zeige fir beliebige reelle Zahlen a, b:
Sind a,b > 0, so ist Vab < %(a +b). Wann gilt Gleichheit?
(Nach Definition ist /z > 0 und (y/z)? = z).
3) Seien a,b € R und a <b. Fir z € R setze x4 := max{z,0}.
Zeige: by —ap <b—a.
4) Fiir zwei reelle Zahlen a,b zeige die Formel:
max{a,b} = 3(a+b) + |a —b|.
5) Fir Teilmengen M, N C R setze

M<N <= m<nfiralle me M und n€ N.

Welche der folgenden Aussagen gelten fiir alle nicht leeren Teil-
mengen von R:

(i) M<M. (i) M<NudN<L=— M<L.
(iif) M<Nud N<M = M=N.

Fiir welche Teilmengen genau gilt (i)?

6) Auf ebenem Plan haben sich 37 Géste zur Party versammelt.
Ihre jeweiligen Absténde zueinander seien alle verschieden. Zu
Beginn der Party stellt jeder sich dem ihm zunéchst stehenden
Gast vor. Zeige:
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(i)
(i)
7)

10)

11)

12)

Mindestens einem Gast stellt sich niemand vor.
Niemand stellen sich mehr als 5 Géste vor.

Gegeben seien n positive Zahlen ay, as, as, ..., a,. Das Produkt
je zweier aufeinanderfolgender ajas, asas, ..., a,_1a,, und auch
anay sei stets groBer als 1. Ist dann auch notwendig das Pro-
dukt aller dieser Zahlen ajasas...a, grofler als 17

Zeige: Sind die drei Zahlen a, b, ¢ verschieden, so ist

alb —c| + bla — ¢| + c|a — b
la —b]+]a—cl+|b—]

die mittlere von ihnen.

Sei " + ap_12" '+ -+ a1z 4+ ag =0 fiir z,a; € R.
Zeige: |z| <1+ [ao| + [ar| + -+ + |an—].

Fir das Produkt

(1-3)0-5)0-5%)(1-%)
finde eine kleine algebraische Formel und beweise sie durch voll-
standige Induktion.

Seien aq,...,a, positive reelle Zahlen mit Produkt 1. Zeige:
a1 + -+ an > n, wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn alle
a; gleich 1 sind.

Zeige durch Entwicklung von (z +)?" = (z +y)" - (z +y)™:

(1) ) =i (). @) =% ()

Zu Kapitel 11

Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2 zeige:
2 < (14—%)” < Shlom < 3.
Sei (ay) eine Folge von Null verschiedener reeller Zahlen mit
folgender Eigenschaft: Es gibt ein a € R, sodaf zu jedem € > 0
ein N € N existiert, soda8 fir alle n € N gilt:
n>N=|a, —a| >e.
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Existiert lim (1/ay,)?

n—oo

3) Die Folge (a,) konvergiere gegen a. Bestimme

1 n
lim (f Zak>.
4) Fiir x € Ry berechne
lim ="

5) Priife die folgenden Reihen auf Konvergenz:
2

L= ()2 =N AN
0 Xy @ X (n—|— 1) '
6) Gib sémtliche reellen Folgen (a,) an, die dem folgenden Kri-

terium gentigen:
Zu jedem e > 0 gilt fiir fast alle Paare (m,n) € N x N:
|am — an] < . “Fast alle” heifit: alle bis auf endlich viele.

7) Sei 0 < a <1 und §=1-«. Die Folge A, sei rekursiv durch
AO = O, Al = 1, An = CYAn,1 + ﬂAn,Q

definiert. Berechne lim A,,. Hinweis: Folgen und Reihen.

8) (i) Gilt fiir beliebige nicht leere beschrankte Teilmengen M, N
von R stets:

sup(M + N) = sup(M) + sup(N)?
(ii) Gilt fiir beliebige beschréankte Folgen (a,), (b,) in R stets

n@o(a" + bn) = n@o(an) + n@o(bn) ?
9) Zwei positive reelle Folgen (a,) und (b,,) heiflen asymptotisch
proportional (schreibe (a,) ~ (b)), wenn (a,/b,) — c fir
eine reelle Zahl ¢ # 0. Zeige:
(i) Die Relation (a,) ~ (by) ist eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der positiven reellen Folgen.
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10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

(ii) Sind (ay,) und (b,) asymptotisch proportionale positive Fol-
gen, so konvergiert > 2 | a, genau wenn b, konvergiert.
(iii) Konvergiert > 0", 1/(n!*1/m) 2

Berechne die 3-ale und 7-ale Entwicklung von 1/5, also:

1/5 =Y, a3 =30, b 77%, a; € {0,1,2}, b, € {0,...,6}.
Die Ergebnisse sind zu beweisen.

Zeige, daf} es keine stetige Funktion f : R — R gibt, die je-
den Wert in R genau zweimal annimmt. Gibt es eine stetige
Funktion f: R — R, die jeden Wert genau dreimal annimmt?
Priife die beiden Funktionen w : [0,00) — R, x +— /z und
q: R— R, 2+ 22 auf gleichméflige Stetigkeit.

Untersuche die Funktionenfolge (f, :[-1,1] — R),

n 2

fo(@) = Z (lfw

k=1
auf punktweise und gleichméfige Konvergenz.

Untersuche die Reihe von Funktionen [0,1] — R,

oo

Z(_)k x+k

k=1

auf gleichméfige und absolute Konvergenz.

Sei K ein kompaktes Intervall und f : K — R eine (vielleicht
unstetige) Funktion mit folgender Eigenschaft: Jeder Punkt
p € K hat eine e-Umgebung U, sodafl f auf U beschrankt
ist. Ist dann f notwendig auf ganz K beschrankt?

In der Folge der natiirlichen Zahlen bestehe die Teilfolge (ny)
aus den Zahlen, deren Dezimaldarstellung die Ziffer 5 nicht
enthélt. Zeige die Konvergenz der Reihe Y ;- | 1/ny.

Hinweis: Wieviele solcher Zahlen einer festen Stellenanzahl gibt
es?

Am Anfang eines 10 m langen Gummibandes sitzt eine
Schnecke. Jeden Tag kriecht sie einen Meter voran. Nachts,
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18)

19)

20)

wenn sie ruht, dehnt ein Damon das Band gleichméafig so aus,
daf es jedesmal um 10 m langer wird. D&mon wie Schnecke
seien unsterblich, das Band unbegrenzt dehnbar. Erreicht die
Schnecke jemals das Ende des Bandes?

Die Zahlen des Intervalls [0,1) seien als Dezimalzahlen
r =0,a1az%a3 ...

dargestellt, wobei a; € {0,1,...,9} und a; # 9 fiir unendlich
viele ¢. Man betrachte die Funktion f:[0,1) — [0,1) mit

f(O, ajazas . . ) = 0, ag2a40¢ . . .5

wo ist f stetig, wo unstetig? Hinweis: Orientiere Dich an den

1

Beispielen x = 3, = = 35,

Seien «, 3 die beiden Nullstellen des Polynoms 22

—x—1. Zeige,
daB jede Folge (a,,), die der Rekursionsformel a1 = ap+an—1
geniigt, von der Form a,, = aa™ 4+ 5" fiir Konstanten a,b € R
ist. Zeige, dafl fiir eine solche Folge, wenn sie nicht konstant
0 ist, stets an41/a, konvergiert. Wogegen? Die Wurzeln «
und B =1— o des Polynoms z2 — z — 1, also die Losungen der

Gleichung z/1 = (z+1)/x beschreiben den goldenen Schnitt.

Sei p : N — N eine Bijektion mit folgender Eigenschaft: Es
gibt eine Zahl K, sodaf}

In — p(n)| < K

fiir alle n € N. Sei Y > a, eine konvergente Reihe. Kann
man schlieBen, dafi >, ay(n) gegen denselben Grenzwert kon-
vergiert?

Zu Kapitel III

Zeige: Sind f und g auf dem Intervall [a,b] integrabel, so auch
die Funktion f-g.
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2) Sei f: Ry — R eine beschriankte differenzierbare Funktion
und lim, o f/(z) existiere. lim, o f/'(z) =7

3) Sei f: R — R differenzierbar und fo f = f. Zeige: f ist
konstant, oder f(z) = z fiir alle z. Gilt die entsprechende
Aussage fiir alle stetigen Funktionen f?

4) Sei f: R — R n-mal differenzierbar und " = 0. Zeige, daf
f ein Polynom vom Grad héchstens n — 1 ist.

5) Die stetige Funktion f : [a,b] — R wachse monoton und F' sei
eine Stammfunktion von f. Zeige: Fir « >0, 6 >0, a+8 =1
und z,y € [a,b] gilt:

F(ar + By) < aF(x) + BF(y).

Hieraus zeige allgemeiner:

Sind aq,...,a, nicht negativ und oy + - + a,, = 1, so gilt:

Flonzy + - 4 anzy) < arF(xr) + - + o Fzy).

Zusatz: Die Voraussetzung, da f stetig ist, ist in Wahrheit
iiberfliissig.

6) Sei f: R — R beliebig oft differenzierbar, und es existiere eine
Folge (a,) — p, a, # p, mit f(a,) =0 fir alle n € N. Zeige,
daf} alle Ableitungen von f bei p verschwinden.

T) Zeige:

/sin(m:) sin(mx) dx = { ?T fiir n # m,
{

fir n = m,
—T
s

0 firn #m,
T

/cos(nm) cos(mz) dx =

—T

fir n = m,
™

/sin(nx) cos(mx) dx = 0, n,m € N.

—T

8) Zeige: log((n—1)!) < flog(x) dr < log(n!).
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Folgere: en"e ™™ < n! < n-ene ",

schwache Version von Stirlings Formel.
Berechne:  lim (% v n!) .
n—oo
9) Berechne unbestimmte Integrale von

T 1 1
(22 + 1)’ (x —1)2(x—2)" (22 4+ 1)(z—1)2"

Hinweis: Partialbruchzerlegung (schaun Sie mal in ein Buch).

10) Zeige, daBl

x

lim /@ dt

0
existiert. Der Grenzwert ist 7/2, siehe Bd. 2, Kap. IV, Aufg. 6.

11) Eine positive rationale Zahl z 148t sich auf genau eine Weise
als Bruch = = p/q¢ mit teilerfremden natiirlichen Zahlen p,q
schreiben (gekiirzte Darstellung). Die Funktion f:[0,1] — R
sei definiert durch f(x) = 1/q fir € Q und = = p/q in
gekiirzter Darstellung, und f(z) = 0 sonst. Zeige: f ist genau
an den rationalen Stellen in [0, 1] unstetig, und f ist integrabel
mit fol f(x)dz =0.

12) Zeige: Ist f: [a,b] — R differenzierbar, so nimmt f’ alle Werte
zwischen f’(a) und f’(b) an.

13) Sei f differenzierbar auf [a,b] und f' <c- f. Zeige:
f(x) < f(a) - e“=) fir a <@ <b.

Zu Kapitel IV

1) Bestimme den Konvergenzradius der Potenzreihen
o0 o0
] (=)"(2x)" . nl
i = ii .
@ X == i 23
2) Durch Entwicklung in Potenzreihen berechne
1 1

() im0 lim (e - o)
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3) Berechne die Taylorreihen der Funktionen

() flo)=log /1=, (i) glz) =L,

an der Stelle p = 0, und gib jeweils den Konvergenzradius an.
4) Sei Y.;-,ar eine beschrinkte Reihe. Zeige, daB die Reihe

o0 a .
> req 7 konvergiert.

5) Sei » > 0 und f: D =: [-r,r] — R zweimal differenzierbar.

Es gelte
f"=af +bf+c

fiir Konstanten a,b,c € R. Zeige:
(i) f ist beliebig oft differenzierbar auf D.
(ii) BEs existiert ein M > 0 mit || f"|p < M™.
(iii) Die Taylorreihe von f bei 0 konvergiert auf D gegen f.
(iv) Gib eine Rekursionsformel fiir die Koeffizienten dieser Tay-
lorreihe an.
(v) Zeige, daBl f durch die Angabe von f(0) und f’(0) bestimmt
ist.

6) Bestimme mit Hilfe von Potenzreihen die Grenzwerte folgender

Reihen: -
O O @)X g
k=1 k=1
7) Berechne die Grenzwerte
. . 1—cos x2) .- . log?(14+2)—sin?(z
() lm EEey, () lim PR

8) Durch Koeffizientenvergleich in einer Gleichung zwischen Po-
tenzreihen zeige fir o, € R und n € N:

G+ @O G2) ++ () = (37,
und schliele daraus:
(6 + @)+ + () =D
9) Sei f am Ursprung (n — 1)-mal differenzierbar, und es seien
£(0), f1(0),-.., f*=1(0)
alle ungleich Null. Seien aq,...,a, verschiedene reelle Zahlen.
Zeige, daf} die Funktionen

firx— flaj-z), j=1,...,n
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iiber R linear unabhéangig sind.
10) (i) Bestimme alle Losungen z € C der Gleichung e* = 1.

(ii) Bestimme alle Nullstellen in C der Funktion z +— sin(z)
11) Zeige fiir z € C

[n/2] ok
(i) cos(nz) = > (=)*(5;) cos™2*(z) sin**(2) fiir alle n € Ny
[x] = ganzzahliger Anteil von x.
(n-1)
2
(i) cos™(z) =27 > (1) cos((n — 2k)z) fiir ungerade n.
k=0
L.

(iii) cos™(z) = 21~ ”(kX::O cos((n — 2k)z) + %(7:/12))

flir gerade n.
12) Konstruiere eine C*°-Funktion f : R — R, die am Ursprung

weder lokal monoton noch lokal extremal ist.
13) Sei ¢(x) = 3. arz® eine Potenzreihe mit ag # 0.

k=0
(i) Zeige, daB8 es genau eine Potenzreihe v(z) = Y bpa® gibt,
k=0
so daf fiir das Cauchyprodukt ¢ - gilt:
p(x) - ¢(z) = 1.

(ii) Sind f,g C°°-Funktionen und ist jof = ¢, f-g =1, so ist

Jog =1.
14) Zeige, daB Y7, sm7(17m) fiir jedes t € R konvergiert.

Hinweis: Abel, Euler.

Zu Kapitel V

Zeige mit dem Mittelwertsatz, dafl die Funktionenfolge
falx) = (1 +z/n)"

auf jedem kompakten Intervall gleichméfig gegen e® konver-
giert.
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2) ZuneN und ¢t > 1 setze: I,(t) == [;'(1 — z/n)"z' " da.
(i) Zeige: I,(t) = t(t+1)7.1.!.(t+n) ’

(ii) Leite daraus die Produktdarstellung der Gamma-Funktion
ab:

nt.

I'(t) = lim L2...n -n
n—oot-(t4+1)...(t+n)

3) Fiir die Konvergenz einer Reihe > °C | f, mit f, > 0 gibt
das Quotientenkriterium eine hinreichende Bedingung. Sie ist
dquivalent zur Existenz eines § < 0 mit f,+1 — f < Bf, flr
fast alle n. Formuliere eine analoge Bedingung fiir die Kon-
vergenz eines uneigentlichen Integrals floo f@)ydt, f >0, und
beweise sie (Analogie zwischen Af und f').

4) Wir betrachten eine Folge beliebig oft differenzierbarer Funktio-
nen J, : R — R mit den Eigenschaften:
6n(t) >0 fiir alle ¢, 6,(t) =0 fiir [t} >1/n, [7_6,(t)dt =1.
Zeige:
(i) Eine solche Folge 4,, gibt es und sie ist eine Dirac-Folge.
(i) Fiir eine C*°-Funktion f: R — R und k € Ny berechne

lim S (t) f(t) dt.
(iv) Berechne fiir z € R\ {0} die Heaviside-Funktion
H(z):= lim O (t) dt.

n—oo
— 00

Was kann sich fiir x = 0 ergeben?
5) Sei f:[a,b] — R stetig, a < b und sei fab 2" f(z)dz = 0 fir
alle n e Ng. f =7

6) Sei V der Vektorraum der stetigen Funktionen f : R — R,
die nur auf einer beschrankten Menge nicht verschwinden. Fiir
f,g € V definiere die Faltung f *g¢ von f und g durch

(fxg)(z) = /f(x—t)g(t)dt.



226

AUFGABEN

Zeige: (i) fxgeV,und fxg=gx*f.
(ii) Gibt es eine Funktion e € V mit ex f = f fur alle f € V'?

Zu Kapitel VI

Zeige, dafl eine monotone Funktion f : R — R hochstens
abzéahlbar viele Unstetigkeitsstellen hat.

Hinweis: Wo f springt, iberspringt f eine rationale Zahl.
Wir nennen einen Punkt = = (z1,22) € R? rational, wenn
beide Komponenten z1,z2 in Q sind. Seien nun z,y € R?
nicht rational. Zeige, daf es einen Kreisbogen gibt, auf dem x
und y liegen, und der keinen rationalen Punkt trifft.

Hinweis: es gibt viele Kreisbogen durch x und y.

Sei (ayx | A € A) eine Familie nicht verschwindender Zahlen. Fiir
jede Injektion ¢ : N — A konvergiere > Ayp(n)- ZLeige, daB
A abzéhlbar und ), ., ax unabhingig davon ist, wie man A in
einer Folge anordnet. Hinweis: Fiir wieviele A ist |ax| > 1/n?

Eine Abbildung f : X — X eines vollstiandigen metrischen
Raumes (X, d) heifit kontrahierend, wenn es eine reelle Zahl
L <1 gibt, mit

fiir alle z,y € X. Zeige, dafl eine kontrahierende Abbildung
genau einen Fixpunkt hat, das heiit, f(p) = p fiir genau ein
p € X, Banachs Fixpunktsatz. Schritte:

(i) Ist € X und z,, definiert durch zo =z, Tp+1 = f(zn), so
ist d(zp, Tpt1) < L"d(xo,21).

(ii) (zy) konvergiert.

(iii) p = lim,— oo (2y) ist ein (und der einzige) Fixpunkt.

Sei W die Menge der reellen Folgen (a, | n € Ny), fir die
o2, a2 konvergiert. Zeige:
(i) W ist ein Untervektorraum des reellen Vektorraumes aller

reellen Folgen (a, |n € Ng).
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(ii) Durch ((ay), (by)) := >y anb, wird ein euklidisches Ska-
larprodukt auf W definiert.

Es bezeichne |a| := \/(a,a) die Norm eines Elements a = (ay,)
von W. Zeige:

(iii) |a| > [la]| := sup{|an| | n € No}.

(iv) W ist vollstandig.

Hinweis: Zeige: Eine Cauchy-Folge in W bzgl. | - | konvergiert
gliedweise gegen ein Element von W, und dieses ist der Limes
der Cauchy-Folge in (W, |- ]).

(v) Wenn 7 | a2 konvergiert, so auch > >~ a,/n.

Sei V ein euklidischer Raum mit einem vollstandigen Orthonor-
malsystem (v, | n € Ng), und sei W der Hilbertraum von
Aufgabe 5.

Zeige, daB die Abbildung ¢ : V. — W, z — ((z,v,) | n € Ny)
linear und injektiv ist und das Skalarprodukt erhalt, also
(z,y) = (p(x),p(y)). Auch ist sie genau dann ein Isomorphis-
mus, wenn V' vollstdndig, also ein Hilbertraum ist.

(i) Zeige, dal das n-te Lengendrepolynom P, jeweils n ver-
schiedene Wurzeln im Intervall (—1,1) hat. Hinweis: Sonst
gibe es ein Polynom g # 0 vom Grad hochstens n — 1 mit g -
P, > 0 auf dem Intervall [—-1,1].

(ii) Zeige die Formel von Rodriguez fiir die Legendrepolynome:
1 d"

— 2 1 n.
2nn! dz™ (@ )

P,(x)

Hinweis: Der Grad stimmt, P, (1) stimmt, (P,, Py,)2 = 0 auf
[—1,1] fiir n # m. Berechne |P,|s.

Betrachte Teilmengen X eines topologischen Raumes 7. Es sei
aX = X der Abschluf und iX = )% das Innere von X in T'.
Zeige:

atar X = ai X, tataX = iaX.

Zeige an Beispielen X C R, daf} iaiX # iX und aiaX # aX
sein kann. (Sport: Gib eine Teilmenge X C R an, aus der
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10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)
17)

18)

durch wiederholtes Anwenden von a und 7 mdglichst viele ver-
schiedene Mengen entstehen).

Zeige, daB eine stetige Abbildung f : [0,1] — [0,1] stets einen
Punkt festlaBt: f(x) =« fiir ein .

Sei f: Ry — R stetig, 0 < a < b, und fiir jedes ¢ € [a,b] sei
die Folge ( fnt) | neN ) konvergent. Folgt die Existenz von
lim, o f(2)? Hinweis: Dies ist nicht so einfach.

Sei K kompakt, f, : K — R stetig, f, < fny1 firalle n e N,
und die Folge (f,) konvergiere punktweise gegen eine stetige
Funktion f: K — R. Zeige, daf} sie gleichméafig konvergiert.
(Satz von Dini)

Seien D" ={z € R" | |z| <1} und S" ' ={z € R" | |z| =1}
der Einheitsball und die Einheitssphére. Sei D™/S™"~1 der Quo-
tientenraum von D™, der durch Identifikation von S™"~! zu
einem Punkt entsteht. Zeige, dal D"/S"~1 zu S™ homdo-
morph ist.

Zeige, da R nicht homdomorph zu R? ist.
Hinweis: Hangt X ~\ {p} zusammen?

Zeige, dafl eine nicht leere offene Teilmenge von R eine disjunkte
Vereinigung von abzahlbar vielen offenen Intervallen ist.

Konstruiere einen zusammenhangenden aber nicht bogenweise
zusammenhangenden Raum.

Hinweis: Betrachte die letzte Figur.
Gib alle zusammenhéngenden Teilmengen von R an.

Sei K kompakt und A abgeschlossen in R". Zeige, daf} es
Punkte p € K, g € A gibt, mit |[p—¢| < |z —y| fir alle z € K,
y € A, also in p,q kommen sich K und A am néchsten.

Sei V' ein Banachraum und B, = {x € V | |z — p,| < r,} eine
Folge abgeschlossener Kugeln mit B,, D B+ fiir alle n € N.
Zeige, daf} es einen gemeinsamen Punkt aller B,, gibt. Unter-
scheide die Falle: (r,) — 0 oder nicht.
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19)

20)

21)

22)

23)

Konstruiere eine unstetige Funktion f : R?> — R, deren Ein-
schrankung auf jede Gerade stetig ist.

Hinweis: Wihle f geeignet auf {(z,y)|z? < y < 222} und
f =0 sonst.

Sei Z ein topologischer Raum, X,Y abgeschlossen in Z und

XUY und X NY zusammenhéngend. Sind dann auch X und
Y zusammenhéngend?

Sei A C R" abgeschlossen und A = A\ A zusammenhingend.
Zeige, daBl A zusammenhéngt. Hinweis: Aufg. 20.

Mit Bezeichnungen von Aufg. 12 sei U = D" ~ S""1. Sei
f: D" — D" stetig, f(U) offen in R"™ und f(S"~!) c S"71.
Zeige: f(U) C U, und die Abbildungen

flU:U—-uU, flsv 1.5t gnd
sind surjektiv.

Seien f und g stetige Funktionen auf ganz R, und es sei
g(f(x)) =z fiir alle x € R. Zeige, dal f ein Hom6omorphis-
mus von R auf sich mit Inversem g¢ ist.
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Q 21, 24, 109, 190, 215
Quadrant 118

Quadrat 60

— nicht negativ 8

—, Integralmetrik 181
Quotientenkriterium 41, 225
Quotientenraum 205

Quotientenregel 90f
Quotiententopologie 205, 208

R

R 4

Rand, Konvergenzint. 122f
rationale Funktion 56

——, Integral 105

— Operation 55, 90, 140
— Zahl 21, 24

Realteil, Re(z) 150

reelle Zahl 5
Regelfunktion 73

Reihe 33ff, 162ff

— und Folge 33, 124

— von Funktionen 65

— u. Integral 162ff
Restglied 133, 135, 159
Riemann-integrabel 80
Riemannintegral 74ff, 81, 197
Rodriguez 227

Rolle, Satz 94

S

Séagezahnfunktion 52

schliefflich 27

Schmidt-Ortho-
normalisierung 187

Schranke 21

Schwarzsche Ungleichung 180

Schwingungsgleichung 115

semidefinit 178

Seminorm 178, 180

sign () 66
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Sinus, sin 112ff, 224

—, Fourierentwicklung 188ff
—, komplex 153

—, Taylorreihe 136f

—, Umkehrfkt. 62
Skalarprodukt 178

Sphére 206

Stammfunktion 100
Standard-Einheitsvektor 184
stetig 51ff, 200, 229

— bei oo 57

— differenzierbar 93

— = integrabel 81
Stetigkeit,

Grenzfunktion 67, 70
—, Integral 77, 85
Stirling, Formel 222
streng monoton 36 96
Substitution, Integral 102
Summe 5f, 9, 15, 33
—, topologische 203
Supremum, sup 22
Supremumsnorm 68
surjektiv 17
Symmetrie 193
symmetrisch 110, 178

T

Tangens, tan 111f, 142
Taylorentwicklung 132ff, 148
Taylorformel 134
Taylorpolynom 133
Taylorreihe 133, 148

—, konvergent 136

—, verschwindend 145

—, vorgegeben 148

Teilfolge 32, 43

Teilmenge 17

Teilraum 194, 198

— Topologie 198

Topologie 197

topologisch, Produkt 202, 211
—, Raum 197

—, Summe 203
Transformationsformel 102
transitiv 7

Treppenfunktion 71, 79, 183
trigonometrisch, Approx. 189
—, Funktion 110ff, 224

—, Polynom 189
Tubenlemma 211
Tubenumgebung 211

U
iiberabzahlbar 192
Uberdeckung 206
Umgebung 26, 194, 198
Umkehrfunktion

96, 103f, 201, 209
—, Integral 103f
Umordnung 32, 49f
unbestimmt, Integral 102
—, Koeffizienten 142
uneigentliches Integral 160ff
Unendlich, oo 22, 28 ,45
unendlich viele 27
ungerade Funktion 110, 154
Universelle Eigenschaft
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— des Produkts 203
— des Quotienten 205
— der Summe 204
unstetig 54, 229

— diffb. 118

untere Grenze 22,

— des Integrals 78
unterer Haufungspunkt 45
untere Schranke 21
Unterintegral 80
Unterraum 194, 198
Urbild 54

Ursprung 2

A%

Varianz 176

verbindbar 215

verbinden 214

Verdichtung einer Reihe 39

Verfeinerung 71

Vergleich, Reihe u.
Integral 162ff

vergleichbar 7

verkleben 204f

Verkniipfung 4

Vertauschbarkeit, Grenzw.
u. Ableitg. 127, 175

Vertauschen von
Grenzwerten 66, 127

—, Grenzw. mit alg. Op. 30

vertraglich 30, 140
vollsténdig 21ff, 196

vollstandige Induktion 13ff, 21

vollstandiges Ortho-
normalsystem 186

Vollstandigkeitsaxiom 4, 21ff

W

wachsen 36

Wahrscheinlichkeitsmafl 171

Weg 214

wegweise zusammen-
héngend 214, 228

Weierstrafl 44, 69, 173

—, Konvergenzsatz 69

Winkelfunktion 110ff, 183

—, Integration 154

Wohlordnung 20

Wiirfel 201

Wurzel 24, 38, 59, 63, 138

—, irrational 24

Wurzelkriterium 41

Z
7 21
Zerlegung 71
Zeta-Funktion 40, 164
zusammenhangend 214, 228
zusammenkleben 204f
Zusammensetzung

analyt. Funkt. 145
— differenzierbar 91, 143
—, stetiger Funkt. 56, 201
—, Taylorreihen 143
Zwischenwertsatz 58, 215
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