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Rezumat

Această lucrare are drept scop prezentarea conceptului recent apărut de varietate
complexă generalizată. Lucrarea este structurată ı̂n două părţi, a câte trei capitole
fiecare.

În prima parte a acesteia sunt prezentate pe scurt cele două geometrii principale
ce sunt generalizate prin acest concept nou, anume geometria complexă şi cea sim-
plectică, precum şi noţiunea de foliaţie (generalizată) a unei varietăţi diferenţiabile,
necesară pentru o mai bună ı̂nţelegere a unor fapte prezentate ulterior. Partea a doua
cuprinde pregătirile algebrice, respectiv analitice necesare definirii varietăţilor complexe
generalizate precum şi prezentarea propriu-zisă a acestora.

Primul capitol ı̂ncepe cu prezentarea noţiunii de olomorfie pentru funcţii de mai
multe variabile complexe. Urmează definirea varietăţilor complexe şi prezentarea pro-
prietăţilor de bază ale acestora privite ca varietăţi reale: dimensiunea pară, orientabili-
tatea şi existenţa canonică a unei structuri speciale pe fibratul tangent. Ultima secţiune
cuprinde teorema Newlander-Nirenberg ce stipulează condiţiile ı̂n care o varietate reală
cu proprietăţile de mai sus provine dintr-o structură de varietate complexă.

În al doilea capitol sunt prezentate varietăţile simplectice. Prima secţiune studiază
formele simplectice liniare, iar a doua prezintă varietăţile reale ı̂nzestrate cu o 2-formă
ı̂nchisă, simplectică ı̂n fiecare punct. Ca şi ı̂n cazul varietăţilor complexe, proprietăţile
de bază ale unei astfel de structuri sunt dimensiunea pară şi orientabilitatea. Capitolul
se ı̂ncheie cu prezentarea teoremei de structură locală a lui Darboux, potrivit căreia
orice două varietăţi simplectice sunt local indistinctibile.

Capitolul al treilea prezintă noţiunea geometrică de foliaţie. Pornind de la integra-
bilitatea câmpurilor vectoriale diferenţiabile, sunt prezentate distribuţiile diferenţiabile
precum şi condiţiile ı̂n care acestea sunt complet integrabile. Rezultatul din urmă este
cunoscut sub numele de teorema lui Frobenius. Ultima secţiune prezintă o generalizare
a acestui rezultat pentru cazul distribuţiilor diferenţiabile de dimensiune variabilă.

Primul capitol al părţii secunde a lucrării prezintă noţiuni de algebră liniară a
spaţiului vectorial V ⊕V ∗ necesare prezentării varietăţilor complexe generalizate. Reţi-
nem de aici: produsul interior canonic existent pe un astfel de spaţiu, automorfismele
liniare induse de o 2-formă liniară a spaţiului V (B-transformări) precum şi forma
generală a subspaţiilor maximal izotrope ale lui V ⊕ V ∗.

Capitolul cinci realizează pregătirile analitice necesare definirii varietăţilor complexe
generalizate. Paranteza Courant reprezintă un analog al parantezei Lie pentru fibratul
TM ⊕ T ∗M . Sunt studiate structura nou obţinută pe fibratul TM ⊕ T ∗M , automor-
fismele acesteia, precum şi structura particulară obţinută prin restrângerea parantezei
Courant la un subfibrat involutiv maximal izotrop, numită ı̂n general algebroid Lie.

Capitolul final introduce noţiunea de varietate complexă generalizată, arată cum
aceasta generalizează atât geometria complexă cât şi pe cea simplectică şi prezintă
teorema lui M. Gualtieri de structură locală a varietăţilor complexe generalizate.
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Partea I

Noţiuni geometrice clasice
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Capitolul 1

Varietăţi complexe

1.1 Funcţii olomorfe

O funcţie F = f(x, y) + ig(x, y) : U ⊆ C → C se numeşte olomorfă dacă
ı̂ndeplineşte ecuaţiile Cauchy-Riemann:

∂f

∂x
=

∂g

∂y
şi

∂f

∂y
= −∂g

∂x
.

Diferenţiala funcţiei F vazută ca funcţie reală, F = F (x, y) : U ⊆ R2 → R2,
este dată ı̂ntr-un punct oarecare p ∈ U de aplicaţia liniară

(dF )p =

(
∂f
∂x

(p) ∂f
∂y

(p)
∂g
∂x

(p) ∂g
∂y

(p)

)
.

Notând cu j automorfismul liniar al lui R2 ≡ C corespunzător ı̂nmulţirii
complexe cu i, automorfism dat ı̂n bazele canonice de matricea

j :=

(
0 −1
1 0

)
,

se verifică uşor faptul că ecuaţiile Cauchy-Riemann sunt echivalente cu urmă-
toarea relaţie de comutare: j ◦ (dF )p = (dF )p ◦ j , ∀p ∈ U .

În mod similar, vom identifica Cm cu R2m prin

(z1, . . . , zm) = (x1 + iy1, . . . , xm + iym) −→ (x1, . . . , xm, y1, . . . , ym)

şi vom nota cu jm automorfismul lui R2m corespunzător multiplicării cu i de pe
Cm

jm :=

(
0 −Im

Im 0

)
,

pentru a da următoarea definiţie:

Definiţia 1.1. O aplicaţie F : U ⊆ Cn → Cm se numeşte olomorfă dacă
diferenţiala dF a aplicaţiei F văzută ca aplicaţie reală F : U ⊆ R2n → R2m

ı̂ndeplineşte relaţia: jm ◦ (dF )p = (dF )p ◦ jn , ∀p ∈ U .
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1.2 Varietăţi complexe

Definiţia 1.2. Numim varietate complexă de dimensiune m o varietate topo-
logică (M,A) de aceeaşi dimensiune al cărei atlas A = (Uα, ϕα)α∈Λ ı̂ndeplineşte
următoarea condiţie de compatibilitate:

oricare ar fi Uα şi Uβ ∈ A cu Uα ∩ Uβ 6= ∅, aplicaţia dintre deschişi din Cm

ϕαβ := ϕα ◦ ϕ−1
β este olomorfă.

O pereche (Uα, ϕα) se numeşte hartă iar ı̂n acest caz atlasul se mai numeşte şi
structură olomorfă.

O funcţie f : M → C se numeşte olomorfă dacă aplicaţia f ◦ϕ−1
α este olomorfă

ı̂n sensul definiţiei (1.1), oricare ar fi α ∈ Λ.
Considerăm (N,B) o altă varietate complexă de structură olomorfă notată cu

B = (Vγ, ψγ)γ∈Γ. O aplicaţie F : M → N se numeşte olomorfă dacă aplicaţia
ψγ ◦ F ◦ ϕ−1

α este olomorfă, oricare ar fi α ∈ Λ şi γ ∈ Γ.

Exemplul 1.1. Cm ca varietate complexă
În mod banal, Cm ı̂mpreună cu atlasul A = (Cm, Id) formează o varietate

complexă.

Exemplul 1.2. Spaţiul proiectiv complex
Notat CPm şi definit ca mulţimea dreptelor complexe din Cm+1, spaţiul proiec-

tiv complex m−dimensional poate fi organizat ca varietate complexă. Mai precis,
dacă definim pe Cm+1 \ {0} relaţia de echivalenţă (z0, . . . , zm) ∼ (w0, . . . , wm)
⇐⇒ ∃ α ∈ C∗ a.̂ı zi = α · wi pentru orice i, atunci CPm := (Cm+1 \ {0})/∼.

Notând cu [z0 : · · · : zm] clasa de echivalenţă a vectorului (z0, . . . , zm), cu
Ui := {[z0 : · · · : zm]|zi 6= 0} şi cu ϕi aplicaţiile ϕ : Ui → Cm date prin

ϕi([z0 : · · · : zm]) =

(
z0

zi

, . . . ,
zi−1

zi

,
zi+1

zi

, . . . ,
zm

zi

)

se poate uşor arăta că

ϕi ◦ ϕ−1
j (w1, . . . , wm) =

(
w1

wi

, . . . ,
wi−1

wi

,
wi+1

wi

, . . . ,
wj

wi

,
1

wi

,
wj+1

wi

, . . . ,
wm

wi

)
.

În mod clar, funcţiile de schimbare de hartă ϕi◦ϕ−1
j sunt olomorfe pe domeniul

de definiţie, ceea ce arată că CPm ı̂mpreună cu atlasulA = (Ui, ϕi)0≤i≤m formează
o structură de varietate complexă de dimensiune m.

Exemplul 1.3. Grassmanniana complexă
Notată cu Grp(Cm) şi definită ca mulţimea tuturor subspaţiilor vectoriale

complexe de dimensiune p ale spaţiului vectorial complex Cm, se poate arăta
că grassmanniana complexă are o structură de varietate complexă p(m − p)-
dimensională.
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Remarca 1.1. Varietatea diferenţiabilă subiacentă unei varietăţi complexe
Cum orice aplicaţie olomorfă ı̂ntre deschişi din Cm este ı̂n particular o aplicaţie

C∞−diferenţiabilă ı̂ntre deschişi din R2m, orice varietate complexă M de dimen-
siune complexă m defineşte o varietate diferenţiabilă 2m−dimensională MR, care
este identică cu M din punct de vedere topologic. În plus, varietatea diferenţiabilă
MR este ı̂ntotdeauna orientabilă.

Într-adevăr, fie ϕαβ o aplicaţie de schimbare de hartă ı̂ntre hărţile arbitrar
alese (Uα, ϕα), (Uβ, ϕβ) ale atlasului olomorf de pe M . Atunci, din relaţia de
comutare jm ◦ dϕαβ = dϕαβ ◦ jm pe care diferenţiala aceasteia o ı̂ndeplineşte ı̂n
orice punct, obţinem că dϕαβ are – ı̂n orice punct ı̂n care este definită – forma

dϕαβ =

(
A −B
B A

)
,

cu A, B ∈Mm(R). Folosind identitatea

(
A B
C D

)
=

(
A 0m

C Im

) (
Im A−1B
0m D − CA−1B

)

şi regula lui Leibnitz de calculare a determinanţilor obţinem

det(dϕαβ) = det(A)det(A−BA−1B) = (detA)2det(Im + (A−1B)2).

În final, notând cu w := det(Im + i(A−1B)), avem că

det(Im + (A−1B)2) = det(Im + i(A−1B))det(Im − i(A−1B)) = w · w > 0,

de unde obţinem faptul că det(dϕαβ) > 0,deci MR este orientabilă.

Remarca 1.2. Structura aproape complexă indusă de o structură olomorfă
Dată o structură olomorfă corespunzătoare unei varietăţi complexe M de di-

mensiune m, aceasta atrage ı̂n mod canonic existenţa unui automorfism J al fi-
bratului tangent TMR ce are proprietatea J2 = −Id. Acesta se poate defini local
astfel: pentru fiecare X ∈ TpMR considerăm (Uα, ϕα) o hartă ce conţine punctul
p şi definim Jα(X) := (dϕα)−1 ◦ jm ◦ dϕα(X). Alegând o altă hartă (Uβ, ϕβ) ce
conţine punctul p şi notând cu ϕβα aplicaţia olomorfă de schimbare de hartă,
ϕβα = ϕβ ◦ ϕ−1

α avem

Jβ(X) = (dϕβ)−1 ◦ jm ◦ dϕβ(X) = (dϕβ)−1 ◦ jm ◦ dϕβα ◦ dϕα(X) =
= (dϕβ)−1 ◦ dϕβα ◦ jm ◦ (dϕα)−1 = (dϕα)−1 ◦ jm ◦ dϕα(X) =
= Jα(X),

ceea ce arată că definiţia lui J nu depinde de harta aleasă. În plus, din modul de
definire descris mai sus, se poate observa acum uşor faptul că J ◦ J = −Id.

Această remarcă ı̂ndreptăţeşte următoarea definiţie:
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Definiţia 1.3. Spunem că o varietate diferenţiabilă M admite o structură aproape
complexă J dacă J ∈ Aut(TM) şi J2 = −Id. În acest caz, vom numi perechea
(M, J) varietate aproape complexă.

Astfel, orice varietate complexă este ı̂n mod canonic o varietate aproape com-
plexă. Reciproca nu este ı̂n general adevărată, iar condiţiile suplimentare ı̂n care
aceasta are loc fac obiectul următoarei secţiuni.

1.3 Teorema Newlander-Nirenberg

Considerăm (M, J) o varietate aproape complexă m-dimensională. Am vrea să
diagonalizăm automorfismul J . Pentru aceasta, trebuie să complexificăm fibratul
tangent al varietăţii. Definim astfel

TMC := TM ⊗R C.

Extindem toate automorfismele şi toţi operatorii diferenţiali de la TM la TMC

prin C-liniaritate. Notăm cu T 1,0M (respectiv T 0,1M) subfibratul vectorilor pro-
prii al lui TMC corespunzător valorii proprii i (respectiv −i) a automorfismului
J . Atunci are loc următorul rezultat simplu:

Lema 1.1. Subfibraţii vectoriali proprii T 1,0M şi T 0,1M pot fi descrişi astfel:
T 1,0M = {X − iJX|X ∈ TM}, T 0,1M = {X + iJX|X ∈ TM}. În plus, are loc
descompunerea TMC = T 1,0M ⊕ T 0,1M .

Demonstraţie. Pentru a proba descompunerea folosim rezultatul elementar de
algebră liniară potrivit căruia vectori proprii corespunzători la valori proprii dis-
tincte sunt liniar independenţi, precum şi faptul că TMC este fibrat vectorial
peste un corp algebric ı̂nchis. Aşadar

TMC = T 1,0M ⊕ T 0,1M.

Din egalitatea X − iJX = Y + iJY obţinem, egalând părţile reale şi cele
imaginare şi ţinând seama de faptul că J e ı̂n particular injectiv X = Y = 0.
Deducem de aici că {X − iJX|X ∈ TM} ∩ {X + iJX|X ∈ TM} = {0}. Ţinând
seama de dimR{X − iJX|X ∈ TM} = dimR{X + iJX|X ∈ TM} = m cât şi de
dimRTMC = 2m, avem că

TMC = {X − iJX|X ∈ TM} ⊕ {X + iJX|X ∈ TM}.
Pe de altă parte, perechea de incluziuni {X − iJX|X ∈ TM} ⊆ T 1,0M ,

respectiv {X + iJX|X ∈ TM} ⊆ T 0,1M poate fi probată prin calcul direct astfel
J(X− iJX) = JX− iJ2(X) = JX + iX = i(X− iJX), respectiv J(X + iJX) =
= JX + iJ2(X) = JX − iX = −i(X + iJX).

Punând la un loc toate cele de mai sus, deducem uşor concluzia lemei.

6



Definiţia următoare este necesară pentru a putea enunţa teorema Newlander-
Nirenberg.

Definiţia 1.4. Un subfibrat L al fibratului tangent complexificat TMC se spune
a fi integrabil dacă secţiunile sale Γ(L) formează o subalgebră Lie a algebrei Lie
X (M)C a câmpurilor vectoriale complexificate ale varietăţii M, unde am notat
cu X (M)C := Γ(TMC) iar paranteza Lie asociată se obţine extinzând-o pe cea
obişnuită prin C-liniaritate. Altfel spus, L este integrabil dacă şi numai dacă
[Γ(L), Γ(L)] ⊆ Γ(L).

Cu aceste pregătiri, putem acum enunţa rezultatul principal prezentat ı̂n
această secţiune:

Teorema 1.2. (A. Newlander- L. Nirenberg, 1957)
Considerăm (M,J) o varietate aproape complexă. Atunci structura aproape

complexă J provine dintr-o structură olomorfă dacă şi numai dacă subfibratul
T 0,1M al fibratului tangent complexificat TMC este integrabil.

Demonstraţie. Vom arăta doar implicaţia inversă a acestei teoreme. Demonstra-
ţia completă este dificilă, şi poate fi găsită spre exemplu ı̂n [3].

Să presupunem ı̂n cele ce urmează că structura aproape complexă J provine
dintr-o structură olomorfă a varietăţii M . Considerăm (Uα, ϕα) o hartă olomorfă
arbitrară de coordonate (zk)1≤k≤m, zk = xk + iyk. Atunci ∂

∂xk
= (dϕα)−1(ek) şi

∂
∂yk

= (dϕα)−1(em+k), unde prin {e1, . . . , e2m} am notat baza canonică a lui R2m.

În plus, jm(ek) = em+k, de unde obţinem cu ajutorul definiţei automorfismului J

J
( ∂

∂xk

)
=

∂

∂yk

. (1.1)

Facem ı̂n continuare următoarele notaţii:

∂

∂zk

:=
1

2

(
∂

∂xk

− i
∂

∂yk

)
,

∂

∂zk

:=
1

2

(
∂

∂xk

− i
∂

∂yk

)
.

Din lema de mai sus şi relaţia (1.1) obţinem imediat că ∂
∂zk

şi ∂
∂zk

sunt secţiuni

locale ale fibraţilor T 1,0M , respectiv T 0,1M . Mai mult, acestea formează baze
locale de secţiuni pe vecinătatea Uϕ. Considerăm acum Z şi W două secţiuni
locale ale fibratului T 0,1M date prin

Z =
m∑

k=1

Zk
∂

∂zk

, W =
n∑

k=1

Wk
∂

∂zk

.

Un calcul direct simplu arată că

[Z, W ] =
m∑

k, l =1

(
Zl

∂Wk

∂zl

−Wl
∂Zk

∂zl

)
∂

∂zk

,

care este ı̂n mod clar o secţiune locală a fibratului T 0,1M .
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Remarca 1.3. Asupra implicaţiei directe a teoremei Newlander-Nirenberg
Partea dificilă ı̂n demonstrarea implicaţiei directe a acesei teoreme este dată

de probarea existenţei unui atlas diferenţiabil pe M ale cărui hărţi ı̂ndeplinesc
relaţia (1.1) ı̂n raport cu structura aproape complexă J . Odată demonstrat acest
fapt, devine uşor de arătat că funcţiile de tranziţie asociate unui astfel de atlas
sunt olomorfe. Într-adevăr, fie (wl = ul + ivl)1≤l≤m un sistem local de coordonate
dat de harta (Uβ, ϕβ) care se intersectează nevid cu sistemul de coordonate locale
(wl = ul + ivl)1≤l≤m şi satisface

J
( ∂

∂uk

)
=

∂

∂vk

.

Atunci, cu ajutorul formulei de schimbare de coordonate avem:

∂

∂xl

=
m∑

k=1

∂uk

∂xl

∂

∂uk

+
m∑

k=1

∂vk

∂xl

∂

∂vk

(1.2)

şi
∂

∂yl

=
m∑

k=1

∂uk

∂yl

∂

∂uk

+
m∑

k=1

∂vk

∂yl

∂

∂vk

. (1.3)

Aplicând J ı̂n relaţia (1.2) şi comparând cu (1.3) obţinem

∂uk

∂xl

=
∂vk

∂yl

respectiv
∂uk

∂yl

= −∂vk

∂xl

, oricare ar fi 1 ≤ k, l ≤ m,

relaţii ce se redau condensat prin jm ◦ dϕαβ = dϕαβ ◦ jm. Aşadar aplicaţia ϕαβ de
schimbare de coordonate ı̂ntre cele două hărţi este ı̂ntr-adevăr olomorfă.
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Capitolul 2

Varietăţi simplectice

2.1 Forme simplectice liniare

O formă simplectică liniară asociată unui spaţiu vectorial real este o 2-formă
exterioară nedegenerată. Pe parcursul acestei secţiuni vom studia ı̂n amănunt
proprietăţile unui astfel de obiect.

Un rezultat general de algebră multiliniară afirmă că, ı̂n general, formele exte-
rioare ale unui spaţiu vectorial real pot fi identificate ı̂n mod canonic cu aplicaţiile
sale multiliniare alternate. Enunţul precis al acestui fapt este dat de următoarea

Lemă. Spaţiul vectorial al p-formelor exterioare ΛpV ∗ ale unui spaţiu vectorial
real finit dimensional V este canonic izomorf cu mulţimea aplicatiilor p-liniare
alternate, {Ω : V p → R |Ω este multiliniară şi alternată}. Izomorfismul este dat

pe monoame exterioare prin
(
α1 ∧ · · · ∧ αp

)
(v1, . . . , vp) := det

((
αi(vj)

)
i,j

)
.

Considerăm acum V un spaţiu vectorial real m-dimensional şi Ω ∈ Λ2V ∗.
Atunci, potrivit lemei anterioare, forma exterioară Ω poate fi privită ca o aplicaţie
biliniară Ω : V × V → R ce are proprietatea Ω(u, v) = −Ω(v, u), oricare ar fi
u, v ∈ V . Observăm de asemenea că ı̂n acest caz Ω(u, u) = 0, oricare ar fi u ∈ V .
De aici ı̂nainte vom folosi această identificare ı̂n mod constant, fără a face referire
la ea ı̂n mod explicit.

Teorema 2.1. (Forma standard a unei 2-forme exterioare)
Considerăm Ω o 2-formă exterioară pe V . Atunci există o bază a spaţiului

vectorial V de forma {u1, . . . , uk; e1, . . . , em; f1, . . . , fm} astfel ı̂ncât
Ω(ui, v) = 0 , oricare ar fi 1 ≤ i ≤ k şi v ∈ V,
Ω(ei, ej) = 0 = Ω(fi, fj) , oricare ar fi 1 ≤ i, j ≤ m, şi
Ω(ei, fj) = δij , oricare ar fi 1 ≤ i, j ≤ m.

Demonstraţie. Notăm cu Ker Ω := {u ∈ V |Ω(u, v) = 0 oricare ar fi v ∈ V } şi
considerăm {u1, . . . , uk} o bază a lui Ker Ω şi W ≤ V astfel ı̂ncât V =Ker Ω⊕W .
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Pasul 1
Alegem e1 ∈ W nenul. Atunci există f1 ∈ W astfel ı̂ncât Ω(e1, f1) 6= 0.

Înmulţind eventual vectorul f1 cu un scalar real nenul, putem presupune că
Ω(e1, f1) = 1. Notăm acum cu W1 spaţiul generat de vectorii {e1, f1} şi cu
WΩ

1 := {w ∈ W |Ω(w, v) = 0 pentru orice v ∈ W1}. Vom arăta că W = W1⊕WΩ
1 .

Fie v = ae1 + bf1 ∈ W1 ∩WΩ
1 . Atunci −b = Ω(v, e1) = 0 = Ω(v, f1) = a, de

unde v = 0. Aşadar W1 ∩WΩ
1 = {0}.

Alegând v ∈ W arbitrar, şi notând cu c := Ω(v, e1) şi d := Ω(v, f1), scrierea
v = (−cf1 + de1) + (v + cf1 − de1) este o scriere a lui v ca sumă de doi vectori
din W1 respectiv WΩ

1 . Deducem aşadar că W = W1 ⊕WΩ
1 .

Pasul 2
Repetăm procedeul de la pasul anterior cu WΩ

1 pe post de W . Atunci există
e2 şi f2 ∈ WΩ

1 astfel ı̂ncât Ω(e2, f2) = 1. Notăm cu W2 spaţiul generat de vectorii
{e2, f2} şi cu WΩ

2 := {w ∈ WΩ
1 |Ω(w, v) = 0 pentru orice v ∈ W2}. Similar cu

pasul precedent, obţinem că WΩ
1 = W2 ⊕WΩ

2 .
Pasul 3
Continuând procedeul descris mai sus, obţinem după un număr finit m de

paşi WΩ
m = {0}. Am obţinut astfel pentru V următoarea descompunere:

V = Ker Ω⊕W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wm,

unde termenii sumei sunt mutual ortogonali ı̂n raport cu forma Ω, iar spaţiul Wi

are drept bază mulţimea {ei, fi} cu proprietatea Ω(ei, fi) = 1.

Definiţia 2.1. O bază cu proprietăţile din enunţul teoremei 2.1 se numeşte bază
canonică ı̂n raport cu 2-forma exterioară Ω.

Remarca 2.1. Scrierea 2-formei exterioare Ω ı̂n baza canonică
Dacă notăm cu {u∗1, . . . , u∗k; e∗1, . . . , e∗m; f ∗1 , . . . , f ∗m} duala bazei canonice de mai

sus, 2-forma exterioară Ω are ı̂n raport cu aceasta următoarea scriere concisă:

Ω =
m∑

i=1

e∗i ∧ f ∗i .

Privită ca aplicaţie biliniară alternată, Ω se scrie ı̂n coordonate astfel:

Ω(u, v) = (—u—)




0k 0k 0k

0m 0m Im

0m −Im 0







|
v
|


 .

Definiţia 2.2. Spunem că Ω este o formă simplectică liniară pe spaţiul vectorial
V dacă Ω ∈ Λ2V ∗ şi Ker Ω = {0}. În acest caz, perechea (V, Ω) se numeşte spaţiu
vectorial simplectic.
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Remarca 2.2. Paritatea dimensiunii unui spaţiu vectorial simplectic
În conformitate cu teorema 2.1, dim(KerΩ) = k = 0, de unde rezultă că

dimV = 2m este pară. În plus, spaţiul vectorial simplectic (V, Ω) are o bază de
forma {e1, . . . , em; f1, . . . , fm} care ı̂ndeplineşte

Ω(ei, fj) = δij şi Ω(ei, ej) = 0 = Ω(fi, fj).

O astfel de bază se numeşte bază simplectică pentru (V, Ω).
Modelul de spaţiu vectorial simplectic 2m-dimensional este dat de (R2m, Ω0)

cu Ω0 :=
∑m

i=1 ei ∧ em+i, unde {e1, . . . , e2m} reprezintă baza vectorială canonică

a spaţiului R2m. În acest caz, {e1, . . . , em; f1, . . . , fm} cu fi := em+i reprezintă o
bază simplectică pentru (R2m, Ω0).

Definiţia 2.3. O aplicaţie ϕ : (V, Ω) → (V ′, Ω′) se numeşte simplectomorfism
liniar dacă ϕ este un izomorfism de spaţii vectoriale astfel ı̂ncât ϕ∗Ω′ = Ω, unde
2-forma exterioară ϕ∗Ω′ se defineşte prin: ϕ∗Ω′(u, v) := Ω

(
ϕ(u), ϕ(v)

)
, oricare

ar fi u, v ∈ V . În cazul ı̂n care un astfel de simplectomorfism există, spunem că
spaţiile (V, Ω) şi (V ′, Ω′) sunt simplectomorfe.

Remarca 2.3. Clasificarea spaţiilor vectoriale simplectice finit dimensionale
Relaţia de a fi simplectomorf este ı̂n mod clar o relaţie de echivalenţă. Cu

ajutorul teoremei 2.1, observăm uşor faptul că orice spaţiu vectorial simplec-
tic 2m-dimensional (V, Ω) este simplectomorf cu modelul (R2m, Ω0). Într-adevăr,
alegerea unei baze simplectice pentru (V, Ω) determină un simplectomorfism ı̂ntre
acesta şi (R2m, Ω0).

2.2 Varietăţi simplectice

Definiţia 2.4. Considerăm M o varietate diferenţiabilă oarecare şi ω ∈ Λ2M o
2-formă diferenţiabilă pe M. Spunem că ω este o formă simplectică pe M dacă
aceasta este ı̂nchisă ca formă diferenţiabilă (dω = 0) şi ωp ∈ Λ2(T ∗

p M) este o

formă liniară simplectică, oricare ar fi p ∈ M . În acest caz, numim perechea
(M, ω) varietate simplectică.

O aplicaţie F : (M1, ω1) → (M2, ω2) se numeşte simplectomorfism dacă F
este un difeomorfism ce ı̂ndeplineşte F ∗ω2 = ω1, unde 2-forma F ∗ω2 se defineşte
punctual prin (F ∗ω2)p(u, v) := (ω2)F (p)(dFp(u), dFp(v)), ∀ u, v ∈ TpM , ∀ p ∈ M .

Cu ajutorul remarcei 2.2, observăm uşor că orice varietate simplectică este de
dimensiune pară.

Exemplul 2.1. R2m ca varietate simplectică
Considerăm M = R2m cu atlasul canonic format dintr-o singură hartă de

coordonate liniare (x1 . . . xm; y1 . . . , ym). Atunci 2-forma

ω0 :=
m∑

i=1

dxi ∧ dyi
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este simplectică, iar mulţimea
{( ∂

∂x1

)
p
, . . . ,

( ∂

∂xm

)
p
,
( ∂

∂y1

)
p
, . . . ,

( ∂

∂ym

)
p

}

este o bază simplectică pentru TpM .
Dacă pe M = Cm considerăm atlasul canonic format din harta de coordonate

liniare (z1 . . . zm), atunci 2-forma

τ0 :=
i

2

m∑

k=1

dzk ∧ dzk

este simplectică. De fapt, identificând Cm cu R2m prin zk = xk + iyk, observăm
uşor că forma τ0 este egală cu ω0.

Exemplul 2.2. Sfera S2 ca varietate simplectică
Considerăm sfera M = S2 privită ca mulţimea vectorilor unitari din R3.

Atunci vectorii tangenţi ı̂n punctul p la S2 pot fi identificaţi cu vectorii ortogonali
pe p. Forma simplectică standard pe S2 este indusă de produsul mixt astfel:

ωp(u, v) := 〈p, u× v〉, oricare ar fi u, v ∈ TpS
2.

Aceasta este ı̂nchisă pentru că este de grad maxim şi liniar simplectică ı̂n fiecare
punct ı̂ntrucât 〈p, u× (p× u)〉 6= 0 oricare ar fi u 6= 0.

Exemplul 2.3. Fibratul cotangent al unei varietăţi ca varietate simplectică
Considerăm M o varietate diferenţiabilă oarecare de dimensiune reală m. Vom

arăta că se poate găsi ı̂ntotdeauna pe fibratul cotangent T ∗M al acesteia o 2-formă
simplectică ω, numită forma simplectică canonică a fibratului T ∗M .

Pentru aceasta să considerăm (Uα, ϕα) o hartă pe M de coordonate locale
(x1, . . . , xm). Acesteia ı̂i asociem ı̂n mod canonic harta (T ∗Uα, dϕα) de coordonate
locale notate cu (x1, . . . , xm; ξ1, . . . , ξm) de pe T ∗M . Definim ω pe T ∗ Uα prin:

ω :=
m∑

i=1

dxi ∧ dξi.

Pentru a verifica că această definiţie nu depinde de harta considerată, să
observăm mai ı̂ntâi că ω = −dτ , unde τ :=

∑m
i=1 ξidxi. Este suficient acum să

arătăm că definiţia 1-formei τ nu depinde de harta aleasă. Pentru aceasta, să con-
siderăm (Uβ, ϕβ) o altă hartă pe M de coordonate (x′1, . . . , x

′
m) ce se intersectează

nevid cu cea de mai ı̂nainte, şi să notăm cu (x′1, . . . , x
′
m; ξ′1, . . . , ξ

′
m) coordonatele

induse de aceasta pe T ∗M . Atunci, ţinând seama de formulele de schimbare de
coordonate, avem:

m∑
j=1

ξ′jdx′j =
m∑

i=1

ξi

(∂xi

∂x′j

) m∑

k=1

(∂x′j
∂xk

)
dxk =

m∑

i, k=1

ξiδ
i
kdxk =

m∑
i=1

ξidxi,

de unde deducem că definiţia 1-formei τ (deci şi cea a 2-formei ω) nu depinde de
harta aleasă.
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Remarca 2.4. Forma volum asociată unei varietăţi simplectice
O proprietate fundamentală a varietăţilor simplectice este orientabilitatea.

Pentru a o proba vom arăta că dată o varietate simplectică (M, ω) de dimensiune
2m, forma de grad maxim Ω := ωm nu se anulează ı̂n nici un punct de pe M .
Într-adevăr, dat un punct p ∈ M , să considerăm {e1, . . . , em; f1 . . . , fm} o bază
simplectică ı̂n T ∗

p M . Folosind remarca 2.1, ωp =
∑m

i=1 ei ∧ fi ı̂n această bază.
Notăm cu τi 2-forma ei ∧ fi. Atunci

Ωp =
m∧

i=1

m∑
j=1

τi =
∑

1≤i1,...,im≤m

m∧

k=1

τik =
∑

1≤i1≤···≤im≤m

m∧

k=1

τik = m!
m∧

i=1

τi,

unde ı̂n ultima egalitate s-a ţinut cont de faptul că formele τi sunt de grad par.
Aşadar, Ωp = m!(e1 ∧ f1) ∧ (e2 ∧ f2) ∧ · · · ∧ (em ∧ fm) 6= 0, iar cum p a fost ales
arbitrar, deducem că ωm este o formă de grad maxim pe M nicăieri nulă.

Observăm că structurile simplectice – ı̂n asemănare cu cele olomorfe – nu
pot fi date pe orice varietate diferenţiabilă, ci doar pe varietăţile orientabile de
dimensiune pară. O obstrucţie ı̂n plus este dată de faptul că orice varietate sim-
plectică compactă are al doilea grup de coomologie de Rham H2(M) netrivial.
Într-adevăr, aplicând teorema lui Stokes formei volum, se poate arăta uşor că o
formă simplectică a unei varietăţi compacte nu este niciodată exactă. Deducem
de aici, spre exemplu, că S2 este singura sferă de dimensiune pară care admite
(conform exemplului 2.2) o structură simplectică.

După cum bine ştim, geometria riemanniană – definită ca studiul perechilor
(M, g), unde M este varietate diferenţiabilă iar g este un 2-tensor simetric nede-
generat pe M – are drept caracteristică fundamentală existenţa unor invarianţi
locali precum curbura. Spre deosebire de aceasta, geometria simplectică nu ad-
mite nici un invariant local, ı̂n sensul că orice două varietăţi simplectice de aceeaşi
dimensiune sunt local indistinctibile. Încheiem acest capitol de prezentare a va-
rietăţilor simplectice cu enunţul precis al acestui fapt ı̂nsoţit de o remarciă.

Teorema 2.2. (G. Darboux, 1882)
Considerăm (M, ω) o varietate simplectică de dimensiune 2m şi p un punct

oarecare pe M . Atunci atlasul varietăţii M conţine cel puţin o hartă (Uα, ϕα) de
coordonate locale (x1, . . . , xm, y1, . . . , ym) cu p ∈ Uα aşa ı̂ncât forma ω se scrie ı̂n
aceste coordonate

ω =
m∑

i=1

dxi ∧ dyi.

Remarca 2.5. Modelul local al unei varietăţi simplectice
Conform teoremei 2.2, modelul local al unei varietăţi simplectice de dimen-

siune 2m este cel dat de exemplul 2.1, anume (R2m, ω0). În plus, desprindem
uşor faptul că orice două varietăţi simplectice de aceeasi dimensiune sunt local
simplectomorfe, adică local indistinctibile din punctul de vedere al geometriei
simplectice.
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Capitolul 3

Foliaţii pe varietăţi diferenţiabile

3.1 Curbe integrale

Ne vom reaminti ı̂n cele ce urmează câteva noţiuni şi rezultate clasice de
geometrie diferenţială legate de curbele integrale.

Definiţia 3.1. Considerăm M o varietate diferenţiabilă, X ∈ X (M) un câmp
vectorial diferenţiabil pe aceasta şi p ∈ M oarecare. Numim curbă integrală prin
p a câmpului vectorial X o curbă diferenţiabilă c : (−ε, ε) → M (cu ε posibil ∞)
care ı̂ndeplineşte c(0) = p şi

.
c (t) = Xc(t) oricare ar fi t ∈ (−ε, ε). Curba c se

va numi curbă integrală maximală dacă aceasta nu poate fi prelungită strict la o
altă curbă integrală prin p.

Următorul rezultat reprezintă, ı̂n esenţă, o rescriere ı̂n limbaj geometric a
teoremei Cauchy-Lipschitz de existenţă, unicitate şi dependenţă diferenţiabilă de
datele iniţiale a soluţiei maximale a unui sistem de ecuaţii diferenţiale ordinare
de ordinul I.

Teorema 3.1. (A. L. Cauchy - R. Lipschitz)
Considerăm X un câmp vectorial diferenţiabil pe varietatea M . Atunci:
(i) Prin orice punct p al varietăţii M trece o unică curbă integrală maximală

cp : (−εp, εp) → M a câmpului vectorial X;
(ii) Pentru orice punct p ∈ M există o vecinătate deschisă Up a lui p astfel

ı̂ncât εq = εp oricare ar fi q ∈ Up;
(iii) Aplicaţia Ψ : (−εp, εp) × Up → M definită prin Ψ(t, q) := cq(t) este

diferenţiabilă. În plus, aplicaţiile Xt(·) := Ψ(t, ·) sunt difeomorfisme locale ce
ı̂ndeplinesc proprietatea Xt ◦Xs = Xt+s oriunde aceasta are sens.

Definiţia 3.2. Aplicaţiile {Xt} definite ı̂n teorema precedentă formează un pseu-
dogrup de difeomorfisme locale ale lui M numit curentul local sau fluxul câmpului
vectorial X.
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3.2 Distribuţii diferenţiabile

Am văzut ı̂n secţiunea precedentă că, dat un câmp vectorial diferenţiabil X
pe o varietate, prin orice punct al varietăţii trece o unică curbă diferenţiabilă
tangentă la X ı̂n fiecare punct al ei. Putem pune aceeaşi problemă pentru două
sau mai multe câmpuri diferenţiabile deodată: date l câmpuri diferenţiabile pe
o varietate M şi fixat p un punct oarecare pe aceasta, există o subvarietate
l-dimensională a varietăţii M ce trece prin punctul fixat p şi este tangentă la
toate câmpurile date ı̂n fiecare punct al ei? Răspunsul la această ı̂ntrebare este
dat de teorema lui Frobenius, iar pentru a-l putea prezenta avem nevoie de câteva
noţiuni pregătitoare.

Definiţia 3.3. Considerăm M o varietate diferenţiabilă de dimensiune m şi l un
număr natural cuprins ı̂ntre 1 şi m. Numim distribuţie de dimensiune l o familie
de subspaţii vectoriale l-dimensionale (Dp)p∈M astfel ı̂ncât Dp ≤ TpM , oricare ar
fi p ∈ M .

Spunem că distribuţia (Dp)p∈M este o distribuţie diferenţiabilă dacă pentru
orice punct p ∈ M există o vecinătate deschisă Up a lui p şi câmpurile vectoriale
diferenţiabile locale X1, . . . , Xl ∈ X (Up) astfel ı̂ncât {X1(q), . . . , Xl(q)} este bază
pentru Dq, ∀q ∈ Up.

Noţiunea de curbă integrală capătă ı̂n acest context următoarea generalizare:

Definiţia 3.4. O subvarietate N a varietăţii M se numeşte varietate integrală
a distribuţiei D = (Dp)p∈M dacă TpN ⊆ Dp oricare ar fi p ∈ M . O varietate
integrală de aceeaşi dimensiune cu distribuţia D se numeşte varietate integrală
maximală.

Dacă prin fiecare punct p al varietăţii M trece o varietate integrală maximală
Np a distribuţiei D, spunem că distribuţia D este complet integrabilă. Atunci
când există, o familie (Np)p∈M de astfel de subvarietăţi integrabile maximale se
numeşte foliaţie a varietăţii M subiacentă distribuţiei D.

Reformulând parte din teorema 3.1 cu ajutorul acestor noţiuni, obţinem că
distribuţiile 1-dimensionale (câmpurile vectoriale) sunt complet integrabile. Acest
rezultat nu se păstrează, ı̂nsă, fără ipoteze suplimentare ı̂n dimensiune ≥ 2.
Într-adevăr, are loc

Lema 3.2. O distribuţie diferenţiabilă complet integrabilă D are proprietatea de
a fi involutivă, adică: dacă X şi Y sunt câmpuri vectoriale cu X, Y ∈ Γ(D),
atunci [X, Y ] ∈ Γ(D).

Demonstraţie. Alegem p ∈ M oarecare şi notăm cu Np varietatea integrală maxi-
mală prin p a distribuţiei diferenţiabile date. Notăm deasemenea cu D = (Dp)p∈M

distribuţia din enunţ şi cu l dimensiunea sa.
Problema fiind de natură locală, alegem o hartă (U,ϕ) ı̂n jurul punctului p,

de coordonate locale, (x1, . . . , xm) astfel ı̂ncât ϕ(p) = 0 şi U ∩Np să fie descrisă
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ı̂n această hartă de ecuaţiile xl+1 = · · · = xm = 0. Cu aceste alegeri, obţinem
uşor că pentru orice q ∈ U ∩Np mulţimea de vectori {( ∂

∂x1
)q, . . . , (

∂
∂xl

)q} formează
bază pentru spaţiul vectorial Dq.

Câmpurile vectoriale X, Y ∈ Γ(D) vor avea ı̂n coordonatele locale de mai sus
expresii de forma:

X =
m∑

i=1

ai
∂

∂xi

, respectiv Y =
m∑

i=1

bi
∂

∂xi

,

unde coeficienţii ai, bi verifică:

ai(x1, . . . , xl, 0, . . . , 0) = bi(x1, . . . , xl, 0, . . . , 0) = 0 oricare ar fi i > l.

Deducem din aceste expresii că

∂aj

∂xi

(0) =
∂bj

∂xi

(0) = 0 oricare ar fi i ≤ l şi j > l.

Calculând acum paranteza Lie a câmpurilor vectoriale X şi Y :

[X, Y ] =
m∑

i=1

ci
∂

∂xi

unde ci :=
m∑

j=1

(
aj

∂bi

∂xj

− bj
∂ai

∂xj

)
,

obţinem uşor că ci(p) = 0 pentru j > l, adică [X,Y ](p) ∈ Dp.

Vedem că involutivitatea este o condiţie necesară pentru ca o distribuţie
diferenţiabilă să fie complet integrabilă. Teorema lui Frobenius afirmă că această
condiţie este de fapt şi suficientă. Pentru a putea ı̂nsă prezenta demonstraţia
acestui fapt, avem nevoie de următorul rezultat ajutător:

Teorema 3.3. (De ı̂ndreptare simultană a câmpurilor vectoriale diferenţiabile)
Considerăm M o varietatate diferenţiabilă, p un punct pe M , Vp o vecinătate

deschisă a punctului p şi X1, . . . , Xl ∈ X (Vp) l câmpuri vectoriale diferenţiabile
locale. Presupunem că aceste câmpuri vectoriale comută două câte două ı̂n ra-
port cu paranteza Lie ([Xi, Xj] = 0 oricare ar fi 1 ≤ i, j ≤ l) şi că vectorii
X1(p), . . . , Xl(p) ∈ TpM sunt liniar independenţi. Atunci există o hartă locală
(U,ϕ) ı̂n jurul punctului p de coordonate (x1, . . . , xm) astfel ı̂ncât

Xi|U =
∂

∂xi
, oricare ar fi 1 ≤ i ≤ l.

Demonstraţie. Enunţul fiind local, putem presupune că Vp este un deschis din
Rm şi p = 0. Putem presupune de asemenea că Vp este o vecinatate suficient de
mică a lui p astfel ı̂ncât toate curentele locale X1t, . . . , Xlt să fie definite pe Vp.

Considerăm acum W o vecinătate suficient de mică a originii 0 ∈ Rm şi
aplicaţia ϕ : W → Vp dată prin

ϕ(t1, . . . , tm) = X1t1 ◦ · · · ◦Xltl(0, . . . , 0; tl+1, . . . , tm).
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Aplicaţia ϕ este diferenţiabilă şi, deoarece curentele locale Xit comută două câte
două, obţinem

(dϕ)0

( ∂

∂ti

∣∣
0

)
=

d

dt

∣∣∣
0
Xit(X1t1 ◦ · · · ◦ X̂iti ◦ · · · ◦Xltl(0, . . . , 0)) = Xi(p), 1 ≤ i ≤ l,

(dϕ)0

( ∂

∂ti

∣∣
0

)
=

∂

∂ti

∣∣
0
, l + 1 ≤ i ≤ m.

Aşadar, ϕ−1 este o hartă cu proprietăţile din enunţ.

Cu acest rezultat demonstrat, putem prezenta acum teorema lui Frobenius.

Teorema 3.4. (G. Frobenius, 1887)
O distribuţie diferenţiabilă D = (Dp)p∈M pe o varietate M este complet inte-

grabilă dacă şi numai dacă aceasta este involutivă.

Demonstraţie. După cum am văzut, implicaţia directă este dată de lema 3.2.
Pentru implicaţia inversă, să notăm cu l dimensiunea distribuţiei D şi cu m

dimensiunea varietăţii M . Fixăm p un punct oarecare pe M . Vom arăta că prin
punctul p trece o varietate integrală maximală a distribuţiei D.

Pasul 1 Existenta̧ unei baze locale de câmpuri vectoriale comutative pentru
distribuţia D

Considerăm (U, ψ) o hartă ı̂n jurul punctului p de coordonate locale notate
(x1, . . . , xm) şi câmpurile vectoriale locale Y1, . . . Yl ∈ X (U) ca ı̂n definiţia 3.3.
Notăm cu

Yi :=
m∑

i=1

bj
i

∂

∂xj

expresiile lor locale.
Din modul ı̂n care acestea au fost alese, matricea de funcţii (bj

i )1≤i≤m,1≤j≤l

are rangul l ı̂n fiecare punct din U . Mai mult, printr-o eventuală renumerotare
a coordonatelor, putem presupune că matricea (bj

i )1≤i,j≤l este inversabilă pe U .
Notând cu (βj

i )1≤i,j≤l inversa sa, definim câmpurile vectoriale Xi astfel

Xi :=
l∑

j=1

βj
i Yj oricare ar fi 1 ≤ i ≤ l.

Acestea au următoarea expresie ı̂n coordonate locale

Xi =
∂

∂xi

+
m∑

j=l+1

cj
i

∂

∂xj

, (3.1)

unde cj
i sunt funcţii diferenţiabile pe U , şi formează la rândul lor o bază locală

de câmpuri vectoriale pentru distribuţia D.
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Din ipoteza de involutivitate deducem că există funcţiile f1, . . . , fl pe U astfel
ı̂ncât

[Xi, Xj] =
l∑

i=1

flXl pe U.

Cum, ı̂n general
[

∂
∂xi

, ∂
∂xj

]
= 0, deducem din egalitatea 3.1 că parantezele [Xi, Xj]

sunt combinaţii liniare doar de ∂
∂xl+1

, . . . , ∂
∂xm

. Aşadar f1 = · · · = fl = 0, adică

[Xi, Xj] = 0 pe U .

Pasul 2 Îndreptăm câmpurile Xi cu ajutorul teoremei 3.3
Ca ı̂n demonstraţia teoremei 3.3, găsim acum o aplicaţie ϕ : W → Up cu

proprietatea

(dϕ)0

( ∂

∂ti

)
= Xi(p), oricare ar fi 1 ≤ i ≤ l,

unde W ⊆ Rl este o vecinătate suficient de mică a lui 0.
Din faptul că vectorii X1(p), . . . , Xl(p) sunt liniar independenţi, deducem că

diferenţiala (dϕ)0 este injectivă. Conform teoremei rangului, micşorând even-
tual vecinătatea W , putem presupune că aplicaţia ϕ este o scufundare. Aşadar,
ϕ(W ) := Np este o subvarietate l-dimensională ce trece prin p a varietăţii M .

Pasul 3 Arătăm că Np este varietate integrală maximală pentru distribuţia D
Din modul ı̂n care a fost definită subvarietatea Np, avem că TpNp = Dp.

Pentru un punct oarecare q ∈ Np \ {p} putem scrie (ca ı̂n demonstraţia teoremei
3.3)

q = ϕ(t1, . . . , tl) = X1t1 ◦ · · · ◦Xltl(p).

Cum curenţii locali Xiti comută doi câte doi, putem rescrie această egalitate
astfel:

q = ϕ(t1, . . . , tl) = Xiti

(
X1t1 ◦ · · · ◦ X̂iti ◦ · · · ◦Xltl(p)

)
.

Lăsând parametrul ti să varieze şi fixându-i pe ceilalţi, punctul q va descrie o
curbă ce trece prin p şi rămâne pe Np pentru variaţii mici ale lui ti. Această
curbă este, prin definiţie, o curbă integrală a câmpului vectorial Xi. Aşadar,
Xi(q) este tangent la subvarietatea Np. Cum i a fost fixat arbitrar, deducem că
Dq = TqNp, ceea ce ı̂ncheie demonstraţia teoremei.

3.3 Distribuţii diferenţiabile generalizate

Noţiunea de distribuţie diferenţiabilă poate fi generalizată ı̂n mai multe mo-
duri. Unul dintre ele este acela de a lăsa dimensiunea spaţiilor vectoriale ce o
compun să varieze. Definiţia precisă este:

Definiţia 3.5. Spunem că distribuţia (Dp)p∈M este o distribuţie (diferenţiabilă)
generalizată dacă pentru orice punct p ∈ M există o vecinătate deschisă Up a
lui p şi câmpurile vectoriale diferenţiabile locale X1, . . . , Xlp ∈ X (Up) astfel ı̂ncât
{X1(q), . . . , Xlp(q)} este sistem de generatori pentru Dq, ∀q ∈ Up.
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Remarca 3.1. Inferior semi-continuitatea dimensiunii unei distribuţii generalizate
Dată o distribuţie generalizată D = (Dp)p∈M pe o varietate M , să considerăm

aplicaţia dimD : M → N dată prin dimD(p) := dim(Dp). Atunci, această aplicaţie
este inferior semi-continuă, adică: oricare ar fi p ∈ M , există Vp vecinătate de-
schisă a lui p astfel ı̂ncât dimD(q) ≥ dimD(p) pentru orice q ∈ Vp.

Într-adevăr, fixând un punct p al varietăţii M , să considerăm Up o vecinătate
deschisă a lui p şi câmpurile vectoriale diferenţiabile locale X1, . . . , Xlp ∈ X (Up)
ca ı̂n definiţia 3.5. Micşorând eventual Up, putem presupune că aceasta este
o vecinătate de hartă a lui M . Notăm cu (a1

i , . . . am
i ) coordonatele locale ale

câmpului Xi ı̂n această hartă. Atunci

dimD(p) = rang
(
(aj

i (p))i,j

)
.

Considerând K(p) un minor al matricei (aj
i (p))i,j ce dă rangul acesteia avem că

detK(p) 6= 0. Cum funcţiile aj
i sunt diferenţiabile, deci continue, obţinem că

există o vecinătate deschisă Vp ⊆ Up a lui p astfel ı̂ncât detK(q) 6= 0, oricare ar
fi q ∈ Vp. Dar atunci

dimD(q) = rang
(
(aj

i (q))i,j

) ≥ rangK(q) = rangK(p) = dimD(p),

oricare ar fi q ∈ Vp.

La fel ca ı̂n cazul distribuţiilor diferenţiabile obişnuite, ne putem pune pro-
blema integrabilităţii complete a distribuţiilor generalizate. Definiţiile adecvate
ale conceptelor de varietate integrală, integrabilitate completă şi foliaţie sunt,
schimbând ceea ce este de schimbat, cele din secţiunea precedentă. Rezultatul
analog teoremei lui Frobenius pentru acest caz este datorat lui Hector J. Suss-
mann. Nu vom prezenta acest rezultat1, ci doar un corolar al său, ı̂nsă pentru
aceasta avem nevoie de următoarea definiţie:

Definiţia 3.6. Spunem că o distribuţie generalizată D = (Dp)p∈M este de tip
finit, dacă oricare ar fi punctul p ∈ M , există câmpurile vectoriale diferenţiabile
locale X1, . . . , Xn ∈ Γ(D) astfel ı̂ncât sunt ı̂ndeplinite ı̂n acelaşi timp condiţiile:

(i) mulţimea {X1(p), . . . , Xn(p)} formează un sistem de generatori pentru
spaţiul vectorial Dp;

(ii) oricare ar fi X ∈ D, există o vecinătate deschisă U a lui p şi funcţiile
diferenţiabile ci

k ∈ C∞(U) astfel ı̂ncât

[X,Xi] =
n∑

k=1

ci
kXk, oricare ar fi 1 ≤ i ≤ n.

Cu aceste pregătiri enunţăm fără demonstraţie:

Teorema 3.5. (H. J. Sussmann, 1973)
Dacă D este o distribuţie generalizată de tip finit pe varietatea M , atunci

aceasta este complet integrabilă la o foliaţie generalizată pe M .

1enunţul ı̂nsoţit de o demonstraţie poate fi găsit ı̂n [7]
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Partea II

Structuri complexe generalizate
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Capitolul 4

Algebra liniară a spaţiului V ⊕ V ∗

4.1 Produsul interior pe V ⊕ V ∗

Considerăm V un spaţiu vectorial real de dimensiune m şi V ∗ dualul său.
Atunci V ⊕ V ∗ e ı̂nzestrat ı̂n mod canonic cu următoarea formă biliniară, sime-
trică:

〈X + ξ, Y + η〉 :=
1

2

(
ξ(Y ) + η(X)

)
,

unde X, Y ∈ V şi ξ, η ∈ V ∗.

Definiţia 4.1. Numim forma de mai sus produsul interior de pe V ⊕ V ∗.

Remarca 4.1. Signatura produsului interior
Notăm cu {f1, . . . , fm} o bază pentru spaţiul vectorial V şi cu {f ∗1 , . . . , f ∗m}

duala sa. Matricea produsului interior de mai sus ı̂n baza {f1, . . . , fm; f ∗1 , . . . , f ∗m}
va fi

1

2

(
Om Im

Im Om

)
,

de unde deducem că acesta este nedegenerat.
Identificând V ⊕ V ∗ cu R2m prin izomorfismul fi → ei, f ∗i → em+i (unde

{e1, . . . e2m} reprezintă baza canonică a lui R2m), forma pătratică asociată pro-
dusului interior se scrie

Q(x1, . . . , x2m) =
m∑

k=1

xkxm+k =
m∑

k=1

y2
k −

m∑

k=1

y2
m+k,

unde am notat cu yk := 1
2
(xk +xm+k), ym+k := 1

2
(xk−xm+k), 1 ≤ k ≤ m. Aşadar,

produsul interior este de signatură (m,m), de unde deducem că grupul ortogonal
O(V ⊕ V ∗, 〈, 〉) este izomorf cu O(m,m).
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Remarca 4.2. Orientarea canonică pe V ⊕ V ∗

A da o orientare canonică pe V ⊕ V ∗ ı̂nseamnă a da un izomorfism canonic
ı̂ntre puterea exterioară de grad maxim a lui V ⊕ V ∗ şi R. Pentru aceasta să
observăm că

Λ2m(V ⊕ V ∗) ' ΛmV ⊗ ΛmV ∗ ' R
ı̂n mod canonic, unde izomorfismul din urmă e dat prin

(v∗1, . . . , v
∗
m; u1, . . . , um) → det

((
v∗i (uj)

)
i,j

)
.

Aşadar, V ⊕ V ∗ admite o orientare canonică şi SO(V ⊕ V ∗, 〈, 〉) ' SO(m,m).

4.2 Simetriile lui V ⊕ V ∗

Algebra Lie a grupului ortogonal special SO(V ⊕ V ∗, 〈, 〉) e dată prin

so(V ⊕ V ∗) = {T |〈Tx, y〉+ 〈x, Ty〉 = 0 ∀ x, y ∈ V ⊕ V ∗}.
Se poate verifica uşor că orice element al acesteia este de forma

T =

(
A β
B −A∗

)
, (4.1)

unde A ∈ End(V ), B : V → V ∗, β : V ∗ → V , şi unde B şi β sunt antisimetrice.
În acest caz putem privi B ca pe o 2-formă din Λ2V ∗ prin B(X) = iXB, şi similar
putem privi β ca un bivector.

Prin exponenţiere, obţinem anumite simetrii ortogonale importante ale lui
V ⊕ V ∗.
Exemplul 4.1. B-transformări

Considerând B ca mai sus, obţinem

exp(B) =

(
1 0
B 1

)
, (4.2)

o transformare ortogonală dată prin X + ξ → X + ξ + iXB pe care o vom numi
B-transformare.

Exemplul 4.2. β-transformări
Considerând β ca mai sus, obţinem

exp(β) =

(
1 β
0 1

)
, (4.3)

o transformare ortogonală dată prin X + ξ → X + ξ + iξβ pe care o vom numi
β-transformare.

Exemplul 4.3. Acţiuni ale grupului general liniar
Dacă alegem A ∈ so(V ⊕ V ∗) ca mai sus, obţinem

exp(A) =

(
exp(A) 0

0 (expA∗)−1

)
.
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4.3 Subspaţii izotrope maximale

Definiţia 4.2. Un subspaţiu L ≤ V ⊕ V ∗ se numeşte izotrop dacă ı̂ndeplineşte
proprietatea: 〈X, Y 〉 = 0 oricare ar fi X, Y ∈ L. Acesta se numeşte izotrop maxi-
mal dacă nu este conţinut strict ı̂ntr-un alt subspaţiu izotrop.

Cum signatura spaţiului V ⊕V ∗ este (m,m), orice subspaţiu izotrop maximal
al său va avea dimensiunea egală cu m.

Exemplul 4.4. Considerăm E ≤ V un subspaţiu vectorial oarecare. Atunci spaţiul

E ⊕ Ann(E) ≤ V ⊕ V ∗,

unde Ann(E) este anulatorul lui E ı̂n V ∗ este un subspaţiu izotrop maximal.

Exemplul 4.5. Forma generală a unui subspaţiu izotrop maximal
Considerăm E ≤ V oarecare şi ε ∈ Λ2E∗. Privind ε ca o aplicaţie antisimetrică

de la E → E∗ prin X → iXε, să considerăm următorul subspaţiu

L(E, ε) := {X + ε ∈ E ⊕ V ∗ : ε
∣∣
E

= ε(X)}.

Atunci ı̂n mod clar dimL(E, ε) = m. Dacă X + ε, Y + η ∈ L(E, ε), verificăm uşor
că

〈X + ξ, Y + η〉 =
1

2
(ξ(Y ) + η(X)) =

1

2
(ε(Y, X) + ε(X, Y )) = 0,

ceea ce arată că L(E, ε) este un subspaţiu izotrop maximal.
Afirmăm că orice subspaţiu izotrop maximal al lui V ⊕ V ∗ este de această

formă. Într-adevăr, să considerăm L un subspaţiu izotrop maximal oarecare, şi să
notăm cu E := πV (L) proiecţia pe V a acestuia. Întrucât L este izotrop maximal,
avem L ∩ V ∗=Ann(E). Cum E∗ = V ∗/Ann(E), aplicaţia ε : E → E∗ dată prin
e → πV ∗

(
π−1

V (e) ∩ L
) ∈ V ∗/Ann(E) este bine definită. Atunci L = L(E, ε).

Definiţia 4.3. Numim tipul unui subspaţiu izotrop maximal L numărul natural
k := m−dimπV (L).

Remarca 4.3. Acţiunea simetriilor lui V ⊕V ∗ asupra tipului unui subspaţiu izotrop
maximal

Considerăm L = L(E, ε) un subspaţiu izotrop maximal de tip k. Întrucât
B-transformările păstrează proiecţiile pe V , acestea nu afectează spaţiul E =
πV (L). Într-adevăr, expB

(
L(E, ε)

)
= L(E, ε + i∗B), unde i : E ↪→ V este in-

cluziunea canonică. Aşadar, B-transformările nu modifică tipul unui subspaţiu
izotrop maximal.

Pe de altă parte, β-transformările modifică proiecţiile pe V , deci pot schimba
dimensiunea lui E. Pentru a a vedea aceasta mai clar, observăm că, similar cu
exemplul anterior, orice subspaţiu izotrop maximal L poate fi scris sub forma

L(F, γ) = {X + ξ ∈ V ⊕ F : X
∣∣
F

= γ(ξ)},
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cu F = πV ∗(L) şi γ : V ∗ → V , γ(f) := πV

(
π−1

V ∗(f) ∩ L
)
. Atunci, ca mai sus,

expβ
(
L(F, γ)

)
= L(F, γ +j∗β), unde j : F ↪→ V ∗ este incluziunea canonică. Cum

proiecţia E = πV (L(F, γ)) conţine ı̂ntotdeauna L ∩ V =Ann(F ), avem că

E

L ∩ V
=

E

Ann(F )
= Im(γ),

de unde dim(E)=dim(L∩V )+rangγ. Pentru că γ este antisimetrică, dimensiunea
sa e pară. Cum o β-transformare trimite γ → γ + j∗β, care are de asemenea
rang par, vedem că o β-transformare păstrează ı̂ntotdeauna paritatea tipului
unui subspaţiu izotrop maximal.

4.4 Complexificatul spaţiului V ⊕ V ∗

Produsul interior se extinde ı̂n mod natural prin C-liniaritate la (V ⊕V ∗)⊗C.
În acest context, un subspaţiu total izotrop maximal de tip k este dat ı̂n mod
echivalent de următoarele date

(i) un subspaţiu complex L < (V ⊕V ∗)⊗C de dimensiune complexă m, total
izotrop ı̂n raport cu produsul interior astfel ı̂ncât E := πV⊗C(L) are dimensi-
une complexă m− k;

sau
(ii) un subspaţiu complex E < V ⊗C astfel ı̂ncât dimCE = m− k, ı̂mpreună
cu o 2-formă complexă ε ∈ Λ2E∗.
Observăm că dacă L este un subspaţiu oarecare al lui (V ⊕ V ∗) ⊗ C, atunci

L ∩ L este ı̂ntotdeauna un subspaţiu real, ı̂n sensul că este complexificatul unui
spaţiu vectorial real, L ∩ L = K ⊗ C. Acest fapt motivează

Definiţia 4.4. Considerăm L un subspaţiu vectorial maximal izotrop al spaţiului
(V ⊕V ∗)⊗C. Numim indexul real al lui L numărul real r :=dimC(L∩L) =dimRK.

Spre exemplu, V < V ⊕ V ∗ este un subspaţiu maximal izotrop de index real
m.

Remarca 4.4. Paritatea indexului real
Cum paritatea lui L este determinată de intersecţia acestuia cu spaţiul real

V ⊗ C, este clar că L şi L trebuie să aibă aceeaşi paritate, de unde deducem că
dim(L ∩ L) ≡ m(mod 2), adică

r ≡ m (mod 2).

Aşadar, indexul real al unui subspaţiu vectorial este par sau impar, ı̂n funcţie de
paritatea dimensiunii spaţiului vectorial V .
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Capitolul 5

Paranteza Courant

5.1 Algebroizi Lie

Definiţia 5.1. Numim algebroid Lie un triplet (L, [, ], a), unde perechea (L, [, ])
reprezintă un fibrat vectorial pe varietatea diferenţiabilă M ale cărui secţiuni Γ(L)
posedă o structură de algebră Lie astfel ı̂ncât aplicaţia de fibraţi a : L → TM
induce un morfism de algebre Lie pe secţiunile acestora. Mai exact, aplicaţia
indusă pe secţiuni notată tot a : Γ(L) → Γ(TM) = X (M) ı̂ndeplineşte

a([X, Y ]) = [a(X), a(Y )] ∀ X, Y ∈ Γ(L),

şi

[X, fY ] = f [X, Y ] + (a(X)f)Y ∀ X,Y ∈ Γ(L), f ∈ F(M).

Aplicaţia de fibraţi a se numeşte ancora algebroidului Lie (L, [, ], a).

Exemplul 5.1. Fibratul tangent
Fibratul tangent al unei varietăţi este un exemplu banal de algebroid Lie,

unde pe post de ancoră se consideră identitatea. Este util să privim algebroizii
Lie drept generalizări ale fibratului tangent.

Exemplul 5.2. Distribuţii complet integrabile
Orice subfibrat complet integrabil al fibratului tangent ı̂mpreună cu aplicaţia

de incluziune defineşte – conform teoremei lui Frobenius – un algebroid Lie.

Exemplul 5.3. Structuri complexe
Dacă M este o varietate complexă, atunci T 0,1M < TM ⊗ C este – conform

teoremei Newlander-Nirenberg – un subfibrat complex ı̂nchis la paranteza Lie.
Folosind aplicaţia de incluziune pe post de ancoră, T 0,1M defineşte un algebroid
Lie complex.

Generalizând cazul fibratului tangent, se pot defini ı̂n mod natural mai multe
operaţii pe algebroizi Lie. Prin analogie cu paranteza Schouten definită pe câm-
puri multivectoriale, dăm
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Definiţia 5.2. Considerăm L un algebroid Lie. Definim paranteza Schouten ce
acţionează pe secţiuni X1 ∧ · · · ∧Xp ∈ Γ(ΛpL), Y1 ∧ · · · ∧ Yq ∈ Γ(ΛqL) prin

[X1 ∧ · · · ∧Xp, Y1 ∧ · · · ∧ Yq] :=

:=
∑
i,j

(−1)i+j[Xi, Yj] ∧X1 ∧ · · · ∧ X̂i ∧ · · · ∧Xp ∧ Y1 ∧ · · · ∧ Ŷj ∧ · · · ∧ Yq,

şi [X, f ] = −[f, X] = a(X)f oricare ar fi X ∈ Γ(L) şi f ∈ F(M).

Secţiunile Γ(Λ∗L) formează ı̂mpreună cu paranteza Schouten o algebră Lie,
ı̂ntrucât un calcul simplu arată că au loc

[A, B] = −(−1)(a−1)(b−1)[B, A]

şi

[A, [B,C]] = [[A,B], C] + (−1)(a−1)(b−1)[B, [A,C]],

oricare ar fi A ∈ Γ(ΛaL), B ∈ Γ(ΛbL) şi C ∈ Γ(ΛcL).
Pentru A ∈ Γ(ΛaL), definim adA := [A, ·], o derivare de grad a−1 a produsului

exterior de pe Γ(Λ∗L). Într-adevăr, se verifică uşor că

adA(B ∧ C) = adA(B) ∧ C + (−1)(a−1)bB ∧ adA(C).

În afară de paranteza Schouten a câmpurilor vectoriale, varietăţile diferenţi-
abile posedă de asemenea un operator de derivare exterioară d definit pe algebra
formelor exterioare. Întrucât acesta poate fi definit ı̂n funcţie de paranteza Lie,
putem generaliza această definiţie la

Definiţia 5.3. Considerăm L un algebroid Lie. Definim operatorul liniar de or-
dinul ı̂ntâi dL : Γ(ΛkL∗) → Γ(Λk+1L∗) prin

dLσ(X0, . . . , Xk) :=
∑

i

(−1)ia(Xi)σ(X0, . . . , X̂i, . . . , Xk)

+
∑
i<j

(−1)i+jσ([Xi, Xj], X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xk),

unde σ ∈ Γ(ΛkL∗) şi Xi ∈ Γ(L).

Prin analogie, definim de asemenea operatorii de derivare interioară şi derivata
Lie pentru algebroizi Lie:

Definiţia 5.4. Considerăm X ∈ Γ(L). Atunci produsul interior iX este derivarea
de grad −1 definită pe Γ(Λ∗L∗) prin iXσ := σ(X; . . . ), iar derivata Lie LL

X se
defineşte prin formula lui Cartan

LL
X := dLiX + iXdL.
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Până acum am descris structurile algebrice intrinseci deteminate de un al-
gebroid Lie. Pe lângă acestea prezenţa oricărui algebroid Lie are efecte asupra
geometriei varietăţii subiacente. Într-adevăr, are loc

Propoziţia 5.1. Dacă L este un algebroid Lie pe varietatea M de ancoră a,
atunci D := a(L) este o distribuţie (diferenţiabilă) generalizată complet integra-
bilă a varietăţii M .

Demonstraţie. Vom aplica teorema 3.5. Pentru aceasta, să observăm mai ı̂ntâi
că, ı̂ntrucât aplicaţia a este prin definiţie o aplicaţie diferenţiabilă, D = a(L)
formează ı̂ntr-adevăr o distribuţie diferenţiabilă generalizată. Rămâne să arătăm
că aceasta este de tip finit.

Pentru aceasta să fixăm arbitrar un punct p pe varietatea M . Cum L este
un fibrat vectorial finit dimensional, acesta admite o bază locală de secţiuni
X1, . . . , Xn ∈ Γ(L

∣∣
U
) ı̂n jurul lui p. Atunci a(X1), . . . , a(Xn) formează un sis-

tem de generatori pentru D ı̂n jurul punctului p. Mai mult, folosindu-ne de
proprietaţile ancorei, vedem că există funcţiile ck

ij ∈ F(U) astfel ı̂ncât

[a(Xi), a(Xj)] = a([Xi, Xj]) = a(
n∑

k=1

ck
ijX

k) =
n∑

k=1

ck
ija(Xk),

ceea ce arată că distribuţia a(L) este de tip finit.

În cazul algebroizilor Lie complecşi avem următorul rezultat:

Propoziţia 5.2. Considerăm L un algebroid Lie complex pe M de ancoră a astfel
ı̂ncât E + E = TM ⊗ C, unde E := a(L). Notăm cu D distribuţia reală definită
prin D⊗C = E∩E. Atunci D este o distribuţie diferenţiabilă generalizată complet
integrabilă a varietăţii M .

Demonstraţie. Întrucât E + E = TM ⊗ C, aplicaţia de fibraţi vectoriali reali
i(a − a) : L → TM este surjectivă. Nucleul ei este un subfibrat real K < L dat
de

K = {X ∈ L
∣∣a(X) = a(X)}.

Proiectând K prin ancora a obţinem exact distribuţia D. Aşadar aceasta este o
distribuţie diferenţiabilă.

Pentru a verifica că aceasta este de tip finit, să fixăm p un punct arbitrar
şi X1, . . . , Xn o bază locală de secţiuni ı̂n jurul lui p pentru Γ(K

∣∣
U
). Atunci

a(X1), . . . , a(Xn) formează un sistem de generatori pentru D ı̂n jurul punctului
p. Cum a([Xi, Xj]) = [a(Xi), a(Xj)] = [a(Xi), a(Xj)] = a([Xi, Xj]), vedem că
[Xi, Xj] ∈ Γ(K

∣∣
U
). Dar paranteza Lie [Xi, Xj] se poate scrie ca [Xi, Xj] = ck

ijXk,
de unde

[a(Xi), a(Xj)] = ck
ija(Xk),

ceea ce arată faptul că D este de tip finit, deci complet integrabilă.
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În afară de foliaţia generalizată prezentată mai sus, un algebroid Lie complex
de acest tip induce o structură complexă transversă pe această foliaţie, ı̂ntr-un
sens pe care ı̂l vom preciza ı̂n cele ce urmează.

Definiţia 5.5. O distribuţie complexă E < TM ⊗ C de codimensiune com-
plexă constantă k pe o varietate reală M de dimensiune m se numeşte integra-
bilă dacă pentru fiecare punct p al varietaţii, există o vecinătate deschisă Up şi
funcţiile complexe f1, . . . , fk ∈ C∞(Up,C) astfel ı̂ncât {df1, . . . , dfk} sunt liniar
independenţi ı̂n fiecare punct din Up şi anulează toţi vectorii complecşi din E.

Din teorema Newlander-Nirenberg ştim că o astfel de distribuţie E este inte-
grabilă dacă şi numai dacă E este involutiv şi dim(E∩E) este constantă şi E +E
este involutiv. În acest caz, funcţiile f1, . . . , fk sunt coordonate complexe trans-
verse foliaţiei determinate de E ∩ E. Cu alte cuvinte, fiecare punct al varietăţii
are o vecinătate difeomorfă cu un deschis din Rm−2k × Ck care are distribuţia
canonică de bază {∂/∂x1, . . . , ∂/∂xm−2k; ∂/∂z1, . . . , ∂/∂zk}.

Aplicând aceasta ı̂n situaţia dată de propoziţia anterioară, vedem că ı̂n punc-
tele ı̂n care dimensiunea distribuţiei E ∩ E este local constantă (numite puncte
regulate), toate condiţiile de mai sus sunt ı̂ndeplinite. Am obţinut:

Propoziţia 5.3. Considerăm L un algebroid Lie complex de ancoră a pe va-
rietatea mdimensională M astfel ı̂ncât E + E = TM ⊗ C, unde am notat cu
E := a(L). Să considerăm p un punct regulat de pe varietate (adică un punct
pentru care k := dim(E ∩ E) este local constantă). Atunci local ı̂n jurul punc-
tului p varietatea are o structură complexă transversă la foliaţia determinată de
distribuţia E ∩ E.

5.2 Paranteza Courant

Paranteza Courant este o paranteză antisimetrică definită pe mulţimea secţi-
unilor netede ale fibratului TM ⊕ T ∗M , dată prin

[X + ξ, Y + η] = [X,Y ] + LY η − LY ξ − 1

2
d(iXη − iY ξ),

cu X + ξ, Y + η ∈ Γ(TM ⊕ T ∗M).
Observăm că pe câmpuri vectoriale paranteza Courant se reduce la paranteza

Lie, adică
π([A,B]) = [π(A), π(B)],

pentru orice A, B ∈ Γ(TM ⊕ T ∗M), unde π : TM ⊕ T ∗M → TM este proiecţia
canonică. Pe de altă parte, paranteza Courant se anulează pe 1-forme.

Paranteza Courant nu este o paranteză Lie ı̂ntrucât nu ı̂ndeplineşte iden-
titatea lui Jacobi. Aşadar, deşi aplicaţia π se comportă ca o ancoră, tripletul
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(TM ⊕ T ∗M, [, ], π) nu formează un algebroid Lie. Definim jacobiatorul paran-
tezei Courant drept cantitatea ce măsoară abaterea acesteia de la ı̂ndeplinirea
identităţii lui Jacobi, anume

Jac(A,B, C) := [[A,B], C] + [[B, C], A] + [[C, A], B],

unde A,B, C ∈ Γ(TM ⊕ T ∗M). Vom arăta că jacobiatorul poate fi exprimat
drept derivarea unei cantităţi numite operatorul Nijenhuis care se defineşte prin

Nij(A,B,C) :=
1

3

(〈[A,B], C〉+ 〈[B, C], A〉+ 〈[C, A], B〉),

unde 〈, 〉 este produsul interior definit pe secţiunile lui TM ⊕ T ∗M ı̂n perfectă
similitudine cu cel prezentat ı̂n capitolul anterior:

〈X + ξ, Y + η〉 :=
1

2

(
ξ(Y ) + η(X)

)
.

Propoziţia 5.4. Jacobiatorul parantezei Courant este ı̂ntotdeuna un termen ex-
act dat mai precis prin Jac(·, ·, ·) = d(Nij(·, ·, ·)).
Demonstraţie. Pentru a demonstra mai uşor acest rezultat, introducem paranteza
Dorfman definită pe secţiunile lui TM ⊕ T ∗M prin

(X + ξ) ◦ (Y + η) = [X, Y ] + LXη − iY dξ.

În mod evident au loc: [A,B] = A ◦B− d〈A,B〉 şi [A,B] = 1
2
(A ◦B−B ◦A). În

plus, paranteza Dorfman ı̂ndeplineşte

A ◦ (B ◦ C) = (A ◦B) ◦ C + B ◦ (A ◦ C),

oricare ar fi A = X + ξ, B = Y + η şi C = Z + ζ ∈ Γ(TM ⊕ T ∗M).
Într-adevăr, cu notaţiile de mai sus avem:

(A◦B)◦C+B◦(A◦C) =

= [[X,Y ], Z]+[Y, [X, Z]]+L[X,Y ]ζ− iZd(LXη− iY dξ)+LY (LXζ− iZdξ)− i[X,Z]dη

= [X, [Y, Z]] +LXLY ζ −LXiZdη−LY iZdξ + iZdiY dξ

= [X, [Y, Z]] + LX(LY ζ − iZdη)− i[Y,Z]dξ

= A◦ (B ◦C).

Să mai observăm că are loc [[A,B], C] = [A,B] ◦C − d〈[A,B], C〉 = (A ◦B−
d〈A, B〉)◦C−d〈[A,B], C〉 = (A◦B)◦C−d〈[A,B], C〉, unde am folosit ı̂n ultima
egalitate faptul că µ ◦ C = 0 de fiecare dată când 1-forma µ este ı̂nchisă.

Punând la un loc toate cele de mai sus avem:
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Jac(A,B,C) =

=
∑

cicl

[[A,B], C]

=
1

4

∑

cicl

(
(A ◦B) ◦C−C ◦ (A ◦B)− (B ◦A) ◦C +C ◦ (B ◦A)

)

=
1

4

∑

cicl

(
(A◦B)◦C−B◦(A◦C)−C◦(A◦B)−B◦(A◦C)+A◦(B◦C)+C◦(B◦A)

)

=
1

4

∑

cicl

(
A◦ (B ◦C)−B ◦ (A◦C)

)

=
1

4

∑

cicl

(
A◦(B◦C)

)

=
1

4

∑

cicl

(
[[A,B], C]+d〈[A,B], C〉)

=
1

4

(
Jac(A, B, C) + 3d(Nij(A,B, C))

)
,

ceea ce arată că Jac(A,B,C) =d(Nij(A,B,C)).

Următoarea propoziţie descrie abatarea parantezei Courant de la a doua a-
xiomă a algebroizilor Lie.

Propoziţia 5.5. Considerăm f ∈ F(M). Atunci paranteza Courant ı̂ndeplineşte

[A, fB] = f [A,B] + (π(A)f)B − 〈A, B〉df.

Demonstraţie. Să considerăm A = X + ξ şi B = Y + η ∈ Γ(TM ⊕T ∗M). Atunci

[X + ξ, f(Y + η)] = [X, fY ] + LXfη − LfY ξ − 1

2
d(iX(fη)− ifY ξ)

= f [X +ξ, Y +η]+(Xf)Y +(Xf)η− (iY ξ)df− 1

2
(iXη− iY ξ)df

= f [X + ξ, Y + η] + (Xf)(Y + η)− 〈X + ξ, Y + η〉df.

Observăm că şi ı̂n acest caz paranteza Courant se abate printr-un termen
exact de la ı̂ndeplinirea axiomei a doua a algebroizilor Lie.
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5.3 Simetriile parantezei Courant

Paranteza Lie de pe câmpurile vectoriale ale unei varietăţi diferenţiabile este
o structură canonic definită, anume este invariantă la difeomorfisme. De fapt are
loc

Propoziţia 5.6. Considerăm un automorfism al fibratului tangent (TM, M, π)
al unei varietăţi diferenţiabile M dat prin perechea (f, F ). Să presupunem că
F invariază paranteza Lie a câmpurilor vectoriale de pe varietatea M , adică
F ([X,Y ]) = [F (X), F (Y )], oricare ar fi X şi Y câmpuri vectoriale pe M . Atunci
F = df .

Demonstraţie. Să observăm că (f, df) este un automorfism al fibratului tangent
care invariază paranteza Lie. Notând cu G := df−1◦F , perechea (Id, G) este, con-
form ipotezei, de asemenea un automorfism al fibratului tangent care păstrează
paranteza Lie. În particular, oricare ar fi câmpurile vectoriale X, Y şi h ∈ F(M),
avem

G([hX, Y ]) = G
(
h[X,Y ]− Y (h)X

)
= hG([X, Y ])− Y (h)G(X)

precum şi

[G(hX), G(Y )] = h[G(X), G(Y )]−(G(Y )h)G(X) = hG([X, Y ])−(G(Y )h)G(X),

de unde deducem că Y (h)G(X) = (G(Y )h)G(X), oricare ar fi X,Y şi h. Dar
aceasta poate avea loc doar atunci când G(Y ) = Y oricare ar fi Y , adică G = Id,
de unde F = df .

În cazul fibratului TM ⊕T ∗M situaţia se schimbă. În afară de difeomorfisme,
paranteza Courant si produsul interior sunt invariate de ı̂ncă un set de simetrii
numite B-câmpuri. Acestea sunt transformări de forma

eB =

(
1 0
B 1

)
: X + ξ → X + ξ + iXB,

unde B ∈ Ω2(M) este o 2-formă ı̂nchisă pe M privită ca o aplicaţie antisimetrică
B : TM → T ∗M . Într-adevăr are loc

Propoziţia 5.7. Aplicaţia eB este un automorfism al fibratului TM ⊕ T ∗M ce
păstrează paranteza Courant dacă şi numai dacă B este o formă ı̂nchisă.

Demonstraţie. Să considerăm X + ξ, Y + η ∈ Γ(TM ⊕ T ∗M) şi B o 2-formă pe
M . Atunci

[eB(X + ξ), eB(Y + η)] = [X + ξ + iXB, Y + η + iY B]

= [X + ξ, Y + η] + [X, iY B] + [iXB, Y ]
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= [X +ξ, Y +η]+LXiY B− 1

2
diXiY B−LY iXB+

1

2
diY iXB

= [X + ξ, Y + η] + LXiY B − iYLXB + iY iXdB

= [X + ξ, Y + η] + i[X,Y ]B + iY iXdB

= eB([X + ξ, Y + η]) + iY iXdB.

Aşadar vedem că automorfismul eB invariază paranteza Courant dacă şi numai
dacă iY iXdB = 0 oricare ar fi X, Y câmpuri vectoriale, adică dacă şi numai dacă
dB = 0.

Să mai observăm că B-câmpurile sunt ı̂ntotdeuna ortogonale ı̂ntrucât 2-forma
B este antisimetrică privită ca aplicaţie B : TM → T ∗M . Într-adevăr, folosind
B∗ = −B, avem că eB(eB)∗ = eBe−B = Id.

Următorul rezultat arată că difeomorfismele ı̂mpreună cu B-câmpurile sunt,
ı̂n esenţă, singurele simetrii ortogonale ale fibratului TM ⊕ T ∗M care invariază
paranteza Courant.

Propoziţia 5.8. Considerăm (f, F ) un automorfism ortogonal al fibratului vecto-
rial TM⊕T ∗M al unei varietăţi diferenţiabile M . Să presupunem că F păstrează
paranteza Courant de pe Γ(TM ⊕ T ∗M). Atunci F este compunerea dintre un
difeomorfism al lui M şi un B-câmp.

Demonstraţie. Observăm că dacă f este un difeomorfism al varietăţii M , atunci

aplicaţia fc =
(

f∗
0

0
(f∗)−1

)
este un automorfism ortogonal al fibratului TM⊕T ∗M

care păstrează paranteza Courant. Notând cu G := f−1
c ◦ F , perechea (Id,G)

este – conform ipotezei – de asemenea un automorfism ortogonal ce invariază
paranteza Courant. În particular, pentru orice două seţiuni A,B ∈ Γ(TM⊕T ∗M)
şi h ∈ F(M) avem

G([hA,B]) = G
(
h[A,B]− (BT h)A− 〈A,B〉dh

)

= hG([A,B])− (BT h)G(A)− 〈A,B〉G(dh),

precum şi

[G(hA), G(B)] = h[G(A), G(B)]−(G(B)T h)G(A)−〈G(A), G(B)〉dh

= hG([A,B])− (G(B)T h)G(A)− 〈G(A), G(B)〉dh.

Egalând cele două rezultate şi ţinând seama de ortogonalitatea aplicaţiei G
obţinem

(BT h)G(A) + 〈A,B〉G(dh) = (G(B)T h)G(A)− 〈A,B〉dh.

32



Alegând acum A = X, B = Y cu X,Y câmpuri vectoriale obţinem Y (h)G(X) =
(G(Y )T h)G(X) oricare ar fi X, Y, h. Aceasta se poate ı̂ntâmpla doar atunci când
G(Y )T = Y pentru orice câmp vectorial Y , de unde deducem că G trebuie să fie

de forma G =
(

1
∗
∗
∗
)
. Dar acum relaţia anterioară devine

〈A,B〉G(dh) = 〈A,B〉dh,

de unde G trebuie să aibă forma G =
(

1
∗

0
1

)
. Ortogonalitatea impune forma

G =
(

1
B

0
1

)
= eB unde B este o 2-formă care trebuie să fie ı̂nchisă pentru a

păstra paranteza Courant. Aşadar, F = fc ◦ eB.

5.4 Structuri Dirac

Din cele prezentate ı̂n secţiunea precedentă, este clar că paranteza Courant se
abate de la a fi un algebroid Lie din cauza unor termeni exacţi ce implică produsul
interior. Din acest motiv, orice subfibrat L < TM ⊕ T ∗M care este involutiv şi
total izotrop ı̂n acelaşi timp formează, ı̂mpreună cu paranteza Courant şi proiecţia
canonică π : L → TM un algebroid Lie. Mai mult, imaginea printr-un B-câmp
al unui astfel de subfibrat este la rândul ei algebroid Lie.

În cazul ı̂n care L este maximal izotrop, există o serie de condiţii naturale
echivalente cu ipoteza de involutivitate a acestuia.

Propoziţia 5.9. Să considerăm L un subfibrat maximal izotrop al fibratului
TM ⊕ T ∗M (sau a complexificatului acestuia). Atunci următoarele condiţii sunt
echivalente:

(i) L este involutiv (adică [Γ(L), Γ(L)] ⊆ Γ(L));
(ii) Nij |L = 0;
(iii) Jac |L = 0.

Demonstraţie. Dacă L este involutiv este clar că Nij |L = 0, şi cum Jac=d(Nij),
obţinem că Jac |L = 0. Rămâne să arătăm implicaţia (iii) ⇒ (i).

Pentru aceasta, să presupunem că Jac |L = 0 dar că subfibratul L nu este
involutiv. Cum L este maximal izotrop, ı̂nseamnă că există A,B, C ∈ Γ(L) astfel
ı̂ncât 〈[A,B], C〉 6= 0. Atunci, oricare ar fi f ∈ F(M),

0 = Jac(A,B, fC) = d(Nij(A,B, fC)) =
1

3
〈[A,B], C〉df,

ceea ce este o contradicţie. Aşadar L este involutiv.

Definiţia 5.6. Un subfibrat maximal izotrop L < TM ⊕T ∗M se numeşte struc-
tură aproape Dirac. Dacă acesta este involutiv, spunem că L este o structură
Dirac. În mod similar, un subfibrat complex L < (TM ⊕ T ∗M) ⊗ C maximal
izotrop şi involutiv se numeşte structură Dirac complexă.

33



Exemplul 5.4. Geometria (pre)simplectică
Fibratul tangent TM este o structură Dirac. Acesteia ı̂i putem aplica orice

B-câmp pentru a obţine o altă structură Dirac. Într-adevăr, spaţiul maximal
izotrop

eω(TM) = {X + iXω : X ∈ TM}
este involutiv dacă şi numai dacă dω = 0 (conform propoziţiei 5.7). Vedem aşadar
că geometria presimplectică poate fi descrisă cu ajutorul structurilor Dirac.

Exemplul 5.5. Geometria foliaţiilor
Să considerăm D < TM o distribuţie diferenţiabilă de rang constant. Atunci

D ⊕ Ann(D) < TM ⊕ T ∗M

este un subfibrat total izotrop maximal. Această structură aproape Dirac este
Courant involutivă dacă şi numai dacă distribuţia D este complet integrabilă la
o foliaţie pe varietatea M . Din acest punct de vedere, foliaţiile pot fi privite ca
structuri Dirac reale.

Exemplul 5.6. Geometria complexă
O structură aproape complexă J ∈ End(TM) determină o distribuţie com-

plexă dată de subfibratul propriu T 0,1M < TM ⊗C corespunzător valorii proprii
−i a lui J . Subfibratul maximal izotrop asociat acestuia este dat prin

LJ := T 0,1M ⊕ Ann(T 0,1M) = T 0,1M ⊕ (T 1,0M)∗.

Dacă acesta este Courant involutiv, cum componenta vectorială a parantezei
Courant este paranteza Lie, deducem că subfibratul T 1,0M este Lie involutiv,
adică J este integrabilă. Reciproc, presupunând că J este integrabilă, atunci
pentru X + ξ, Y + η ∈ Γ

(
T 0,1M ⊕ (T 1,0M)∗

)
avem

[X + ξ, Y + η] = [X,Y ] + iX∂η − iY ∂ξ,

care este clar o secţiune a lui T 0,1M⊕(T 1,0M)∗. Aşadar LJ este involutiv Courant
dacă şi numai dacă J este integrabil. În acest mod structurile complexe integrabile
pot fi privite drept structuri Dirac complexe.
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Capitolul 6

Varietăţi complexe generalizate

6.1 Structuri complexe generalizate liniare

Începem prin a defini noţiunea de structură complexă generalizată pe un
spaţiu vectorial real. Vom folosi binecunoscutele structuri ale geometriei complexe
şi simplectice pentru a ne ghida.

Să considerăm V un spaţiu vectorial real finit dimensional. După cum am
văzut ı̂n capitolul 2 ı̂n cazul varietăţilor, o structură complexă liniară este un
automorfism J : V → V care ı̂ndeplineşte condiţia J ◦J = −Id. Prin comparaţie,
o structură simplectică liniară pe V este o 2-formă nedegenerată Ω ∈ Λ2V ∗.
Aceasta poate fi privită ca un izomorfism Ω : V → V ∗ dat prin Ω : v → ivΩ ce
are proprietatea de a fi antisimetric: Ω∗ = −Ω.

În ı̂ncercarea de a include amândouă aceste structuri ı̂ntr-o structură algebrică
superioară, vom considera automorfisme ale sumei directe V ⊕ V ∗.

Definiţia 6.1. O structură complexă generalizată (liniară) pe V este un auto-
morfism J al sumei directe V ⊕V ∗ care ı̂ndeplineşte două condiţii: este complex,
adică J ◦ J = −Id şi simplectic, adică J ∗ = −J .

Propoziţia 6.1. Echivalent, putem defini o structură complexă generalizată pe
V ca o structură complexă pe V ⊕ V ∗ care este ortogonală ı̂n raport cu produsul
interior definit la ı̂nceputul capitolului 4.

Demonstraţie. Dacă J 2 = −Id şi J ∗ = −J , atunci J ∗J = Id, adică J este
ortogonal. Reciproc, dacă J 2 = −Id şi J ∗J = 1, atunci J = −J ∗.

Structurile complexe şi simplectice liniare uzuale sunt incluse ı̂n noţiunea de
structură complexă generalizată ı̂n următorul mod. Să considerăm automorfismul

JJ =

( −J 0
0 J∗

)
,
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unde J este o structură complexă liniară obişnuită pe V , iar matricea e dată ı̂n
raport cu suma directă V ⊕ V ∗. Atunci vedem că J 2

J = −Id şi J ∗
J = −J , adică

JJ este o structură complexă generalizată. Similar, considerăm automorfismul

JΩ =

(
0 −Ω−1

Ω 0

)
,

unde Ω este o structură simplectică liniară obişnuită pe V . Observăm ı̂ncă o
dată că JΩ este o structură complexă generalizată. Astfel, vedem că structurile
complexe generalizate diagonale şi anti-diagonale corespund la structuri liniare
complexe, respectiv simplectice. Am dori acum să ı̂nţelegem mai bine structurile
intermediare ce pot apare. Observaţia importantă este că a da J este echivalent
cu a da un subspaţiu izotrop maximal al spaţiului (V ⊕ V ∗)⊗ C:

Propoziţia 6.2. O structură complexă generalizată liniară pe V este echivalentă
cu a menţiona un subspaţiu izotrop maximal L < (V ⊕V ∗)⊗C de index real nul,
adică astfel ı̂ncât L ∩ L = {0}.
Demonstraţie. Dacă J este o structură complexă generalizată, atunci notăm cu
L < (V ⊕ V ∗) ⊗ C subspaţiul propriu al său corespunzător valorii proprii +i.
Dacă x, y ∈ L, avem că 〈J x,J y〉 = 〈ix, iy〉 = −〈x, y〉, dar şi 〈x, y〉 = 〈J x,J y〉
din ortogonalitate, ceea ce implică 〈x, y〉 = 0. Aşadar L este un subspaţiu izotrop
de dimensiune jumătate din dimensiunea spaţiului (V ⊕ V ∗) ⊗ C, deci izotrop
maximal.

Reciproc, dat un asemenea L, alegem J să fie multiplicarea cu i pe L şi
cu −i pe L. Acest automorfism defineşte o structură complexă generalizată pe
V ⊕ V ∗.

Aceasta ı̂nseamnă că a studia structuri complexe generalizate este echivalent
cu a studia subspaţii complexe maximal izotrope de index real 0. Condiţia impusă
asupra indexului real se exprimă ı̂n scrierea L(E, ε) astfel:

Propoziţia 6.3. Subspaţiul maximal izotrop L(E, ε) are index real 0 dacă şi
numai dacă E + E = V ⊗ C şi ε este aşa ı̂ncât 2-forma reală antisimetrică
ω∆ = Im(ε|E∩E) este nedegenerată pe E ∩ E = ∆⊗ C.

Demonstraţie. Să considerăm L de index real 0. Cum (V ⊕V ∗)⊗C = L⊕L, avem
că E + E = V ⊗ C. De asemenea, dacă 0 6= X ∈ ∆ astfel ı̂ncât (ε − ε)(X) = 0,
atunci există ξ ∈ V ⊗ C astfel ı̂ncât X + ξ ∈ L ∩ L, ceea ce este o contradicţie.
Aşadar ω∆ este nedegenerată.

Reciproc, sa presupunem că E + E = V ⊗ C şi că ω∆ este nedegenerată. Să
presupunem că 0 6= X + ξ ∈ L ∩ L; atunci ξ|E = ε(X) şi ξ|E = ε(X). Astfel
(ε− ε)(X) = 0, ceea ce implică X = 0. Dar atunci ξ|E = ξE = 0, de unde ξ = 0,
ceea ce este o contradicţie. Aşadar L ∩ L = {0}.
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Conform remarcei 4.4, structurile complexe generalizate liniare pot fi ı̂ntâlnite
doar pe spaţii vectoriale de dimensiune pară. Are loc

Propoziţia 6.4. Spaţiul vectorial V admite structuri complexe generalizate dacă
şi numai dacă acesta este de dimensiune pară.

Demonstraţie. Într-adevăr, un spaţiu vectorial real de dimensiune pară admite
ı̂ntotdeauna structuri complexe şi simplectice, care sunt, după cum am văzut,
structuri complexe generalizate.

Reciproc, considerând L subspaţiul izotrop maximal asociat unei structuri
complexe generalizate a lui V , avem – conform remarcei amintite mai sus – că
indexul real al acestuia este de aceeaşi paritate cu dimV . Cum L este un subspaţiu
vectorial de index 0, deducem că V are dimensiune pară.

Remarca 6.1. Subspaţiul maximal izotrop asociat unei structuri simplectice liniare
Structura complexă generalizată asociată unei structuri simplectice

JΩ =

(
0 −Ω−1

Ω 0

)

determină subspaţiul vectorial maximal izotrop

L = {X − iΩ(X) : X ∈ V ⊗ C}.
Această structură complexă generalizată are tipul k = 0, unde k reprezintă codi-
mensiunea proieţiei lui L pe V ⊗ C.

Cum o B-transformare nu afectează proiecţiile pe V ⊗ C, aceasta păstrează
tipul. Dacă tranformăm structura de mai sus printr-o B-transformare obţinem o
altă structură complexă generalizată de tip 0, anume:

e−BJΩeB =

(
0 −Ω−1

Ω 0

)
,

de subspaţiu vectorial maximal izotrop

e−B(L) = {X − (B + iΩ)(X) : X ∈ V ⊗ C}.
Pe aceasta o vom numi structură B-simplectică.

Remarca 6.2. Subspaţiul maximal izotrop asociat unei structuri complexe liniare
Structura complexă generalizată asociată unei structuri complexe

JJ =

( −J 0
0 J∗

)

determină subspaţiul vectorial maximal izotrop

L = V0,1 ⊕ V ∗
1,0
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de tip k = n (unde V1,0 = V0,1 este subspaţiul propriu corespunzător valorii
proprii +i a lui J). Dacă transformăm această structură printr-o B-transformare,
obţinem

e−BJJeB =

( −J 0
BJ + J∗B J∗

)

de subspaţiu vectorial maximal izotrop

e−B(L) = {X + ξ + iXB : X + ξ ∈ V0,1 ⊕ V ∗
1,0}.

6.2 Structuri complexe generalizate

Dorim ı̂n cele ce urmează să transportăm structurile complexe generalizate
liniare pe o varietate diferenţiabilă. În cazul varietăţilor complexe şi simplectice
aceasta presupune doi paşi: menţionarea unei structuri algebrice pe fibratul tan-
gent, precum şi a unei condiţii de integrabilitate a acestei structuri. În cazul struc-
turilor complexe generalizate, condiţia algebrică este dată pe fibratul TM⊕T ∗M ,
iar condiţia de integrabilitate este dată ı̂n raport cu paranteza Courant.

Definiţia 6.2. Numim structură aproape complex-generalizată pe o varietate
diferenţiabilă 2m-dimensională M un automorfism J al fibratului TM ⊕ T ∗M
care ı̂ndeplineşte oricare din următoarele trei condiţii echivalente:

(i) J 2 = −Id şi J ∗ = −J ;
sau

(ii) J este ortogonal ı̂n raport cu produsul interior şi J 2 = −Id;
sau

(iii) subfibratul propriu L < (TM ⊕ T ∗M) ⊗ C corespunzător valorii proprii
+i a lui J este total izotrop maximal de index real 0 ı̂n fiecare punct.

Introducem acum condiţia de integrabilitate a structurilor aproape complex-
generalizate care interpolează ı̂ntre condiţia simplectică dω = 0 şi cea complexă
[Γ(T 1,0M), Γ(T 1,0M)] ⊆ Γ(T 1,0M).

Definiţia 6.3. Spunem că structura aproape complex-generalizată J este inte-
grabilă la o structură complexă generalizată atunci când subfibratul său propriu
corespunzător valorii proprii +i este involutiv Courant. Altfel spus, o structură
complexă generalizată poate fi interpretată ca o structură Dirac complexă de
index real 0.

Pentru că are loc descompunerea (TM ⊕ T ∗M) ⊗ C = L ⊕ L, proiecţia
E := πT (L) ı̂ndeplineşte E ⊕ E = TM ⊗ C, şi suntem ı̂n situaţia propoziţiei
5.2, de unde deducem că E dă naştere unei distribuţii generalizate integrabile
D definită prin D ⊗ C = E ∩ E. Ne aducem aminte că un punct pentru care
dimD este local constantă se numeşte punct regulat, iar din propoziţia 5.3 de-
ducem că ı̂n jurul unui punct regulat al unei structuri complexe generalizate
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obţinem o structură complexă transversă foliaţei definite de D. Tipul k al struc-
turii complexe generalizate ı̂n punctul p ∈ M este definit drept codimensiunea
spaţiului Ep ∈ TpM ⊗ C, aşadar foile foliaţiei induse au dimensiune 2m − 2k.
Aceste foi moştenesc o structură complexă după cum urmează: ı̂n vecinătatea
regulată, structura complexă Dirac L poate fi exprimată, ca ı̂n propoziţia 6.3,
drept L(E, ε), unde E < TM ⊗ C este un subfibrat cu E + E = TM ⊗ C, iar
ε ∈ Γ(Λ2E∗) este astfel ı̂ncât 2-forma reală ωD = Im(ε|E∩E) este nedegenerată pe
D. Integrabiliatea formei ωD urmează din involutivitatea Courant a lui L(E, ε):

Propoziţia 6.5. Considerăm E < TM ⊗C un subfibrat şi ε ∈ Γ(Λ2E∗). Atunci
subfibratul maximal izotrop L(E, ε) defineşte o structură complexă generalizată
integrabilă dacă şi numai dacă E este involutiv şi dEε = 0.

Demonstraţie. Considerăm i : E ↪→ TM ⊗ C incluziunea canonică. Atunci deri-
varea dE : Γ(ΛkE∗) → Γ(Λk+1E∗) este definită prin i∗ ◦ d = dE ◦ i∗. Notăm cu
σ ∈ Γ(Λ2T ∗M⊗C) o extindere netedă a lui ε, adică aşa ı̂ncât i∗σ = ε. Considerăm
de asemenea X + ξ, Y + η ∈ Γ(L). Atunci ξ|E = iXε şi η|E = iY ε. Notăm cu
Z + ζ := [X + ξ, Y + η]. Dacă L este Courant involutiv, atunci Z ∈ Γ(E), ceea
ce arată că E este involutiv, iar diferenţa

ζ|E− iZε = i∗
(LXη−LY ξ− 1

2
d(iXη− iY ξ)

)− i[X,Y ]i
∗σ

= iXdEi∗η − iY dEi∗ξ +
1

2
dE(iXiY ε− iY iXε)− i∗[LX , iY ]σ

= iXdEi∗η− iY dEi∗ξ+dEiXiY ε− i∗(iXdiY ε+diXiY ε− iY diXσ− iY iXdσ)

= iY iXdEε

trebuie să se anuleze pentru orice X + ξ, Y + η ∈ Γ(L), arătând că dEε = 0.
Inversând argumentul, vedem că reciproca este de asemenea adevărată.

O consecinţă simplă a acestui rezultat este faptul că 2-forma nedegenerată
ωD ∈ Γ(Λ2D∗) este ı̂nchisă de-a lungul foilor, arătând că ı̂ntr-o vecinătate regulată
o structură complexă generalizată dă naştere unei foliaţii cu foi simplectice si
structură complexă transversă.

Verificăm acum că involutivitatea Courant a structurilor aproape complex-
generalizate poate fi particularizată la condiţiile de integrabilitate simplectice,
respectiv complexe, după cum ne-am dorit.

Exemplul 6.1. Varietăţi simplectice
Structura aproape complex-generalizată

JΩ =

(
0 −Ω−1

Ω 0

)
,
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determinată de 2-forma Ω este, după cum am văzut ı̂n exemplul 5.4, integrabilă
Courant dacă şi numai dacă dΩ = 0. Binêınţeles că acesteia ı̂i putem aplica un
B-câmp (unde B este o 2-formă ı̂nchisă) pentru a obţine o structură complexă
generalizată B-simplectică.

Exemplul 6.2. Varietăţi complexe
Structura aproape complex-generalizată

JJ =

( −J 0
0 J∗

)

determinată de structura aproape complexă J este, după cum am văzut ı̂n ex-
emplul 5.6, integrabilă Courant dacă şi numai dacă J este integrabilă Lie la o
structură complexă.

6.3 Teorema lui M. Gualtieri de structură locală

După cum putem uşor observa, orice varietate complexă este local echiva-
lentă printr-un difeomorfism cu (Cm, jm), unde jm reprezintă structura complexă
canonică de pe Cm. În mod similar, teorema lui Darboux afirmă că orice struc-
tură simplectică de pe o varietate diferenţiabilă este local echivalentă cu structura
simplectică standard (R2m, ω0), unde

ω0 = dx1 ∧ dx2 + · · ·+ dx2m−1 ∧ dx2m.

În această secţiune vom prezenta o teoremă similară care generalizează aceste
rezultate ı̂n contextul varietăţilor complexe generalizate.

Teorema 6.6. (M. Gualtieri, 2003)
Orice punct regulat de tip k al unei varietăţi complexe generalizate M de di-

mensiune reală 2m are o vecinătate care este echivalentă, printr-un difeomorfism
şi un B-câmp, cu produsul dintre o mulţime deschisă din Ck şi un deschis al
varietăţii simplectice (R2m−2k, ω0).

Demonstraţie. Am văzut ı̂n propoziţia 6.5 că ı̂ntr-o vecinătate regulată, o struc-
tură complexă generalizată poate fi exprimată ca L(E, ε), unde E < TM ⊗ C
este un subfibrat involutiv, iar ε ∈ Γ(Λ2E∗) ı̂ndeplineşte dEε = 0. Din propoziţia
5.3, distribuţia E determină o foliaţie a vecinătăţii regulate de structură com-
plexă transversă izomorfă cu o mulţime deschisă din R2m−2k × Ck, unde E are
drept bază de secţiuni {∂/∂x1, . . . , ∂/∂x2m−2k; ∂/∂z1, . . . , ∂/∂zk}, unde {xi} sunt
coordonate pentru foile R2m−2k şi {zi} sunt coordonatele transverse complexe.
Aşadar, alegând B + iω ∈ Γ(Λ2T ∗M ⊗C) astfel ı̂ncât i∗(B + iω) = ε, putem scrie
un generator pentru fibratul canonic ce defineşte L(E, ε) după cum urmează:

ρ = eB+iωΩ,
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unde Ω = dz1 ∧ · · · ∧ dzk. În plus, vedem că

i∗d(B + iω) = dEi∗(B + iω) = dEε = 0,

ceea ce arată că d(B + iω) ∈Ann∗E, de unde

dρ = eB+iωd(B + iω) ∧ Ω = 0.

Am arătat aşadar că orice structură complexă generalizată a unei 2m-varietăţi
poate fi exprimată ı̂ntr-o vecinătate regulată printr-o formă diferenţiabilă ı̂nchisă
ρ = eB+iωΩ, unde Ω este decompozabilă de grad 0 ≤ k ≤ m astfel ı̂ncât

ωm−k ∧ Ω ∧ Ω 6= 0.

Demonstraţia lui Weinstein [4] a teoremei lui Darboux pentru o familie de
structuri simplectice poate fi folosită pentru a găsi un difeomorfism local ϕ care
păstrează foile şi duce ω ı̂ntr-o 2-formă al carei pullback pe fiecare foaie este forma
simplectică canonică de pe R2m−2k. Aplicând acest difeomorfism obţinem 2-forma
nouă ϕ∗B + iϕ∗ω. Să observăm că Ω rămâne neafectată de acest difeomorfism,
ı̂ntrucât {zi} sunt constante de-a lungul foilor.

Pentru uşurinţă, să notăm cu K = R2m−2k şi N = Ck, ı̂n aşa fel ı̂ncât formele
diferenţiale au acum o tri-graduare (p, q, r) corespunzătoare componentelor din
ΛpK∗ ⊗ΛqN∗

1,0 ⊗ΛrN∗
0,1. În plus, derivata exterioară se descompune ı̂ntr-o sumă

de trei operatori
d = df + ∂ + ∂,

fiecare de gradul 1 pe componenta corespunzătoare a tri-graduării. Să observăm
că df este derivata exterioară de-a lungul foilor. În timp ce Ω este de tip (0, k, 0), 2-
forma complexă A = ϕ∗B+iϕ∗ω se descompune ı̂n şase componente, anume: A200,
A110, A101, A020, A011 şi A002. Să observăm de asemenea că doar componentele
A200, A101, A002 acţionează netrivial pe Ω ı̂n expresia eAΩ. Aşadar, putem modifica
după cum dorim celelalte trei componente. Mai observăm că partea imaginară a
componentei A200 este ω0, de unde deducem că d(A200 − A200) = 0.

Din d(B + iω) ∧ Ω = 0, obţinem

∂A002 = 0 (6.1)

∂A101 + dfA
002 = 0 (6.2)

∂A200 + dfA
101 = 0 (6.3)

dfA
200 = 0 (6.4)

Ultima ecuaţie afirmă pur şi simplu că pullback-ul formei B + iω la orice foaie
este ı̂nchis ı̂n acea foaie, după cum ştim deja.
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Dorim acum să modificăm A aşa ı̂ncât ϕ∗ρ = eAΩ rămâne neschimbată, dar
A este ı̂nlocuit cu Ã = B̃+ 1

2
(A200−A200), unde B̃ este o 2-formă ı̂nchisă. Aceasta

ar demonstra că
ϕ∗ρ = eB̃+iω0Ω,

adică, ρ este echivalent, prin compunerea dintre un B-câmp şi un difeomorfism,
cu produsul dintre o structură complexă şi una simplectică.

Pentru a păstra ϕ∗ρ, forma cea mai generală pentru B̃ este

B̃ =
1

2
(A200 + A200) + A101 + A101 + A002 + A002 + C,

unde C este o 2-formă reală de tip (011). Atunci clar ϕ∗ρ = eB̃+iω0Ω. Cerând ca
dB̃ = 0 obţinem

(dB̃)012 = ∂A002 + ∂C = 0; (6.5)

(dB̃)111 = ∂A101 + ∂A101 + dfC = 0. (6.6)

Aşadar ne-am redus la a arăta existenţa unei (011)-forme reale C astfel ı̂ncât
aceste ecuaţii sunt ı̂ndeplinite. Următoarele argumente sunt locale şi fac uz ı̂n
mod repetat de lema lui Dolbeault.

• Din ecuaţia 6.1 obţinem că A002 = ∂α pentru o (001)-formă α. Condiţia 6.5
este echivalentă cu ∂(C − ∂α) = 0, a cărei soluţii generale este

C = ∂α + ∂α + i∂∂χ,

unde χ este o funcţie reală oarecare. Rămâne de verificat că se poate să
alegem χ astfel ı̂ncât condiţia 6.6 să fie ı̂ndeplinită.

• Din ecuaţia 6.2 obţinem că ∂(A101 − dfα) = 0, de unde A101 = dfα + ∂β
pentru o (100)-formă β. Condiţia 6.6 devine acum

−idf∂∂χ = ∂∂(β − β),

care poate fi rezolvată pentru necunoscuta χ dacă şi numai dacă partea
dreaptă este df -̂ınchisă. Din ecuaţia 6.3 vedem că ∂(A200 − dfβ) = 0, ceea
ce arată că A200 = dfβ + δ, unde δ este o (200)-formă ∂ -̂ınchisă. Aşadar

df∂∂(β − β) = ∂∂(A200 − A200),

iar partea dreaptă se anulează ı̂ntrucât A200−A200 = 2ω0, care este ı̂nchisă.
Aşadar χ poate fi ales să ı̂ndeplinească condiţia 6.6.

Aceasta ı̂ncheie demonstraţia teoremei.
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