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Rezumat

Aceasta lucrare are drept scop prezentarea conceptului recent aparut de varietate
complexa generalizata. Lucrarea este structurata in doua parti, a cate trei capitole
fiecare.

In prima parte a acesteia sunt prezentate pe scurt cele doua geometrii principale
ce sunt generalizate prin acest concept nou, anume geometria complexa gi cea sim-
plectica, precum si notiunea de foliatie (generalizata) a unei varietati diferentiabile,
necesara pentru o mai buna intelegere a unor fapte prezentate ulterior. Partea a doua
cuprinde pregatirile algebrice, respectiv analitice necesare definirii varietatilor complexe
generalizate precum si prezentarea propriu-zisa a acestora.

Primul capitol incepe cu prezentarea notiunii de olomorfie pentru functii de mai
multe variabile complexe. Urmeaza definirea varietatilor complexe si prezentarea pro-
prietatilor de baza ale acestora privite ca varietati reale: dimensiunea para, orientabili-
tatea gi existenta canonica a unei structuri speciale pe fibratul tangent. Ultima sectiune
cuprinde teorema Newlander-Nirenberg ce stipuleaza conditiile in care o varietate reala
cu proprietatile de mai sus provine dintr-o structura de varietate complexa.

In al doilea capitol sunt prezentate varietatile simplectice. Prima sectiune studiaza
formele simplectice liniare, iar a doua prezinta varietatile reale inzestrate cu o 2-forma
inchisa, simplectica in fiecare punct. Ca si in cazul varietatilor complexe, proprietatile
de baza ale unei astfel de structuri sunt dimensiunea para si orientabilitatea. Capitolul
se incheie cu prezentarea teoremei de structura locala a lui Darboux, potrivit careia
orice doua varietati simplectice sunt local indistinctibile.

Capitolul al treilea prezinta notiunea geometrica de foliatie. Pornind de la integra-
bilitatea campurilor vectoriale diferentiabile, sunt prezentate distributiile diferentiabile
precum si conditiile in care acestea sunt complet integrabile. Rezultatul din urma este
cunoscut sub numele de teorema lui Frobenius. Ultima sectiune prezinta o generalizare
a acestui rezultat pentru cazul distributiilor diferentiabile de dimensiune variabila.

Primul capitol al partii secunde a lucrarii prezinta notiuni de algebra liniara a
spatiului vectorial V & V* necesare prezentarii varietatilor complexe generalizate. Reti-
nem de aici: produsul interior canonic existent pe un astfel de spatiu, automorfismele
liniare induse de o 2-forma liniara a spatiului V' (B-transformari) precum si forma
generald a subspatiilor maximal izotrope ale lui V @ V*.

Capitolul cinci realizeaza pregatirile analitice necesare definirii varietatilor complexe
generalizate. Paranteza Courant reprezinta un analog al parantezei Lie pentru fibratul
TM & T*M. Sunt studiate structura nou obtinuta pe fibratul TM & T*M, automor-
fismele acesteia, precum si structura particulara obtinuta prin restrangerea parantezei
Courant la un subfibrat involutiv maximal izotrop, numita in general algebroid Lie.

Capitolul final introduce notiunea de varietate complexa generalizata, arata cum
aceasta generalizeaza atat geometria complexa cat si pe cea simplectica si prezinta
teorema lui M. Gualtieri de structura locala a varietatilor complexe generalizate.
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Partea 1

Notiuni geometrice clasice



Capitolul 1

Varietati complexe

>

1.1 Functii olomorfe

O functie F = f(z,y) + ig(z,y) : U C C — C se numeste olomorfa daca
indeplineste ecuatiile Cauchy-Riemann:

aof  0dg . of dg
- == i — ="
or 0y 5 oy ox
Diferentiala functiei F' vazutd ca functie reald, F' = F(x,y) : U C R? — R?
este data intr-un punct oarecare p € U de aplicatia liniara

(dF), ( =m) ) ) '

Jdg dg
52(p) 5 (p)
Notand cu j automorfismul liniar al lui R? = C corespunzitor inmultirii
complexe cu 7, automorfism dat in bazele canonice de matricea

. (0 -1
.] T 1 0 ’
se verifica ugor faptul ca ecuatiile Cauchy-Riemann sunt echivalente cu urma-
toarea relatie de comutare: j o (dF), = (dF),o0j, Vp e U.
In mod similar, vom identifica C™ cu R*™ prin
(21, -y 2m) = (1 + iy, - T+ Ym) — (T4, s Ty YLy - - s Ym)

si vom nota cu j,, automorfismul lui R*™ corespunzator multiplicarii cu i de pe

Cm
(0 —I,
jm L Im O 9

pentru a da urmatoarea definitie:

Definitia 1.1. O aplicatie ' : U C C* — C™ se numeste olomorfa daca
diferentiala dF a aplicatiei F' vizutd ca aplicatie reala F : U C R*™ — R?m
indeplineste relatia: jp, o (dF), = (dF'), 0 j,, Yp € U.



1.2 Varietati complexe

Definitia 1.2. Numim varietate complexa de dimensiune m o varietate topo-
logica (M, A) de aceeasi dimensiune al carei atlas A = (Uy, ¥ )aca Indeplineste
urmatoarea conditie de compatibilitate:

oricare ar fi U, si Ug € A cu U, N Uz # 0, aplicatia dintre deschisi din C™

Do = Pq O go/gl este olomorfa.
O pereche (U,, ) se numeste harta iar in acest caz atlasul se mai numeste si
structura olomorfa.

O functie f : M — C se numeste olomorfd daca aplicatia fog,! este olomorfa
in sensul definitiei (1.1), oricare ar fi a € A.

Consideram (N, B) o alta varietate complexa de structura olomorfa notata cu
B = (V,,¢5)yer. O aplicatie F' : M — N se numeste olomorfa daca aplicatia
1y 0 F o, ! este olomorfa, oricare ar fi « € A siy € I

Ezemplul 1.1. C™ ca varietate complexa
In mod banal, C™ impreuna cu atlasul A = (C™, Id) formeaza o varietate
complexa.

Exemplul 1.2. Spatiul proiectiv complex
Notat CP™ si definit ca multimea dreptelor complexe din C™*!, spatiul proiec-
tiv complex m—dimensional poate fi organizat ca varietate complexa. Mai precis,

daci definim pe C™! \ {0} relatia de echivalentd (zo,...,2m) ~ (wo, ..., Wy)
<= Ja € C* alz =« w; pentru orice i, atunci CP™ := (C™*\ {0})/..

Notand cu [zg : --- : 2z,] clasa de echivalenta a vectorului (zo,...,z,), cu
Ui:=A{lz0: - zm]|z # 0} si cu y; aplicatiile ¢ : U; — C™ date prin

20 Zi—1 Zi+1 zZ
(pi([zo:"':zm]):(_v"'a - ) H"”"_m)
se poate ugor arata ca
w Wi—1 W w; 1 w, w
010 07 wn, ) = (___+___+_m)

In mod clar, functiile de schimbare de hartd gDingj_l sunt olomorfe pe domeniul
de definitie, ceea ce arata ca CP™ impreuna cu atlasul A = (U;, ¢;)o<i<m formeaza
o structura de varietate complexa de dimensiune m.

Ezemplul 1.3. Grassmanniana complexa

Notata cu Gr,(C™) si definita ca multimea tuturor subspatiilor vectoriale
complexe de dimensiune p ale spatiului vectorial complex C™, se poate arata
ca grassmanniana complexa are o structura de varietate complexa p(m — p)-
dimensionala.



Remarca 1.1. Varietatea diferentiabila subiacenta unei varietati complexe

Cum orice aplicatie olomorfa intre deschisi din C™ este in particular o aplicatie
C°°—diferentiabild intre deschisi din R?*™, orice varietate complex# M de dimen-
siune complexa m defineste o varietate diferentiabila 2m—dimensionala Mg, care
este identica cu M din punct de vedere topologic. In plus, varietatea diferentiabila
Mp este Intotdeauna orientabila.

Intr-adevir, fie ©vap O aplicatie de schimbare de harta intre hartile arbitrar
alese (Ua, ¥a), (U, @p) ale atlasului olomorf de pe M. Atunci, din relatia de
comutare j,, o dp,s = dpag © jm pe care diferentiala aceasteia o indeplineste in
orice punct, obtinem ca dy,g are — in orice punct in care este definita — forma

A -B
dos=\p 4 )

cu A, B € M,,(R). Folosind identitatea

A B\ (A0,\(I  A'B
c o) \c 1 )\o, b-ca'B

si regula lui Leibnitz de calculare a determinantilor obtinem
det(dpas) = det(A)det(A — BA™'B) = (detA)*det(I,,, + (A~ B)?).
In final, notand cu w := det(I,, + i(A~*B)), avem c&
det(I,, + (A"'B)?) = det(I,, + i(A'B))det(l,, —i(A™'B)) = w-w > 0,

de unde obtinem faptul ca det(dy,s) > 0,deci Mg este orientabila.

Remarca 1.2. Structura aproape complexa indusa de o structurd olomorfa

Data o structura olomorfa corespunzatoare unei varietati complexe M de di-
mensiune m, aceasta atrage in mod canonic existenta unui automorfism J al fi-
bratului tangent T'My ce are proprietatea J? = —Id. Acesta se poate defini local
astfel: pentru fiecare X € T, Mg consideram (U,, ¢,) 0 harta ce contine punctul
p si definim J,(X) := (dpa) ™" 0 jm 0 dpa(X). Alegand o altd harta (Ug, ps) ce
contine punctul p si notand cu g, aplicatia olomorfa de schimbare de harta,
Ppa = Pp o, avem

Js(X) = (dpp)™" 0 jmodps(X) = (dm) 0 jm © dpga © dpa(X) =
(s?)) 0 dpga © jm © (dpe) ™" = (dpe) ™" 0 jm 0 dpa(X) =

ceea ce arata ca definitia lui J nu depinde de harta aleasa. In plus, din modul de
definire descris mai sus, se poate observa acum usor faptul ca Jo J = —Id.

Aceasta remarca indreptateste urmatoarea definitie:



Definitia 1.3. Spunem cd o varietate diferentiabila M admite o structura aproape
complexd J dacd J € Aut(TM) si J> = —Id. In acest caz, vom numi perechea
(M, J) varietate aproape complexa.

Astfel, orice varietate complexa este In mod canonic o varietate aproape com-
plexa. Reciproca nu este in general adevarata, iar conditiile suplimentare in care
aceasta are loc fac obiectul urmatoarei sectiuni.

1.3 Teorema Newlander-Nirenberg

Consideram (M, J) o varietate aproape complexa m-dimensionala. Am vrea sa
diagonalizam automorfismul J. Pentru aceasta, trebuie sa complexificam fibratul
tangent al varietatii. Definim astfel

TM® .= TM o5 C.

Extindem toate automorfismele si toti operatorii diferentiali de la TM la TM®
prin C-liniaritate. Notam cu T'°M (respectiv T%! M) subfibratul vectorilor pro-
prii al lui TM® corespunzitor valorii proprii 4 (respectiv —i) a automorfismului
J. Atunci are loc urmatorul rezultat simplu:

Lema 1.1. Subfibratii vectoriali propris TYOM si TO'M pot fi descrigi astfel:
TYM ={X —iJX|X € TM}, T"'"M = {X +iJX|X € TM}. In plus, are loc
descompunerea TM® = TYOM @ T M.

Demonstratie. Pentru a proba descompunerea folosim rezultatul elementar de
algebra liniara potrivit caruia vectori proprii corespunzatori la valori proprii dis-
tincte sunt liniar independenti, precum si faptul ca TMC este fibrat vectorial
peste un corp algebric inchis. Asadar

TMC = TN @ T M.

Din egalitatea X — iJX = Y + iJY obtinem, egaland partile reale si cele
imaginare si tinand seama de faptul ca J e in particular injectiv X =Y = 0.
Deducem de aici ca {X —iJX|X e TM}N{X +iJX|X € TM} = {0}. Tinand
seama de dimg{X — iJX|X € TM} = dimg{X +iJX|X € TM} = m cét si de
dimgTMC® = 2m, avem ca

TMC® ={X —iJX|X e TM}® {X +iJX|X € TM}.

Pe de altd parte, perechea de incluziuni {X — iJX|X € TM} C T'°M,
respectiv {X +iJX|X € TM} C T%' M poate fi probata prin calcul direct astfel
J(X —iJX)=JX —iJ*(X)=JX +iX = i(X —iJX), respectiv J(X +iJX) =
=JX +iJ*(X)=JX —iX = —i(X +iJX).

Punand la un loc toate cele de mai sus, deducem usor concluzia lemei. Il
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Definitia urmatoare este necesara pentru a putea enunta teorema Newlander-
Nirenberg.

Definitia 1.4. Un subfibrat L al fibratului tangent complexificat TMC se spune
a fi integrabil daca sectiunile sale I'(L) formeaza o subalgebra Lie a algebrei Lie
X(M)® a campurilor vectoriale complexificate ale varietatii M, unde am notat
cu X(M)C := I'(TMF) iar paranteza Lie asociati se obtine extinzand-o pe cea
obisnuita prin C-liniaritate. Altfel spus, L este integrabil daca si numai daca
[M(L), T(L)] € T(L).

Cu aceste pregatiri, putem acum enunta rezultatul principal prezentat in
aceasta sectiune:

Teorema 1.2. (A. Newlander- L. Nirenberg, 1957)

Consideram (M, J) o varietate aproape complexa. Atunci structura aproape
complexa J provine dintr-o structura olomorfa daca $i numai daca subfibratul
TOYM al fibratului tangent complexificat TMC este integrabil.

Demonstratie. Vom arata doar implicatia inversa a acestei teoreme. Demonstra-
tia completa este dificila, si poate fi gasita spre exemplu in [3].

Sa presupunem in cele ce urmeaza ca structura aproape complexa .J provine
dintr-o structura olomorfa a varietatii M. Consideram (U,, ¢,) o harta olomorfa
arbitrara de coordonate (2x)i<k<m, 2k = Tk + Y. Atunci %k = (dps) t(ex) si
?% -
In plus, j,(€x) = €mik, de unde obtinem cu ajutorul definitei automorfismului J

0 0
k Yk

Facem in continuare urmatoarele notatii:

0 1/ 0 .0 9, 1/ 0 .0

— === =i, — = =——i—).

sz 2 8xk ayk 8zk 2 6xk 6yk
Din lema de mai sus si relatia (1.1) obtinem imediat ca B%c si a%c sunt sectiuni
locale ale fibratilor TY°M, respectiv T%'M. Mai mult, acestea formeaza baze
locale de sectiuni pe vecinatatea U,. Consideram acum Z si W doua sectiuni

locale ale fibratului 7% M date prin
“ 0 - 0
Z = Lp— W = Wi
2 Yoz 2 oz
k=1 k=1
Un calcul direct simplu arata ca

B oW, 0Zr\ 0
2, W] = MZI (Zl 0z, Wi 07, ) %),

(dps) Y(emsr), unde prin {ey, ..., €a, } am notat baza canonica a lui R*™.

(1.1)

care este in mod clar o sectiune locala a fibratului 70! M. Il
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Remarca 1.3. Asupra implicatiei directe a teoremei Newlander-Nirenberg

Partea dificila in demonstrarea implicatiei directe a acesei teoreme este data
de probarea existentei unui atlas diferentiabil pe M ale carui harti indeplinesc
relatia (1.1) in raport cu structura aproape complexa J. Odata demonstrat acest
fapt, devine usor de aratat ca functiile de tranzitie asociate unui astfel de atlas
sunt olomorfe. intr—adevér, fie (w; = w; +1v;)1<1<m un sistem local de coordonate
dat de harta (Ug, @) care se intersecteaza nevid cu sistemul de coordonate locale
(wy = w + 1v;)1<1<m S satisface

o0y_ 2
8uk N 8vk°

5

Atunci, cu ajutorul formulei de schimbare de coordonate avem:

8uk 8Uk
1.2
81:1 Z 8:171 8uk Z &cl avk ( )
si
6’uk Gvk
) 1.3
391 kz oy auk Z oy avk (1:3)
Aplicand J in relatia (1.2) si comparand cu (1.3) obtinem
0 0 0 0
8—1;]; = 8—1;; respectiv aiyl; = _8_1;;’ oricare ar i 1 < k,l <m,

relatii ce se redau condensat prin j,, 0 dpas = dpas © jm. Asadar aplicatia p,s de
schimbare de coordonate intre cele doua harti este intr-adevar olomorfa.



Capitolul 2

Varietati simplectice

>

2.1 Forme simplectice liniare

O forma simplectica liniara asociata unui spatiu vectorial real este o 2-forma
exterioara nedegenerata. Pe parcursul acestei sectiuni vom studia in amanunt
proprietatile unui astfel de obiect.

Un rezultat general de algebra multiliniara afirma ca, in general, formele exte-
rioare ale unui spatiu vectorial real pot fi identificate in mod canonic cu aplicatiile
sale multiliniare alternate. Enuntul precis al acestui fapt este dat de urmatoarea

Lema. Spatiul vectorial al p-formelor exterioare APV* ale unui spatiu vectorial
real finit dimensional V' este canonic izomorf cu mulfimea aplicatiilor p-liniare
alternate, {Q : VP — R |Q este multiliniara si alternata}. Izomorfismul este dat

pe monoame exterioare prin (aq A+ Aay)(v1,...,v,) = det((oz,-(vj))ij)

Consideram acum V un spatiu vectorial real m-dimensional si Q € A2V*.
Atunci, potrivit lemei anterioare, forma exterioara €2 poate fi privita ca o aplicatie
biliniara € : V' x V' — R ce are proprietatea Q(u,v) = —Q(v,u), oricare ar fi
u,v € V. Observam de asemenea ca in acest caz Q(u,u) = 0, oricare ar fi u € V.
De aici inainte vom folosi aceasta identificare in mod constant, fara a face referire
la ea in mod explicit.

Teorema 2.1. (Forma standard a unei 2-forme exterioare)
Consideram € o 2-forma exterioara pe V. Atunci exista o bazd a spatiului

vectorial V' de forma {uy, ..., ug;€1,...,€m; f1,..., fm} astfel incat
Qu;,v) =0, oricare ar il <i <k siv eV,
Qes,e5) =0=Q(f;, f;), oricare ar fil <i,j <m, §i
Qes, f;) = dij, oricare ar fi 1 <i,7 < m.

Demonstratie. Notam cu KerQ := {u € V| Q(u,v) = 0 oricare ar fiv € V} si
consideram {uy, ..., ux} o baza a lui KerQ gi W < V astfel incat V =Ker Q& W.



Pasul 1

Alegem e; € W nenul. Atunci exista f; € W astfel incat Q(eq, f1) # 0.
inmul’gind eventual vectorul f; cu un scalar real nenul, putem presupune ca
Qeq, f1) = 1. Notam acum cu W; spatiul generat de vectorii {e;, f1} si cu
Wi = {w € W|Q(w,v) = 0 pentru orice v € W, }. Vom arita ca W = W, @ WL

Fie v = ae; +bf; € Wy N W Atunci —b = Q(v,e;) = 0 = Q(v, f1) = a, de
unde v = 0. Asadar W, N W = {0}.

Alegand v € W arbitrar, si notand cu ¢ := Q(v,e1) si d := Q(v, f1), scrierea
v = (—cfi +dey) + (v+cfi —dey) este o scriere a lui v ca suma de doi vectori
din W, respectiv W% Deducem asadar ca W = W, & Wi,

Pasul 2

Repetam procedeul de la pasul anterior cu W}* pe post de . Atunci exista
ey §i fo € Wit astfel incat Q(eq, fo) = 1. Notam cu W, spatiul generat de vectorii
{ea, fo} si cu Wit := {w € W |Q(w,v) = 0 pentru orice v € Ws}. Similar cu
pasul precedent, obtinem ca W = Wy @ Wik,

Pasul 3

Continuand procedeul descris mai sus, obtinem dupa un numar finit m de
pasi W = {0}. Am obtinut astfel pentru V urmitoarea descompunere:

V:K@TQ@Wl@WQ@@Wﬁw

unde termenii sumei sunt mutual ortogonali in raport cu forma 2, iar spatiul W;
are drept baza multimea {e;, f;} cu proprietatea Q(e;, f;) = 1. ]

Definitia 2.1. O baza cu proprietatile din enuntul teoremei 2.1 se numeste baza
canonicd in raport cu 2-forma exterioara €.

Remarca 2.1. Scrierea 2-formei exterioare € in baza canonica
Dacanotam cu {uj, ..., uj; e, ... e ff, ..., f} duala bazei canonice de mai
sus, 2-forma exterioara €2 are in raport cu aceasta urmatoarea scriere concisa:

Q= 2’”: e; N .
i=1

Privita ca aplicatie biliniara alternata, €2 se scrie in coordonate astfel:

O Op O |
Qu,v) =(—u—) [ Opn O Iy v
Op —In 0 |

Definitia 2.2. Spunem ca 2 este o forma simplectica liniara pe spatiul vectorial
V dacad Q € A*V* gi Ker Q = {0}. In acest caz, perechea (V, ) se numeste spatiu
vectorial simplectic.
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Remarca 2.2. Paritatea dimensiunit unui spativ vectorial simplectic

In conformitate cu teorema 2.1, dim(KerQ)) = k = 0, de unde rezultii ci
dimV = 2m este pari. In plus, spatiul vectorial simplectic (V,Q) are o baza de
forma {eq,...,em; f1,..., fm} care indeplineste

Q(€Z‘, f]> = 5ij §1 Q(ei, Gj) = O = Q(fz, f]>

O astfel de baza se numeste baza simplectica pentru (V,€).

Modelul de spatiu vectorial simplectic 2m-dimensional este dat de (R*™, )
cu Qo =D € A ey, unde {eq, ..., e, } reprezintd baza vectoriala canonica
a spatiului R?™. In acest caz, {e1, ... em; fi,- ., fm} cu fi := ey reprezinta o
baza simplectica pentru (R*™, Q).

Definitia 2.3. O aplicatie ¢ : (V,Q) — (V', Q) se numeste simplectomorfism
liniar daca ¢ este un izomorfism de spatii vectoriale astfel incat ¢*) = Q, unde
2-forma exterioard ¢*Q' se defineste prin: ¢*Q'(u,v) := Q(p(u), p(v)), oricare
ar i u,v € V. In cazul in care un astfel de simplectomorfism exista, spunem ca
spatiile (V, Q) si (V', Q) sunt simplectomorfe.

Remarca 2.3. Clasificarea spatiilor vectoriale simplectice finit dimensionale

Relatia de a fi simplectomorf este in mod clar o relatie de echivalenta. Cu
ajutorul teoremei 2.1, observam usgor faptul ca orice spatiu vectorial simplec-
tic 2m-dimensional (V, Q) este simplectomorf cu modelul (R2™, ). Intr-adevir,
alegerea unei baze simplectice pentru (V, 2) determina un simplectomorfism intre
acesta si (R*™ Q).

2.2 Varietati simplectice

Definitia 2.4. Consideram M o varietate diferentiabila oarecare si w € A%M o
2-forma diferentiabila pe M. Spunem ca w este o forma simplectica pe M daca
aceasta este inchisa ca forma diferentiabild (dw = 0) si w, € A2(T;M ) este o
forma liniara simplectica, oricare ar fi p € M. In acest caz, numim perechea
(M,w) varietate simplectica.

O aplicatie F' : (My,w1) — (Ma,ws) se numeste simplectomorfism daca F
este un difeomorfism ce indeplineste F*w, = wy, unde 2-forma F*w, se defineste
punctual prin (F*ws),(u,v) := (w2) p(p) (dF,(w), dFp(v)), YV u, v e T,M,V pe M.

Cu ajutorul remarcei 2.2, observam usor ca orice varietate simplectica este de
dimensiune para.

Ezemplul 2.1. R®*™ ca varietate simplecticd
Consideram M = R?™ cu atlasul canonic format dintr-o singurd harta de

coordonate liniare (1 ...Zpn; 41 ..., Ym). Atunci 2-forma
m
Wy = Zd:ﬂl VAN dyz
i=1
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este simplectica, iar multimea

{2, (5), (),

0
().}
este o baza simplectica pentru 7,,M.
Daca pe M = C™ consideram atlasul canonic format din harta de coordonate
liniare (21 ... z,,), atunci 2-forma

i _
Ty = E;dzk/\dzk

este simplectica. De fapt, identificand C™ cu R?™ prin 2;, = x} + iy, observam
usor ca forma 7y este egala cu wy.

Exemplul 2.2. Sfera S? ca varietate simplectica

Consideram sfera M = S? privitd ca multimea vectorilor unitari din R3.
Atunci vectorii tangenti in punctul p la S? pot fi identificati cu vectorii ortogonali
pe p. Forma simplectica standard pe S? este indusa de produsul mixt astfel:

wp(u,v) = (p,u X v), oricare ar fi u,v € T,,S%.

Aceasta este Inchisa pentru ca este de grad maxim si liniar simplectica in fiecare
punct intrucat (p,u x (p X u)) # 0 oricare ar fi u # 0.

Ezxemplul 2.3. Fibratul cotangent al unei varietali ca varietate simplectica
Consideram M o varietate diferentiabila oarecare de dimensiune reala m. Vom
arata ca se poate gasi intotdeauna pe fibratul cotangent 7" M al acesteia o 2-forma
simplectica w, numita forma simplectica canonica a fibratului 7% M.
Pentru aceasta sa consideram (U,, p,) o hartda pe M de coordonate locale
(21,...,Tm). Acesteia 1i asociem in mod canonic harta (T*U,, dy,,) de coordonate
locale notate cu (x1,...,Zm; &1, -+, &n) de pe T*M. Definim w pe T * U, prin:

=1

Pentru a verifica ca aceasta definitie nu depinde de harta considerata, sa
observam mai intai ca w = —dr, unde 7 = Z;n:l &dx;. Este suficient acum sa
aratam ca definitia 1-formei 7 nu depinde de harta aleasa. Pentru aceasta, sa con-
sideram (Ug, pg) o alta harta pe M de coordonate (1, ..., x),) ce se intersecteaza
nevid cu cea de mai Inainte, si s notam cu (24, ...,z ;&],...,& ) coordonatele
induse de aceasta pe T*M. Atunci, tinand seama de formulele de schimbare de
coordonate, avem:

Zéd’ Z@

de unde deducem ca definitia 1-formei 7 (deci si cea a 2-formei w) nu depinde de
harta aleasa.

8% m 8x

Z dxk = Z &i6;.dxy, = Zfid$i7

= i, k=1 =1

12



Remarca 2.4. Forma volum asociata uner varietafi simplectice

O proprietate fundamentala a varietatilor simplectice este orientabilitatea.
Pentru a o proba vom arata ca data o varietate simplectica (M,w) de dimensiune
2m, forma de grad maxim €2 := w™ nu se anuleaza in nici un punct de pe M.
intr-adevér, dat un punct p € M, sa consideram {ey,...,en; f1..., fm} 0 baza
simplecticd in 77 M. Folosind remarca 2.1, w, = domiei A fi In aceasta baza.
Notam cu 7; 2-forma e; A f;. Atunci

m m m m m
B=A2n= 2 Amn= 2  Amn=mAn
i=1 j=1 1<t im < k=1 1<i1 oo i <m k=1 i=1

unde in ultima egalitate s-a tinut cont de faptul ca formele 7; sunt de grad par.
Agadar, 2, = ml(ex A f1) A(ea A fa) A=+ Aem A frn) # 0, iar cum p a fost ales
arbitrar, deducem ca w™ este o forma de grad maxim pe M nicaieri nula.

Observam ca structurile simplectice — in asemanare cu cele olomorfe — nu
pot fi date pe orice varietate diferentiabila, ci doar pe varietatile orientabile de
dimensiune para. O obstructie in plus este data de faptul ca orice varietate sim-
plecticid compacta are al doilea grup de coomologie de Rham H?(M) netrivial.
Intr-adevar, aplicand teorema lui Stokes formei volum, se poate arita usor ca o
forma simplectica a unei varietati compacte nu este niciodata exacta. Deducem
de aici, spre exemplu, ci S? este singura sfera de dimensiune pard care admite
(conform exemplului 2.2) o structura simplectica.

Dupa cum bine gtim, geometria riemanniana — definita ca studiul perechilor
(M, g), unde M este varietate diferentiabild iar g este un 2-tensor simetric nede-
generat pe M — are drept caracteristica fundamentala existenta unor invarianti
locali precum curbura. Spre deosebire de aceasta, geometria simplectica nu ad-
mite nici un invariant local, in sensul ca orice doua varietati simplectice de aceeasi
dimensiune sunt local indistinctibile. Incheiem acest capitol de prezentare a va-
rietatilor simplectice cu enuntul precis al acestui fapt insotit de o remarcia.

Teorema 2.2. (G. Darboux, 1882)

Consideram (M,w) o varietate simplectica de dimensiune 2m i p un punct
oarecare pe M. Atunci atlasul varietatic M contine cel putin o hartd (Uy, vq) de
coordonate locale (X1, ..., Tm,Y1,- -, Ym) cup € U, asa incat forma w se scrie in

aceste coordonate .
w = Z dx; N dy;.
i=1

Remarca 2.5. Modelul local al unet varietati simplectice

Conform teoremei 2.2, modelul local al unei varietati simplectice de dimen-
siune 2m este cel dat de exemplul 2.1, anume (R*™, wy). In plus, desprindem
usor faptul ca orice doua varietati simplectice de aceeasi dimensiune sunt local
simplectomorfe, adica local indistinctibile din punctul de vedere al geometriei
simplectice.
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Capitolul 3

Foliatii pe varietati diferentiabile

3.1 Curbe integrale

Ne vom reaminti in cele ce urmeaza cateva notiuni si rezultate clasice de
geometrie diferentiala legate de curbele integrale.

Definitia 3.1. Consideram M o varietate diferentiabila, X € X(M) un camp
vectorial diferentiabil pe aceasta si p € M oarecare. Numim curba integrala prin
p a campului vectorial X o curba diferentiabila ¢ : (—¢,€) — M (cu € posibil 0o)
care indeplineste ¢(0) = p si ¢ (t) = X, oricare ar fi t € (—¢,€). Curba c se
va numi curba integrala maximala daca aceasta nu poate fi prelungita strict la o
alta curba integrala prin p.

Urmatorul rezultat reprezinta, in esenta, o rescriere in limbaj geometric a
teoremei Cauchy-Lipschitz de existenta, unicitate si dependenta diferentiabila de
datele initiale a solutiei maximale a unui sistem de ecuatii diferentiale ordinare
de ordinul 1.

Teorema 3.1. (A. L. Cauchy - R. Lipschitz)

Consideram X un camp vectorial diferentiabil pe varietatea M. Atunci:

(i) Prin orice punct p al varietatii M trece o unica curba integrald maximald
¢yt (—€p,€p) — M a campului vectorial X ;

(ii) Pentru orice punct p € M existda o vecindatate deschisa U, a lui p astfel
incat e, = €, oricare ar fi ¢ € Up;

(111) Aplicatia ¥ : (—€,,€,) X U, — M definita prin U(t,q) = c,(t) este
diferentiabild. In plus, aplicatiile Xi(+) = V(t,-) sunt difeomorfisme locale ce
indeplinesc proprietatea X; o Xy = X415 oriunde aceasta are sens.

Definitia 3.2. Aplicatiile {X;} definite in teorema precedenta formeaza un pseu-
dogrup de difeomorfisme locale ale lui M numit curentul local sau fluxul campului
vectorial X.

14



3.2 Distributii diferentiabile

Am vazut in sectiunea precedenta ca, dat un camp vectorial diferentiabil X
pe o varietate, prin orice punct al varietatii trece o unica curba diferentiabila
tangenta la X in fiecare punct al ei. Putem pune aceeasi problema pentru doua
sau mai multe campuri diferentiabile deodata: date [ campuri diferentiabile pe
o varietate M gi fixat p un punct oarecare pe aceasta, exista o subvarietate
[-dimensionala a varietatii M ce trece prin punctul fixat p si este tangenta la
toate campurile date in fiecare punct al ei? Raspunsul la aceasta intrebare este
dat de teorema lui Frobenius, iar pentru a-1 putea prezenta avem nevoie de cateva
notiuni pregatitoare.

Definitia 3.3. Consideram M o varietate diferentiabila de dimensiune m si [ un
numar natural cuprins intre 1 si m. Numim distribufie de dimensiune [ o familie
de subspatii vectoriale {-dimensionale (D,),en astfel incat D, < T, M, oricare ar
fipe M.

Spunem ca distributia (D,),enm este o distributie diferentiabila daca pentru
orice punct p € M exista o vecinatate deschisa U, a lui p si campurile vectoriale
diferentiabile locale X7, ..., X; € X(U,) astfel incat {X1(q),...,X;(¢q)} este baza
pentru Dy, Vq € U,.

Notiunea de curba integrala capata in acest context urmatoarea generalizare:

Definitia 3.4. O subvarietate N a varietatii M se numeste varietate integrala
a distributiel D = (D,)pem daca T,N C D, oricare ar fi p € M. O varietate
integrala de aceeasi dimensiune cu distributia D se numeste varietate integrala
maximalda.

Daca prin fiecare punct p al varietatii M trece o varietate integrala maximala
N, a distributiei D, spunem ca distributia D este complet integrabila. Atunci
cand exista, o familie (IV,),en de astfel de subvarietati integrabile maximale se
numeste foliatie a varietatii M subiacenta distributiei D.

Reformuland parte din teorema 3.1 cu ajutorul acestor notiuni, obtinem ca
distributiile 1-dimensionale (campurile vectoriale) sunt complet integrabile. Acest
rezultat nu se pastreaza, insa, fara ipoteze suplimentare in dimensiune > 2.
intr—adevér, are loc

Lema 3.2. O distributie diferentiabila complet integrabila D are proprietatea de
a fi involutiva, adica: daca X si'Y sunt campuri vectoriale cu X,Y € I'(D),
atunci [X,Y] € T'(D).

Demonstratie. Alegem p € M oarecare si notam cu N, varietatea integrala maxi-
mala prin p a distributiei diferentiabile date. Notam deasemenea cu D = (D)) pem
distributia din enunt si cu [ dimensiunea sa.

Problema fiind de natura locala, alegem o harta (U, ¢) in jurul punctului p,
de coordonate locale, (z1,...,,,) astfel incat ¢(p) = 0 si U N N, sa fie descrisa
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in aceasta harta de ecuatiile ;.1 = --- = z,, = 0. Cu aceste alegeri, obtinem
usor ca pentru orice ¢ € UN N, multimea de vectori {(a%l)q, ce (a%l)q} formeaza
baza pentru spatiul vectorial D,.

Campurile vectoriale X,Y € I'(D) vor avea in coordonatele locale de mai sus
expresii de forma:

- 0 - 0
X = Z aiﬁ_xi , respectiv Y = Z bia_xi ,
i=1 i=1

unde coeficientii a;, b; verifica:
a;(xy,...,21,0,...,0) = b;(z1,...,2,,0,...,0) =0 oricare ar fi i > [.

Deducem din aceste expresii ca
oa; 0b;

L(0) = 5

Calculand acum paranteza Lie a campurilor vectoriale X si Y:

[X,Y} :;Cla—xl unde C; ::Z<aja_xj_bja_qjj>7

j=1

(0) =0 oricare ar fi1 <1 sij>I.

obtinem usor ca ¢;(p) = 0 pentru j > [, adica [X,Y](p) € D,. O

Vedem ca involutivitatea este o conditie necesara pentru ca o distributie
diferentiabila sa fie complet integrabila. Teorema lui Frobenius afirma ca aceasta
conditie este de fapt si suficienta. Pentru a putea insa prezenta demonstratia
acestui fapt, avem nevoie de urmatorul rezultat ajutator:

Teorema 3.3. (De indreptare simultana a campurilor vectoriale diferentiabile)

Consideram M o varietatate diferentiabila, p un punct pe M, V, o vecinatate
deschisa a punctului p i Xq,...,X; € X(V,) I campuri vectoriale diferentiabile
locale. Presupunem ca aceste campuri vectoriale comuta doua cate doua in ra-
port cu paranteza Lie ([X;, X;] = 0 oricare ar fi 1 < i,j < 1) si ca vectori
Xi(p),...,Xi(p) € T,M sunt liniar independenti. Atunci ezista o hartd locald

(U, @) in jurul punctului p de coordonate (x1,...,x,,) astfel incat
0 , .
Xilv ==, oricarearfi 1<1i<I.
ox?

Demonstratie. Enuntul fiind local, putem presupune ca V, este un deschis din
R™ si p = 0. Putem presupune de asemenea ca V), este o vecinatate suficient de
mica a lui p astfel incat toate curentele locale Xy, ..., Xy sa fie definite pe V.

Consideram acum W o vecinatate suficient de mica a originii 0 € R™ gi
aplicatia ¢ : W — V}, data prin

@(tl,...,tm> :X1t1 O"'OXltl(Oa'--7O;tl+17~->tm>-

16



Aplicatia ¢ este diferentiabila gi, deoarece curentele locale X;; comuta doua cate
doua, obtinem

0 d - .
(dgo)o(a—ti‘o) = a’gxit(xltl o-0Xy,0-0X,(0,...,0) = X;(p), 1<i<I,

0 0 .
@) = oy 1+1Si<m
Asadar, ¢! este o hartd cu proprietatile din enunt,. Il

Cu acest rezultat demonstrat, putem prezenta acum teorema lui Frobenius.

Teorema 3.4. (G. Frobenius, 1887)
O distributie diferentiabila D = (D,)pem pe o varietate M este complet inte-
grabila daca si numai daca aceasta este involutiva.

Demonstratie. Dupa cum am vazut, implicatia directa este data de lema 3.2.

Pentru implicatia inversa, sa notam cu [ dimensiunea distributiei D si cu m
dimensiunea varietatii M. Fixam p un punct oarecare pe M. Vom arata ca prin
punctul p trece o varietate integrala maximala a distributiei D.

Pasul 1 Existenta unei baze locale de campuri vectoriale comutative pentru
distributia D

Consideram (U, %) o harta in jurul punctului p de coordonate locale notate
(x1,...,2Tm) si campurile vectoriale locale Y3,...Y; € X(U) ca in definitia 3.3.

Notam cu
Y, = b —

expresiile lor locale.

Din modul in care acestea au fost alese, matricea de functii (b))1<jcm1<j<i
are rangul [ in fiecare punct din U. Mai mult, printr-o eventuala renumerotare
a coordonatelor, putem presupune ca matricea (bf )1<ij<i este inversabila pe U.
Notand cu ()1<; j<; inversa sa, definim campurile vectoriale X; astfel

!
X, = ZﬁfY; oricare ar fi 1 <4 </,

Jj=1
Acestea au urmatoarea expresie in coordonate locale
m
0 .0
+ c

X; = |
aiCi . ! 8:6]- ’
J=l+1

(3.1)

unde CZ sunt functii diferentiabile pe U, si formeaza la randul lor o baza locala

de campuri vectoriale pentru distributia D.
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Din ipoteza de involutivitate deducem ca exista functiile fi,..., f; pe U astfel
incat

X0, X5 Zfle pe U.

Be7? Be ] =0, deducem din egalitatea 3.1 ca parantezele [X;, Xj]

sunt combinatii liniare doar de Ml ai Asadar f; = --- = f; = 0, adica
[XZ',XJ'] =0 pe U.

Pasul 2 fndreptdm campurile X; cu ajutorul teoremer 3.3

Ca In demonstratia teoremei 3.3, gasim acum o aplicatie ¢ : W — U, cu
proprietatea

Cum, in general [

(dp)o (82 ) = Xi(p), oricarear fi 1 <i <[,

unde W C R! este o vecinatate suficient de mica a lui 0.

Din faptul ca vectorii Xi(p), ..., X;(p) sunt liniar independenti, deducem ca
diferentiala (dy)p este injectiva. Conform teoremei rangului, micgorand even-
tual vecinatatea W, putem presupune ca aplicatia ¢ este o scufundare. Asadar,
@(W) := N, este o subvarietate [-dimensionala ce trece prin p a varietatii M.

Pasul 3 Aratam ca N, este varietate integrala maximala pentru distributia D

Din modul in care a fost definitda subvarietatea N,, avem cd T,N, = D,,.
Pentru un punct oarecare ¢ € N, \ {p} putem scrie (ca in demonstratia teoremei

3.3)
q = Sp(t]J e 7tl> = X1t1 O oXltz(p)'

Cum curentii locali X;;, comuta doi cate doi, putem rescrie aceasta egalitate
astfel:

q= go(tl,...,tl) :Xiti<X1t1 0---0 Aiti o---oXltl(p)).

Lasand parametrul ¢; sa varieze si fixandu-i pe ceilalti, punctul ¢ va descrie o
curba ce trece prin p si ramane pe N, pentru variatii mici ale lui ¢;. Aceasta
curba este, prin definitie, o curba integrala a campului vectorial X;. Asadar,
Xi(q) este tangent la subvarietatea N,. Cum i a fost fixat arbitrar, deducem ca
D, =T;N,, ceea ce incheie demonstratia teoremei. Il

3.3 Distributii diferentiabile generalizate

Notiunea de distributie diferentiabila poate fi generalizata in mai multe mo-
duri. Unul dintre ele este acela de a lasa dimensiunea spatiilor vectoriale ce o
compun sa varieze. Definitia precisa este:

Definitia 3.5. Spunem ca distributia (D,),enm este o distributie (diferentiabila)
generalizata daca pentru orice punct p € M exista o vecinatate deschisa U, a
lui p si campurile vectoriale diferentiabile locale X, ..., X; € X(U,) astfel incat
{Xi1(q),....Xi,(q)} este sistem de generatori pentru D, Vq € U,,.
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Remarca 3.1. Inferior semi-continuitatea dimensiunii unei distributii generalizate

Data o distributie generalizata D = (D,)yen pe 0 varietate M, sa consideram
aplicatia dimD : M — N data prin dimD(p) :=dim(D,). Atunci, aceasta aplicatie
este inferior semi-continua, adica: oricare ar fi p € M, exista V,, vecinatate de-
schisa a lui p astfel incat dimD(q) > dimD(p) pentru orice ¢ € V.

intr—adevér, fixand un punct p al varietatii M, sa consideram U, o vecinatate
deschisa a lui p si campurile vectoriale diferentiabile locale X,,..., X; € X(U,)
ca in definitia 3.5. Micgorand eventual U,, putem presupune ca aceasta este
o veciniatate de hartd a lui M. Notam cu (a; a™) coordonatele locale ale
campului X; In aceasta harta. Atunci

dimD(p) = rang((al(p)):;).

Considerand K (p) un minor al matricei (al(p))i; ce di rangul acesteia avem cil
detK(p) # 0. Cum functiile a] sunt diferentiabile, deci continue, obtinem ca
existd o vecinatate deschisa V,, C U, a lui p astfel incat detK(q) # 0, oricare ar

fi ¢ € V,,. Dar atunci
dimD(q) = rang((a{(q))iyj) > rangK (q) = rangK (p) = dimD(p),

oricare ar fi ¢ € V.

La fel ca in cazul distributiilor diferentiabile obignuite, ne putem pune pro-
blema integrabilitatii complete a distributiilor generalizate. Definitiile adecvate
ale conceptelor de varietate integrala, integrabilitate completa si foliatie sunt,
schimband ceea ce este de schimbat, cele din sectiunea precedenta. Rezultatul
analog teoremei lui Frobenius pentru acest caz este datorat lui Hector J. Suss-
mann. Nu vom prezenta acest rezultat!, ci doar un corolar al siu, insi pentru
aceasta avem nevoie de urmatoarea definitie:

Definitia 3.6. Spunem ca o distributie generalizata D = (D,),en este de tip
finit, daca oricare ar fi punctul p € M, exista campurile vectoriale diferentiabile
locale Xy,..., X,, € I'(D) astfel incat sunt indeplinite in acelasi timp conditiile:
(i) multimea {X;(p),...,X,(p)} formeaza un sistem de generatori pentru
spatiul vectorial D,;
(ii) oricare ar fi X € D, exista o vecinatate deschisa U a lui p si functiile
diferentiabile ¢}, € C=(U) astfel incat

(X, Xi] = Zc};Xk, oricare ar fi 1 <7 < n.
k=1
Cu aceste pregatiri enuntam fara demonstratie:
Teorema 3.5. (H. J. Sussmann, 1973)

Daca D este o distributie generalizata de tip finit pe varietatea M, atunci
aceasta este complet integrabila la o foliatie generalizata pe M.

Lenuntul insotit de o demonstratie poate fi gisit in [7]
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Partea 11

Structuri complexe generalizate
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Capitolul 4

Algebra liniara a spatiului V @ V*

4.1 Produsul interior pe V ¢ V*

Consideram V' un spatiu vectorial real de dimensiune m i V* dualul sau.
Atunci V @ V* e Inzestrat iIn mod canonic cu urméatoarea forma biliniara, sime-
trica:

(X+&Y +n) =

unde X, Y e Vsgig,neV"

(V) + (),

Definitia 4.1. Numim forma de mai sus produsul interior de pe V & V*.

Remarca 4.1. Signatura produsului interior
Notam cu {fi,..., fim} 0 baza pentru spatiul vectorial V' si cu {f,..., f*}
duala sa. Matricea produsului interior de mai sus in baza {f1,..., fm; f1, -, f5}

va fi
1L On In
2 [m Om ’
de unde deducem ca acesta este nedegenerat.
Identificand V @ V* cu R*" prin izomorfismul f; — e;, ff — eny (unde

{e1,...eam} reprezintd baza canonicd a lui R?™), forma patraticd asociati pro-
dusului interior se scrie

m m m
Q _ _ 2 2
(@1, Tom) = Y TuTmsk = Y Yo — > Yk

unde am notat cu yy := %(mk+xm+k), Ymik = %(mk—xm+k), 1 <k < m. Asadar,
produsul interior este de signatura (m,m), de unde deducem ca grupul ortogonal
OV @ V*,{(,)) este izomorf cu O(m,m).
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Remarca 4.2. Orientarea canonica pe V @ V*

A da o orientare canonica pe V @ V* inseamna a da un izomorfism canonic
intre puterea exterioara de grad maxim a lui V & V* si R. Pentru aceasta sa
observam ca

A"V V) ~ A"V @ A"VF ~ R
in mod canonic, unde izomorfismul din urma e dat prin
(V] 5y Ups Uy ey Upy) — det((v;‘(uj))ij)
Asadar, V @ V* admite o orientare canonica si SO(V @& V*, (,)) ~ SO(m,m).

4.2 Simetriile lui Vg V*

Algebra Lie a grupului ortogonal special SO(V & V*, (,)) e data prin
so(Vao V") ={T|(Tz,y) + (z,Ty)y =0V z,yc Vo V]

Se poate verifica usor ca orice element al acesteia este de forma

T:(]‘;}, —?4*)’ (4.1)

unde A € End(V), B:V — V* [f:V* =V, giunde B gi # sunt antisimetrice.
In acest caz putem privi B ca pe o 2-forma din A2V* prin B (X) =ixB, si similar
putem privi 4 ca un bivector.

Prin exponentiere, obtinem anumite simetrii ortogonale importante ale lui
VeV
FExemplul 4.1. B-transformari

Considerand B ca mai sus, obtinem

exp(B) = < é (1)) (4.2)

o transformare ortogonala data prin X + & — X + £ 4+ ix B pe care o vom numi
B-transformare.

Ezxemplul 4.2. B-transformari
Considerand (3 ca mai sus, obtinem

exp(d) = ( oY ) , (4.3)

o transformare ortogonala data prin X + & — X + &£ + ¢ pe care o vom numi
[-transformare.

Ezxemplul 4.3. Actiuni ale grupului general liniar
Daca alegem A € so(V @ V*) ca mai sus, obtinem
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4.3 Subspatii izotrope maximale

Definitia 4.2. Un subspatiu L < V & V* se numeste izotrop daca indeplineste
proprietatea: (X,Y) = 0 oricare ar fi X,Y € L. Acesta se numeste izotrop mazi-
mal daca nu este continut strict intr-un alt subspatiu izotrop.

Cum signatura spatiului V @& V* este (m, m), orice subspatiu izotrop maximal
al sau va avea dimensiunea egala cu m.

Exemplul 4.4. Consideram E < V un subspatiu vectorial oarecare. Atunci spatiul
E®Ann(E) <V V",

unde Ann(FE) este anulatorul lui £ in V* este un subspatiu izotrop maximal.

Ezxemplul 4.5. Forma generala a unui subspatiu izotrop maximal
Consideram E < V oarecare si € € A2E*. Privind € ca o aplicatie antisimetrica
de la ' — E* prin X — iyxe, sa consideram urmatorul subspatiu

L(E,¢€) := {X+6€EEBV*:6}E:6(X)}.

Atunci in mod clar dimL(E, €) = m. Daca X +¢€, Y +n € L(E, ¢), verificam ugor
ca

(X +EY ) = 5(60) +0(X)) = (¥ X) + (X,¥)) =0,

ceea ce arata ca L(E, €) este un subspatiu izotrop maximal.

Afirmam ca orice subspatiu izotrop maximal al lui V @ V* este de aceasta
forma. intr—adevér, sa consideram L un subspatiu izotrop maximal oarecare, si sa
notam cu F := my (L) proiectia pe V' a acestuia. Intrucat L este izotrop maximal,
avem L N V*=Ann(F). Cum E* = V*/Ann(E), aplicatia € : E — E* data prin
e — my-(m;'(e) N L) € V*/Ann(E) este bine definitd. Atunci L = L(E, ).

Definitia 4.3. Numim #ipul unui subspatiu izotrop maximal L numarul natural
k = m—dimmy (L).

Remarca 4.3. Actiunea simetriilor lut V& V™ asupra tipului unui subspatiu izotrop
mazximal

Consideram L = L(F,¢) un subspatiu izotrop maximal de tip k. Intrucat
B-transformarile pastreaza proiectiile pe V', acestea nu afecteaza spatiul £ =
7y (L). Intr-adevir, expB(L(E,€)) = L(E,e +i*B), unde i : E — V este in-
cluziunea canonica. Agadar, B-transformarile nu modifica tipul unui subspatiu
izotrop maximal.

Pe de alta parte, f-transformarile modifica proiectiile pe V', deci pot schimba
dimensiunea lui E. Pentru a a vedea aceasta mai clar, observam ca, similar cu
exemplul anterior, orice subspatiu izotrop maximal L poate fi scris sub forma

L(F,y) ={X +¢ eV F: X[, =75}
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cu F = my<(L) siy: V' =V, y(f) == mv(m+(f) N L). Atunci, ca mai sus,
expﬁ(L(F, fy)) = L(F,y+j*(), unde j : F' — V* este incluziunea canonica. Cum
proiectia F = my (L(F, 7)) contine intotdeauna L N'V =Ann(F'), avem ca

E  E
LNV Anmn(F)

= Im(y),

de unde dim(E)=dim(LNV')+rang7y. Pentru ca ~y este antisimetrica, dimensiunea
sa e para. Cum o f-transformare trimite v — ~ + j*3, care are de asemenea
rang par, vedem ca o [-transformare pastreaza intotdeauna paritatea tipului
unui subspatiu izotrop maximal.

4.4 Complexificatul spatiului V ¢ V*

Produsul interior se extinde in mod natural prin C-liniaritate la (V@ V*)®C.
In acest context, un subspatiu total izotrop maximal de tip k£ este dat in mod
echivalent de urmatoarele date

(i) un subspatiu complex L < (V & V*)® C de dimensiune complexa m, total

izotrop in raport cu produsul interior astfel incat F := mygc(L) are dimensi-

une complexa m — k;
sau

(ii) un subspatiu complex E < V ® C astfel incat dim¢E = m — k, impreuna

cu o 2-forma complexa € € A2E*.

Observam ca daca L este un subspatiu oarecare al lui (V & V*) ® C, atunci
L N L este intotdeauna un subspatiu real, in sensul ci este complexificatul unui
spatiu vectorial real, L N L = K ® C. Acest fapt motiveaza

Definitia 4.4. Considerdm L un subspatiu vectorial maximal izotrop al spatiului
(Ve V*)®C. Numim indezul real al lui L numarul real r :=dim¢(LNL) =dimg K.

Spre exemplu, V <V @ V* este un subspatiu maximal izotrop de index real
m.

Remarca 4.4. Paritatea indexului real

Cum paritatea lui L este determinata de intersectia acestuia cu spatiul real
V ® C, este clar ca L si L trebuie si aiba aceeasi paritate, de unde deducem ca
dim(L N L) = m(mod 2), adic#

r =m (mod 2).

Asadar, indexul real al unui subspatiu vectorial este par sau impar, in functie de
paritatea dimensiunii spatiului vectorial V.
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Capitolul 5

Paranteza Courant

5.1 Algebroizi Lie

Definitia 5.1. Numim algebroid Lie un triplet (L, [,],a), unde perechea (L, |,])
reprezinta un fibrat vectorial pe varietatea diferentiabila M ale carui sectiuni I'(L)
poseda o structura de algebra Lie astfel incat aplicatia de fibrati a : L — TM
induce un morfism de algebre Lie pe sectiunile acestora. Mai exact, aplicatia
indusa pe sectiuni notata tot a : I'(L) — I'(T'M) = X (M) indeplineste

a([X7 Y]) = [a(X),a(Y)] VXY e F(L)7
st

(X, Y] = [IX Y]+ (a(X) )Y VXY el(L), feF(M)
Aplicatia de fibrati a se numeste ancora algebroidului Lie (L, [, ], a).

Exemplul 5.1. Fibratul tangent

Fibratul tangent al unei varietati este un exemplu banal de algebroid Lie,
unde pe post de ancora se considera identitatea. Este util sa privim algebroizii
Lie drept generalizari ale fibratului tangent.

Exemplul 5.2. Distributii complet integrabile
Orice subfibrat complet integrabil al fibratului tangent impreuna cu aplicatia
de incluziune definegte — conform teoremei lui Frobenius — un algebroid Lie.

Ezxemplul 5.3. Structuri complexe

Dacia M este o varietate complexa, atunci T%'M < TM ® C este — conform
teoremei Newlander-Nirenberg — un subfibrat complex inchis la paranteza Lie.
Folosind aplicatia de incluziune pe post de ancora, T%' M defineste un algebroid
Lie complex.

Generalizand cazul fibratului tangent, se pot defini in mod natural mai multe
operatii pe algebroizi Lie. Prin analogie cu paranteza Schouten definita pe cam-
puri multivectoriale, dam
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Definitia 5.2. Consideram L un algebroid Lie. Definim paranteza Schouten ce
actioneaza pe sectiuni Xy A--- A X, € I'(APL), Y1 A--- AY, € I'(AL) prin

Xi A AXp YiA - AY] =

=Y (DXL YIAXI A AKX A AKX AYI A AV A A Y,
4,

si[X, f]=—[f,X] =a(X)f oricare ar i X € I'(L) si f € F(M).

Sectiunile I'(A*L) formeaza impreuna cu paranteza Schouten o algebra Lie,
intrucat un calcul simplu arata ca au loc

[A,B] = —(=1)\e=V=V[B, 4]

[A’ [B’ CH = [[Av B]v O] + (_1)((1_1)(1)_1)[37 [Av CH7

oricare ar fi A € T'(A°L), B € ['(A’L) si C € T'(AL).
Pentru A € T'(A*L), definim ada := [4, ], o derivare de grad a—1 a produsului
exterior de pe I'(A*L). Intr-adevar, se verifica usgor ca

ads(BAC) =ads(B)AC + (=1) DB A ady(C).

In afari de paranteza Schouten a campurilor vectoriale, varietatile diferenti-
abile poseda de asemenea un operator de derivare exterioara d definit pe algebra
formelor exterioare. Intrucat acesta poate fi definit in functie de paranteza Lie,
putem generaliza aceasta definitie la

Definitia 5.3. Consideram L un algebroid Lie. Definim operatorul liniar de or-
dinul intai dy, : T(A*L*) — T(A*1L*) prin

~

dro(Xo, ..., X)) = Z(—l)ia(Xi)a(Xo, XX

+Z(—1)i+j0'([Xi,Xj],X0, e ,5(:1', e ,Xj, . 7Xk)7
1<j

unde o € T(A*L*) si X; € T(L).

Prin analogie, definim de asemenea operatorii de derivare interioara gi derivata
Lie pentru algebroizi Lie:

Definitia 5.4. Consideram X € I'(L). Atunci produsul interior ix este derivarea
de grad —1 definitd pe I'(A*L*) prin ixo := o(X;...), iar derivata Lie L% se
defineste prin formula lui Cartan

,Cgl( = dLiX + ide.
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Pana acum am descris structurile algebrice intrinseci deteminate de un al-
gebroid Lie. Pe langa acestea prezenta oricarui algebroid Lie are efecte asupra
geometriei varietatii subiacente. Intr-adevar, are loc

Propozitia 5.1. Daca L este un algebroid Lie pe varietatea M de ancora a,
atunci D = a(L) este o distributie (diferentiabild) generalizata complet integra-
bila a varietati M.

Demonstratie. Vom aplica teorema 3.5. Pentru aceasta, sa observam mai intai
ca, Intrucat aplicatia a este prin definitie o aplicatie diferentiabila, D = a(L)
formeaza intr-adevar o distributie diferentiabila generalizata. Ramane sa aratam
ca aceasta este de tip finit.

Pentru aceasta sa fixam arbitrar un punct p pe varietatea M. Cum L este
un fibrat vectorial finit dimensional, acesta admite o baza locala de sectiuni
Xi,..., X, € F(L}U) in jurul lui p. Atunci a(X;),...,a(X,) formeaza un sis-
tem de generatori pentru D in jurul punctului p. Mai mult, folosindu-ne de
proprietatile ancorei, vedem ca exista functiile cfj € F(U) astfel incat

[a(X), a(X;)] = a((X:, X)) = a(D>_ i X*) =) ha(Xy),
k=1 k=1
ceea ce arata ca distributia a(L) este de tip finit. O

In cazul algebroizilor Lie complecgi avem urmatorul rezultat:

Propozitia 5.2. Consideram L un algebroid Lie complex pe M de ancora a astfel
incit E+ FE =TM ® C, unde E := a(L). Notim cu D distributia reald definitd
prin DRC = ENE. Atunci D este o distributie diferentiabild generalizatd complet
integrabila a varietatii M.

Demonstratie. Intrucat E + E = TM ® C, aplicatia de fibrati vectoriali reali
i(a —a) : L — TM este surjectiva. Nucleul ei este un subfibrat real K < L dat
de

K ={X € L|a(X) = a(X)}.

Proiectand K prin ancora a obtinem exact distributia D. Asadar aceasta este o
distributie diferentiabila.

Pentru a verifica ca aceasta este de tip finit, sa fixam p un punct arbitrar
si X1,...,X, o baza locala de sectiuni in jurul lui p pentru F(K}U). Atunci
a(X1),...,a(X,) formeaza un sistem de generatori pentru D in jurul punctului
p- Cum a([X;, Xj]) = [a(Xy), a(X;)] = [a(Xi),a(X;)] = a([X;, Xj]), vedem cd
(X:, X;] € F(K‘U). Dar paranteza Lie [X;, X;] se poate scrie ca [X;, X;] = ¢f; Xk,
de unde

[a(Xi), a(X;)] = ca(Xy),

ceea ce arata faptul ca D este de tip finit, deci complet integrabila. Il
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In afara de foliatia generalizata prezentata mai sus, un algebroid Lie complex
de acest tip induce o structura complexa transversa pe aceasta foliatie, Intr-un
sens pe care il vom preciza in cele ce urmeaza.

Definitia 5.5. O distributie complexa £ < TM ® C de codimensiune com-
plexa constanta k pe o varietate reala M de dimensiune m se numeste integra-
bila daca pentru fiecare punct p al varietatii, existd o vecinatate deschisa U, si
functiile complexe fi,..., fy € C*(U,, C) astfel incat {dfi,...,df;} sunt liniar
independenti in fiecare punct din U, si anuleaza toti vectorii complecsi din F.

Din teorema Newlander-Nirenberg stim ca o astfel de distributie E este inte-
grabila dacs si numai daca E este involutiv si dim(ENE) este constants si £+ E
este involutiv. In acest caz, functiile fi,..., fi sunt coordonate complexe trans-
verse foliatiei determinate de F N E. Cu alte cuvinte, fiecare punct al varietatii
are o vecinatate difeomorfa cu un deschis din R™~%* x CF care are distributia
canonica de baza {0/0x1,...,0/0Tm_ok;0/0z21,...,0/0z}.

Aplicand aceasta in situatia data de propozitia anterioara, vedem ca in punc-
tele in care dimensiunea distributiei £ N E este local constants (numite puncte
requlate), toate conditiile de mai sus sunt indeplinite. Am obtinut:

Propozitia 5.3. Consideram L un algebroid Lie complex de ancora a pe va-
rietatea mdimensionald M astfel incit E + E = TM ® C, unde am notat cu
E = a(L). Sa consideram p un punct requlat de pe varietate (adica un punct
pentru care k = dim(E N E) este local constantd). Atunci local in jurul punc-
tulut p varietatea are o structura complexa transversa la foliatia determinata de
distributia EN E.

5.2 Paranteza Courant

Paranteza Courant este o paranteza antisimetrica definita pe multimea secti-
unilor netede ale fibratului M & T M, data prin

X4V ) = [X, Y]+ Ly — L€ — dlixn — iv€),

cu X +&Y+nel(TMaeT*M).
Observam ca pe campuri vectoriale paranteza Courant se reduce la paranteza
Lie, adica

(4, Bl) = [7(A), n(B)],

pentru orice A, B € T'(TM ® T*M), unde 7 : TM & T*M — TM este proiectia

canonica. Pe de alta parte, paranteza Courant se anuleaza pe 1-forme.
Paranteza Courant nu este o paranteza Lie intrucat nu indeplinegte iden-

titatea lui Jacobi. Asadar, desi aplicatia m se comporta ca o ancora, tripletul
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(TM & T*M,[,],7) nu formeaza un algebroid Lie. Definim jacobiatorul paran-
tezei Courant drept cantitatea ce masoara abaterea acesteia de la indeplinirea
identitatii lui Jacobi, anume

Jac(A, B,C) = [[A, B],C] + [[B, C], A] + [[C, A], B],

unde A, B,C € TI'(TM @ T*M). Vom arata ca jacobiatorul poate fi exprimat
drept derivarea unei cantitati numite operatorul Nijenhuis care se defineste prin

. 1
Nij(A, B, C) := 2 ({[4, BJ, O) + ([B, C], A) + (€, A], B)),
unde (,) este produsul interior definit pe sectiunile lui TM @ T*M in perfecta
similitudine cu cel prezentat in capitolul anterior:

1
(X + &Y +n) = () +n(X)).
Propozitia 5.4. Jacobiatorul parantezer Courant este intotdeuna un termen ex-
act dat mai precis prin Jac(-,-,-) = d(Nij(-,-,-)).

Demonstratie. Pentru a demonstra mai usor acest rezultat, introducem paranteza
Dorfman definita pe sectiunile lui TM & T*M prin

(X +8o (Y +n)=[X,Y]+ Lxn—iyd§.

~

In mod evident au loc: [A, B] = Ao B—d(A,B) i [A,B] = L(Ao B— Bo A). In

plus, paranteza Dorfman indeplineste

1
2

Ao(Bo(C)=(AoB)oC+ Bo(Ao(),

oricarear i A= X +§ B=Y +nsiC=Z+(el(TMa&T"M).
Intr-adevar, cu notatiile de mai sus avem:

(AoB)oC+Bo(Ao(C) =

(X, Y], Z]+ 1Y, (X, Z]|+ Lixyi€ —izd(Lxn—iydE) + Ly (Lx—izgdE) —ix,z1dn
X, Y, Z||+ LxLy( — Lxizgdn — LyizdE +izdiydé

= [X,[Y, Z]| + Lx(Ly ¢ — izdn) — iy, 7dE

= Ao(Bo().

Sa mai observam ca are loc [[A4, B],C| = [A,B]oC —d{[A, B],C) = (Ao B —
d(A,B))oC—d([A,B],C) = (Ao B)oC —d([A, B],C), unde am folosit in ultima
egalitate faptul ca po C' = 0 de fiecare data cand 1-forma p este inchisa.

Punand la un loc toate cele de mai sus avem:

= |
= |
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Jac(A, B,C) =

= Z[[Av Bl,C]

cicl

_iz((AOB)OC—CO(AOB)—(BOA)OC+CO<BOA))

cicl

_ i S (A0 B)oC — Bo(AoC) —Co(AoB)— Bo(AoC)+Ao(BoC)+Co(Bo A))

cicl

:%Z(AO(BOC)—BO(AOO))

cicl

— %Z (AO(BOC))

cicl

_ iz ([lA, B], C]+d([A, B],C}))

cicl
1
= 1 (Jac(4, B,C) + 3d(Nij(4, B, C))),
ceea ce arata ca Jac(A, B,C) =d(Nij(4, B,C)). O

Urmatoarea propozitie descrie abatarea parantezei Courant de la a doua a-
xioma a algebroizilor Lie.

Propozitia 5.5. Consideram f € F(M). Atunci paranteza Courant indeplineste
[A, fB] = flA, B] + (7(A) ) B — (A, B)df.

Demonstratie. Sa consideram A=X+{gi B=Y +n e '(TM & T*M). Atunci
X+ € FO +0)] = (X, FY]+ L~ Lov€ — Sdlix(f) — ipy)
1

= FIXHEY A+ (X )Y + (X f)n— (iv&)df — 5 (ixn — ivE)df

= [IX+&Y +nl+ (X)) +n) = (X + &Y +n)df. O

Observam ca si in acest caz paranteza Courant se abate printr-un termen
exact de la indeplinirea axiomei a doua a algebroizilor Lie.
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5.3 Simetriile parantezei Courant

Paranteza Lie de pe campurile vectoriale ale unei varietati diferentiabile este
o structura canonic definita, anume este invarianta la difeomorfisme. De fapt are
loc

Propozitia 5.6. Consideram un automorfism al fibratului tangent (T M, M, )
al unei varietati diferentiabile M dat prin perechea (f, F). Sa presupunem ca
F invariaza paranteza Lie a campurilor vectoriale de pe wvarietatea M, adica
F([X,Y]) = [F(X), F(Y)], oricare ar fi X $i Y campuri vectoriale pe M. Atunci
F=df.

Demonstratie. Sa observam ca (f,df) este un automorfism al fibratului tangent
care invariazi paranteza Lie. Notand cu G := df ~'o I, perechea (Id, G) este, con-
form ipotezei, de asemenea un automorfism al fibratului tangent care pastreaza
paranteza Lie. In particular, oricare ar fi campurile vectoriale X,Y gi h € F(M),
avem

G([hX,Y]) = G(h[X,Y] =Y (h)X) = hG([X,Y]) — Y (h)G(X)
precum si
[G(hX),G(Y)] = h[G(X),G(Y)] = (G(Y)h)G(X) = hG([X, Y]) = (G(Y)h)G(X),

de unde deducem ca Y (h)G(X) = (G(Y)h)G(X), oricare ar fi X,Y si h. Dar
aceasta poate avea loc doar atunci cand G(Y') =Y oricare ar fi Y, adica G = Id,
de unde F' = df. O]

In cazul fibratului TM & T* M situatia se schimba. In afara de difeomorfisme,
paranteza Courant si produsul interior sunt invariate de inca un set de simetrii
numite B-campuri. Acestea sunt transformari de forma

eB:(; ?):X+§—>X—|—§—|—iXB,

unde B € Q*(M) este o 2-forma inchisd pe M privitd ca o aplicatie antisimetrica
B :TM — T*M. Intr-adevar are loc

Propozitia 5.7. Aplicatia eP este un automorfism al fibratului TM @ T*M ce
pastreaza paranteza Courant daca si numai daca B este o forma inchisa.

Demonstratie. Sa consideram X +&,Y +n € I'(TM & T*M) si B o 2-forma pe
M. Atunci

[P (X +€), e (Y +n)] = [X+&+ixB,Y +n+iy B
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= [X—i—f,Y+77]+£Xin—%dixin—[,inB—i—%dz’yz’XB
= [X+&Y +n]+ LxiyB —iyLx B +iyixdB

=X +&Y +n]+ixy B +ivixdB

=eP([X 4+ &Y +n)]) +iyixdB.

Asadar vedem ci automorfismul e? invariaza paranteza Courant daca si numai
daca iyixdB = 0 oricare ar fi X, Y campuri vectoriale, adica daca si numai daca
dB = 0. O]

Sa mai observam ca B-campurile sunt intotdeuna ortogonale intrucat 2-forma
B este antisimetrica privita ca aplicatie B : TM — T*M. Intr-adevir, folosind
B* = —B, avem ci eB(eB)* = eBe B = Id.

Urmatorul rezultat arata ca difeomorfismele impreuna cu B-campurile sunt,
in esenta, singurele simetrii ortogonale ale fibratului TM @ T*M care invariaza
paranteza Courant.

Propozitia 5.8. Consideram (f, F') un automorfism ortogonal al fibratului vecto-
rial TM @&T*M al unei varietati diferentiabile M. Sa presupunem ca F' pastreaza
paranteza Courant de pe U(TM @® T*M). Atunci F este compunerea dintre un
difeomorfism al lui M $i un B-camp.

Demonstratie. Observam ca daca f este un difeomorfism al varietatii M, atunci
aplicatia f. = < ’:)* ( f9)_1> este un automorfism ortogonal al fibratului TM &T* M

care pastreazd paranteza Courant. Notand cu G := f;! o F, perechea (Id,G)
este — conform ipotezei — de asemenea un automorfism ortogonal ce invariaza
paranteza Courant. In particular, pentru orice doua setiuni A, B € T(TM&T*M)
si h € F(M) avem

G([hA, B)) = G(h[A, B] — (Brh)A — (A, B)dh)

— hG([A, B)) — (Brh)G(A) — (A, BYG(dh),

precum si

[G(hA), G(B)] = h[G(A), G(B)] = (G(B)rh)G(A) = (G(A), G(B))dh

= hG([A, B]) = (G(B)rh)G(A) = (G(A), G(B))dh.

Egaland cele doua rezultate si tinand seama de ortogonalitatea aplicatiei G
obtinem

(Brh)G(A) + (A, BYG(dh) = (G(B)rh)G(A) — (A, B)dh.
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Alegand acum A = X, B =Y cu X, Y campuri vectoriale obtinem Y (h)G(X) =
(G(Y)rh)G(X) oricare ar fi XY, h. Aceasta se poate intampla doar atunci cand
G(Y)r =Y pentru orice camp vectorial Y, de unde deducem ca G trebuie sa fie

1 =%

de forma G = ( ; &

. Dar acum relatia anterioara devine
(A, B)G(dh) = (A, B)dh,

de unde G trebuie sa aiba forma G = (i ?) Ortogonalitatea impune forma

G = (}9 ?) = eP unde B este o 2-forma care trebuie si fie inchisd pentru a

pastra paranteza Courant. Asadar, F' = f, o e”. O

5.4 Structuri Dirac

Din cele prezentate in sectiunea precedenta, este clar ca paranteza Courant se
abate de la a fi un algebroid Lie din cauza unor termeni exacti ce implica produsul
interior. Din acest motiv, orice subfibrat L < T'M & T*M care este involutiv si
total izotrop in acelasi timp formeaza, impreuna cu paranteza Courant si proiectia
canonica 7 : L — T'M un algebroid Lie. Mai mult, imaginea printr-un B-camp
al unui astfel de subfibrat este la randul ei algebroid Lie.

In cazul in care L este maximal izotrop, exista o serie de conditii naturale
echivalente cu ipoteza de involutivitate a acestuia.

Propozitia 5.9. Sa consideram L un subfibrat maximal izotrop al fibratului
TM & T*M (sau a complexificatului acestuia). Atunci urmdatoarele conditii sunt
echivalente:

(i) L este involutiv (adica [I'(L),T'(L)] CT(L));

(ii) Nij| = 0;

(i) Jac|, = 0.

Demonstratie. Daca L este involutiv este clar ca Nij |, = 0, gi cum Jac=d(Nij),
obtinem ca Jac |, = 0. Ramane sa aratam implicatia (iii) = (i).

Pentru aceasta, sa presupunem ca Jac|, = 0 dar ca subfibratul L nu este
involutiv. Cum L este maximal izotrop, inseamna ca exista A, B, C' € I'(L) astfel
incat ([A, B],C) # 0. Atunci, oricare ar fi f € F(M),

0 = Jac(A, B, fC) = d(Nij(A, B, fC)) = %([A, B, CVdf,

ceea ce este o contradictie. Asadar L este involutiv. Il

Definitia 5.6. Un subfibrat maximal izotrop L < T'M @& T*M se numeste struc-
tura aproape Dirac. Daca acesta este involutiv, spunem ca L este o structura
Dirac. In mod similar, un subfibrat complex L < (TM & T*M) @ C maximal
izotrop si involutiv se numeste structura Dirac compleza.
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Ezemplul 5.4. Geometria (pre)simplectica
Fibratul tangent T'M este o structura Dirac. Acesteia 1i putem aplica orice
B-camp pentru a obtine o alta structura Dirac. intr—adevér, spatiul maximal
izotrop
e (TM)={X+ixw: X € TM}

este involutiv daca gi numai daca dw = 0 (conform propozitiei 5.7). Vedem agadar
ca geometria presimplectica poate fi descrisa cu ajutorul structurilor Dirac.

Ezxemplul 5.5. Geometria foliatiilor
Sa consideram D < T'M o distributie diferentiabila de rang constant. Atunci

D@ Ann(D) < TM @ T*M

este un subfibrat total izotrop maximal. Aceasta structura aproape Dirac este
Courant involutiva daca si numai daca distributia D este complet integrabila la
o foliatie pe varietatea M. Din acest punct de vedere, foliatiile pot fi privite ca
structuri Dirac reale.

Exemplul 5.6. Geometria complexa

O structura aproape complexa J € End(T'M) determina o distributie com-
plexa data de subfibratul propriu T%'M < TM ® C corespunzator valorii proprii
—1 a lui J. Subfibratul maximal izotrop asociat acestuia este dat prin

Ly:=T"M @ Ann(T** M) = T™"' M @ (T*°M)*.

Daca acesta este Courant involutiv, cum componenta vectoriala a parantezei
Courant este paranteza Lie, deducem ca subfibratul T1°M este Lie involutiv,

adica J este integrabila. Reciproc, presupunand ca J este integrabila, atunci
pentru X + &Y +n € F(TO’IM ® (TI’OM)*) avem

(X 4+ &Y + 1) = [X, Y] +ix0n — iy ¢,
care este clar o sectiune a lui T%* M @ (THOM)*. Asadar L este involutiv Courant

daca si numai daca J este integrabil. In acest mod structurile complexe integrabile
pot fi privite drept structuri Dirac complexe.
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Capitolul 6

Varietati complexe generalizate

>

6.1 Structuri complexe generalizate liniare

incepem prin a defini notiunea de structura complexa generalizata pe un
spatiu vectorial real. Vom folosi binecunoscutele structuri ale geometriei complexe
si simplectice pentru a ne ghida.

Sa consideram V un spatiu vectorial real finit dimensional. Dupa cum am
vazut in capitolul 2 in cazul varietatilor, o structura complexa liniara este un
automorfism J : V' — V care indeplineste conditia JoJ = —Id. Prin comparatie,
o structurd simplecticd liniard pe V este o 2-forma nedegenerata Q € A2V*.
Aceasta poate fi privita ca un izomorfism € : V — V* dat prin Q : v — 7,82 ce
are proprietatea de a fi antisimetric: * = —€).

In incercarea de a include amandoud aceste structuri intr-o structuré algebrica
superioara, vom considera automorfisme ale sumei directe V & V*.

Definitia 6.1. O structura complexd generalizata (liniard) pe V' este un auto-
morfism 7 al sumei directe V @ V* care indeplineste doua conditii: este complex,
adica J o J = —Id si simplectic, adica J* = —J.

Propozitia 6.1. Echivalent, putem defini o structura complexa generalizata pe
V' ca o structura complexa pe V& V* care este ortogonala in raport cu produsul
interior definit la inceputul capitolului 4.

Demonstratie. Daca J? = —Id si J* = —J, atunci J*J = Id, adica J este
ortogonal. Reciproc, dacd J? = —Id si J*J = 1, atunci J = —J*. O

Structurile complexe gi simplectice liniare uzuale sunt incluse in notiunea de
structura complexa generalizata in urmatorul mod. Sa consideram automorfismul

—-J 0
jJ:(O J*)’
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unde J este o structura complexa liniara obisnuita pe V', iar matricea e data in
raport cu suma directa V & V*. Atunci vedem c& J7 = —Id i J; = —J, adica
J; este o structura complexa generalizata. Similar, consideram automorfismul

0 -t

unde €2 este o structura simplectica liniara obisnuita pe V. Observam inca o
data ca Jq este o structura complexa generalizata. Astfel, vedem ca structurile
complexe generalizate diagonale gi anti-diagonale corespund la structuri liniare
complexe, respectiv simplectice. Am dori acum sa intelegem mai bine structurile
intermediare ce pot apare. Observatia importanta este ca a da J este echivalent
cu a da un subspatiu izotrop maximal al spatiului (V & V*) ® C:

Propozitia 6.2. O structura complexa generalizata liniara pe V' este echivalenta
cu a mentiona un subspatiu izotrop mazximal L < (V & V*)® C de index real nul,
adica astfel incat L N L = {0}.

Demonstratie. Daca J este o structura complexa generalizata, atunci notam cu
L < (V& V*) ® C subspatiul propriu al sau corespunzator valorii proprii +i.
Daca z,y € L, avem ca (Jx,Jy) = (izx,iy) = —(x,y), dar si (z,y) = (Tx,Ty)
din ortogonalitate, ceea ce implica (x,y) = 0. Agsadar L este un subspatiu izotrop
de dimensiune jumatate din dimensiunea spatiului (V @& V*) ® C, deci izotrop
maximal.

Reciproc, dat un asemenea L, alegem J sa fie multiplicarea cu ¢ pe L si
cu —i pe L. Acest automorfism defineste o structurd complexa generalizata pe
Veovr m

Aceasta Inseamna ca a studia structuri complexe generalizate este echivalent
cu a studia subspatii complexe maximal izotrope de index real 0. Conditia impusa
asupra indexului real se exprima in scrierea L(FE, €) astfel:

Propozitia 6.3. Subspatiul mazimal izotrop L(E,€) are index real 0 daca si
numai daca E+ E =V ® C si € este asa incat 2-forma reala antisimetrica
wa = Im(e|gng) este nedegeneratd pe ENE = A ® C.

Demonstratie. S consideram L de index real 0. Cum (V@ V*)®C = L® L, avem
cda B+ E =V ®C. De asemenea, daca 0 # X € A astfel incat (e —€)(X) = 0,
atunci existd € € V ® C astfel incat X + ¢ € LN L, ceea ce este o contradictie.
Asadar wa este nedegenerata.

Reciproc, sa presupunem ci £ + F =V ® C si ¢ wa este nedegenerata. Sa
presupunem ci 0 # X + ¢ € LN L; atunci €| = €(X) si £l = €(X). Astfel
(e —€)(X) = 0, ceea ce implica X = 0. Dar atunci |g = {g = 0, de unde £ = 0,
ceea ce este o contradictie. Asadar LN L = {0}. O
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Conform remarcei 4.4, structurile complexe generalizate liniare pot fi intalnite
doar pe spatii vectoriale de dimensiune para. Are loc

Propozitia 6.4. Spatiul vectorial V' admite structuri complexe generalizate daca
st numai daca acesta este de dimensiune para.

Demonstratie. intr—adevér, un spatiu vectorial real de dimensiune para admite
intotdeauna structuri complexe si simplectice, care sunt, dupa cum am vazut,
structuri complexe generalizate.

Reciproc, considerand L subspatiul izotrop maximal asociat unei structuri
complexe generalizate a lui V', avem — conform remarcei amintite mai sus — ca
indexul real al acestuia este de aceeasi paritate cu dimV. Cum L este un subspatiu
vectorial de index 0, deducem ca V' are dimensiune para. O]

Remarca 6.1. Subspatiul mazimal izotrop asociat unei structuri simplectice liniare
Structura complexa generalizata asociata unei structuri simplectice

0 —-Q!

determina subspatiul vectorial maximal izotrop
L={X—-1QX): XeV®C}

Aceasta structura complexa generalizata are tipul £ = 0, unde k reprezinta codi-
mensiunea proietiei lui L pe V & C.

Cum o B-transformare nu afecteaza proiectiile pe V ® C, aceasta pastreaza
tipul. Daca tranformam structura de mai sus printr-o B-transformare obtinem o
alta structura complexa generalizata de tip 0, anume:

_ 0 —Q°!
€ BJQQB - ( 0 0 ) ;

de subspatiu vectorial maximal izotrop
e B(L)={X - (B+iQ)(X): X € V®C}.

Pe aceasta o vom numi structura B-simplectica.

Remarca 6.2. Subspatiul maximal izotrop asociat unei structuri complexe liniare
Structura complexa generalizata asociata unei structuri complexe

—-J 0
determina subspatiul vectorial maximal izotrop

L= Vo1 &V,
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de tip £ = n (unde Vi = WJ este subspatiul propriu corespunzator valorii
proprii +i a lui J). Daca transformam aceasta structura printr-o B-transformare,

obtinem
I A
¢ e _(BJ+J*B J*

de subspatiu vectorial maximal izotrop

e P(L)={X+E+ixB: X +&€ Vo1 @V}

6.2 Structuri complexe generalizate

Dorim in cele ce urmeaza sa transportam structurile complexe generalizate
liniare pe o varietate diferentiabila. In cazul varietatilor complexe gi simplectice
aceasta presupune doi pagi: mentionarea unei structuri algebrice pe fibratul tan-
gent, precum si a unei conditii de integrabilitate a acestei structuri. In cazul struc-
turilor complexe generalizate, conditia algebrica este data pe fibratul TM &T* M,
iar conditia de integrabilitate este data in raport cu paranteza Courant.

Definitia 6.2. Numim structura aproape complex-generalizata pe o varietate
diferentiabila 2m-dimensionala M un automorfism 7 al fibratului TM & T*M
care indeplinesgte oricare din urmatoarele trei conditii echivalente:

() J? = ~Id 5 J* = ~7:
sau

(i) J este ortogonal in raport cu produsul interior si J? = —Id;
sau

(iii) subfibratul propriu L < (TM @& T*M) ® C corespunzator valorii proprii
+7 a lui J este total izotrop maximal de index real 0 in fiecare punct.

Introducem acum conditia de integrabilitate a structurilor aproape complex-
generalizate care interpoleaza intre conditia simplectica dw = 0 si cea complexa

[D(TOM), T(TYOM)] € T(THOM).

Definitia 6.3. Spunem ca structura aproape complex-generalizata J este inte-
grabila la o structura complexa generalizata atunci cand subfibratul sau propriu
corespunzator valorii proprii +i este involutiv Courant. Altfel spus, o structura
complexa generalizata poate fi interpretata ca o structura Dirac complexa de
index real 0.

Pentru ci are loc descompunerea (TM @& T*M) @ C = L @ L, proiectia
E := 7mp(L) indeplineste E ® E = TM ® C, si suntem in situatia propozitiei
5.2, de unde deducem ca E da nagtere unei distributii generalizate integrabile
D definita prin D ® C = E N E. Ne aducem aminte ca un punct pentru care
dimD este local constanta se numeste punct regulat, iar din propozitia 5.3 de-
ducem ca in jurul unui punct regulat al unei structuri complexe generalizate
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obtinem o structura complexa transversa foliatei definite de D. Tipul k al struc-
turii complexe generalizate in punctul p € M este definit drept codimensiunea
spatiului £, € T,M ® C, asadar foile foliatiei induse au dimensiune 2m — 2k.
Aceste foi mostenesc o structura complexa dupa cum urmeaza: in vecinatatea
regulata, structura complexa Dirac L poate fi exprimata, ca in propozitia 6.3,
drept L(E,¢), unde E < TM ® C este un subfibrat cu £+ E = TM ® C, iar
€ € T(A?E*) este astfel incat 2-forma reald wp = Im(€|p-7) este nedegeneratd pe
D. Integrabiliatea formei wp urmeaza din involutivitatea Courant a lui L(E, €):

Propozitia 6.5. Consideram E < TM ® C un subfibrat i € € T(A*E*). Atunci
subfibratul maximal izotrop L(FE,€) defineste o structurda complexd generalizatda
integrabila daca st numar daca E este involutiv st dge = 0.

Demonstratie. Consideram ¢ : £ — T'M ® C incluziunea canonica. Atunci deri-
varea dg : ['(A*E*) — T(A*1E*) este definita prin i* o d = dg o i*. Notam cu
o € T(A’T*M &C) o extindere neted4 a lui ¢, adici asa incat i*o = €. Consideram
de asemenea X +£,Y +n € I'(L). Atunci &|g = ixe si n|g = iye. Notam cu
Z+(:=[X+EY +n]. Daca L este Courant involutiv, atunci Z € ['(E), ceea
ce arata ca E este involutiv, iar diferenta

. " L. . . .
C|E—Zze =1 (ﬁXn—£y€—§d<Zx77—ny)) —Z[X7y]l o

= ZxdEZ n— ZydEZ 5 + idE(ZXZYE — Znyé) — 1 [ﬁx,ly]a
= ZXdEZ*’I] — ZydEl*é—l— dEix’iy€ — i*(ixdiy€+diXiy€ - iyd’ixd - iindU)
= iyixdEE

trebuie sa se anuleze pentru orice X +¢,Y +n € I'(L), aratand ca dge = 0.
Inversand argumentul, vedem ca reciproca este de asemenea adevarata. Il

O consecinta simpla a acestui rezultat este faptul ca 2-forma nedegenerata
wp € ['(A?*D*) este inchisa de-a lungul foilor, aritand c4 intr-o vecinatate regulata
o structura complexa generalizata da nastere unei foliatii cu foi simplectice si
structura complexa transversa.

Verificam acum ca involutivitatea Courant a structurilor aproape complex-
generalizate poate fi particularizata la conditiile de integrabilitate simplectice,
respectiv complexe, dupa cum ne-am dorit.

Ezxemplul 6.1. Varietati simplectice
Structura aproape complex-generalizata

0 —-O°!
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determinata de 2-forma €2 este, dupa cum am vazut in exemplul 5.4, integrabila
Courant daca si numai daca df2 = 0. Bineinteles ca acesteia 1i putem aplica un
B-camp (unde B este o 2-forma inchisa) pentru a obtine o structura complezd
generalizata B-simplectica.

Ezxemplul 6.2. Varietali complexe
Structura aproape complex-generalizata

determinata de structura aproape complexa .J este, dupa cum am vazut in ex-
emplul 5.6, integrabila Courant daca si numai daca J este integrabila Lie la o
structura complexa.

6.3 Teorema lui M. Gualtieri de structura locala

Dupa cum putem ugor observa, orice varietate complexa este local echiva-
lenta printr-un difeomorfism cu (C™, j,,), unde j,, reprezinta structura complexa
canonica de pe C™. In mod similar, teorema lui Darboux afirma ca orice struc-
tura simplectica de pe o varietate diferentiabila este local echivalenta cu structura
simplectica standard (R*™, wy), unde

Wy = da:l N dﬂfg + -+ dﬂ?gm_l A dZCQm.

In aceasta sectiune vom prezenta o teorema similara care generalizeaza aceste
rezultate in contextul varietatilor complexe generalizate.

Teorema 6.6. (M. Gualtieri, 2003)

Orice punct requlat de tip k al unei varietati compleze generalizate M de di-
mensiune reald 2m are o vecinatate care este echivalenta, printr-un difeomorfism
si un B-camp, cu produsul dintre o multime deschisa din C¥ si un deschis al
varietdtii simplectice (R*™2% wy).

Demonstratie. Am vazut in propozitia 6.5 ca intr-o vecinatate regulata, o struc-
turd complexa generalizata poate fi exprimata ca L(F ¢), unde E < TM ® C
este un subfibrat involutiv, iar € € I'(A2E*) indeplineste dge = 0. Din propozitia
5.3, distributia F determina o foliatie a vecinatatii regulate de structura com-
plexa transverss izomorfa cu o multime deschisa din R*"~2* x C*, unde F are
drept baza de sectiuni {9/0z1,...,0/0xom_ok;0/0z1,...,0/0z}, unde {x;} sunt
coordonate pentru foile R?"~2% &i {z;} sunt coordonatele transverse complexe.
Asadar, alegind B +iw € T'(A*T*M @ C) astfel incat i*(B +iw) = €, putem scrie
un generator pentru fibratul canonic ce defineste L(F,¢€) dupa cum urmeaza:

__B+tiw
p =€ Q>
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unde Q = dz; A -+ Adz. In plus, vedem ca
i*d(B + iw) = dgi*(B + iw) = dge = 0,
ceea ce arata ca d(B + iw) €Ann*FE, de unde
dp = ePTd(B +iw) A Q = 0.

Am aratat agsadar ca orice structura complexa generalizata a unei 2m-varietati
poate fi exprimata intr-o vecinatate regulata printr-o forma diferentiabila inchisa
p = Pt unde Q este decompozabild de grad 0 < k < m astfel incat

WTTEAQAQ 0.

Demonstratia lui Weinstein [4] a teoremei lui Darboux pentru o familie de
structuri simplectice poate fi folosita pentru a gasi un difeomorfism local ¢ care
pastreaza foile si duce w intr-o 2-forma al carei pullback pe fiecare foaie este forma
simplectica canonica de pe R?"~%*_ Aplicand acest difeomorfism obtinem 2-forma
noua @*B + ip*w. Sa observam ca () ramane neafectata de acest difeomorfism,
intrucat {z;} sunt constante de-a lungul foilor.

Pentru usurints, s notdm cu K = R?™~ 2k gi N = CF, in asa fel incat formele
diferentiale au acum o tri-graduare (p,q,r) corespunzatoare componentelor din
APK* @ NINT o & A"Ng ;. In plus, derivata exterioars se descompune intr-o sums
de trei operatori

d=d;+0+0,

fiecare de gradul 1 pe componenta corespunzatoare a tri-graduarii. Sa observam
ca dy este derivata exterioara de-a lungul foilor. In timp ce Q este de tip (0, &, 0), 2-
forma complexa A = p* B+ip*w se descompune in sase componente, anume: 4200,
A0 ALOL - 4020 AOLL i A002 G5 observam de asemenea cd doar componentele
A200 - AT0L " A002 getioneazd netrivial pe 2 in expresia e4Q). Asadar, putem modifica
dupa cum dorim celelalte trei componente. Mai observam ca partea imaginara a
componentei A2 este wy, de unde deducem ca d(A?° — A200) = (.
Din d(B + iw) A Q2 = 0, obtinem

0A" =0 (6.1)
QA+ d, A" =0 (6.2)
QA A =0 (6.3)
d; A =0 (6.4)

Ultima ecuatie afirma pur si simplu ca pullback-ul formei B + iw la orice foaie
este inchis in acea foaie, dupa cum gtim deja.
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Dorim acum sa modificdim A aga Incat ¢*p = e ramane neschimbata, dar
A este inlocuit cu A = B+ (A% — A200) unde B este o 2-forma inchisd. Aceasta

ar demonstra ca i
* _ _B4iwg
p'p=e Q,
adica, p este echivalent, prin compunerea dintre un B-camp si un difeomorfism,
cu produsul dintre o structura complexa si una simplectica.

Pentru a pastra ¢*p, forma cea mai generala pentru B este
B = %(AQOO —|—_A200) 4+ AL L oAq101 - 4002 4 4002 +C,

unde C' este o 2-forma reala de tip (011). Atunci clar ¢*p = eBriwn(). Cerand ca
dB = 0 obtinem } _
(dB)**? = 9A"™ 4 9C = 0; (6.5)

(dB)"M! = 9AM! 1 FATT 4 d,C =, (6.6)

Agadar ne-am redus la a arata existenta unei (011)-forme reale C' astfel incat
aceste ecuatii sunt indeplinite. Urmatoarele argumente sunt locale si fac uz in
mod repetat de lema lui Dolbeault.

e Din ecuatia 6.1 obtinem c& A°? = da pentru o (001)-formé «v. Conditia 6.5
este echivalenta cu (C' — da) = 0, a carei solutii generale este

C = da + da + 100,

unde Y este o functie reala oarecare. Ramane de verificat ca se poate sa
alegem Y astfel incat conditia 6.6 sa fie indeplinita.

e Din ecuatia 6.2 obtinem ca (A% — da) = 0, de unde A% = d;a + 9
pentru o (100)-forma /. Conditia 6.6 devine acum

—id;00x = 00(B — ),

care poate fi rezolvata pentru necunoscuta y daca si numai daca partea
dreapta este ds-nchisa. Din ecuatia 6.3 vedem ca 9(A?* — d;3) = 0, ceea
ce arata ca A*0 = d;3 + 4, unde ¢ este o (200)-formd O-inchisd. Asadar

d;00(8 — B) = DI(A* — AZ0),

iar partea dreapta se anuleaza intrucat A2%° — A200 = 2.4, care este inchisa.
Asadar y poate fi ales sa indeplineasca conditia 6.6.

Aceasta incheie demonstratia teoremei. ]
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