CAPITOLUL 4

COMPLEMENTE DE TEORIA SIRURILOR $I SERIILOR
NUMERICE

4.1. Notiuni introductive

DEFINITIA 4.1.1. : Se numeste sir de numere reale o functie
f:N" =R, f(n)=a,. Notam (an)nDN* .

DEFINITIA 4.1.2. : Fie n;<n,<..<m<... un sir de numere
naturale strict crescator. Atunci (ank ) kKON se numeste subsir al sirului

(an )nDN* :

OBSERVATIA 1 : Un subsir al unui sir are o infinitate de termeni.

EXEMPLE: a, =n 1,2, ..,n,..  Atunci:
a,, a,,a,,K ,a,, ,K este subsirul termenilor pari.
a,,_, a,,a;,K a,,_,K estesubsirul termenilor impari.

DEFINITIA 4.1.3. : Fie a LJR. Se numeste vecinatate a lui “a”
orice interval deschis care il contine pe “a”.

Fie £€>0, €R . Se numeste £ vecinatate centratd a

3

numarului “a” intervalul (a -&at 8). Notam V, (a) = (a -&at 8).

DEFINITIA 4.1.4. : Se numeste vecindtate a lui +o , orice
interval de forma (a,OO), alR .

DEFINITIA 4.1.5. : Se numeste vecindtate a lui -0 , orice
interval de forma (— OO,a), alR .

DEFINITIA 4.1.6. : Sirul (an )n[w* este convergent catre “a

(finit ) daca oricare ar fi vecindtatea V(a) , aceasta lasd in afara ei cel mult
un numar finit de termeni ai sirului.



DEFINITIA 4.1.7. : Sirul (a” )nDN* este convergent catre “a”
( finit ) dacd pentru orice £ > 0, existd un numdr natural ( un rang ) N(€ ),
astfel Incat oricare ar fi n = N(&‘) |an - a| <E€&.

OBSERVATIA 2 : Definitiile 4.1.6. si4.1.7. sunt echivalente.

DEFINITIA 4.18. : Sirul (a,) -

ar fi o vecinatate V' (+00) , aceasta lasa in afara ei cel mult un numar finit de
termeni ai sirului.

are limita + oo daca oricare

DEFINITIA 4.1.9. : Sirul (an )nuzv* are limita + oo daca oricare
ar fi a LJR , existd un prag N(a), astfel incat oricare ar fi n = N(a) rezulta

caa,>a.
OBSERVATIA 3 : Definitiile 4.1.8. i 4.1.9. sunt echivalente.

DEFINITIA 4.1.10. : Sirul (a,)

aON*
ar fi o vecinatate J/'(—o0) , aceasta lasa in afara ei cel mult un numar finit de
termeni ai sirului.

are limita — oo daca oricare

DEFINITIA 4.1.11. : Sirul (a,) .-

ar fi a JR , existd un prag N(a), astfel incat oricare ar fi n = N(a) rezulta

are limita — oo daca oricare

caa,<a.
OBSERVATIA 4 : Definitiile 4.1.10. si4.1.11. sunt echivalente.

Un sir este convergent dacad are limita finita si este divergent daca
are limita + 00 sau — 00 sau nu are limita.

EXEMPLE :

1. Sirul constant @, =a . Se demonstreazd cd a, — a , adica

n-o

lima, =a.

n-o



1
— . Se demonstreazd ca a, — 0.
n n -

Intr-adevir, oricare ar fi £ >0, existd un prag N(&) astfel incat

2. Sirul a, =

oricare ar fi n = N(&) rezultad ca |an - a| <E&.

Lo
n

<€ o l<¢9 = 1<ne = n>1:>N(g):{l}+1
n £ £

OBSERVATIA 5 : In definitiile anterioare ( de convergenti a
unui sir cdtre un numar ) , limita sirului , “a” , este aprioric cunoscuta.
4.2. Sir fundamental

Cauchy introduce notiunea de sir fundamental ( sir Cauchy ).

DEFINITIA 4.2.1. : Sirul (an )ntw* este sir fundamental (Cauchy)
dacd oricare ar fi € >0, existd un prag N(&) astfel incat oricare ar fi

<¢g.

m 2 N(&) sioricare ar fi n 2 N(&) vom avea |am -a,

DEFINITIA 4.2.2. : Sirul (an )nDN* este un sir fundamental

(Cauchy) daca oricare ar fi € >0, existd un prag N(&) astfel incat oricare

<é€&.

arfi n = N(&) sioricarearfi p(ON", avem ‘anw -a,

OBSERVATIA 1 : Definitiile 4.2.1. si 4.2.2. sunt echivalente.

DEMONSTRATIE :

(a) Presupunem ca (an) este fundamental conform definitiei 4.2.1.

nON"
Putem presupune fara ingradirea generalitatii ca m>n .
Vom nota p=m-n . De aici rezultd cd m=n-+p. Inlocuind pe m=n+p in

definitia 4.2.1. vom obtine definitia 4.2.2.

(b) Presupunem ca (an) este fundamental conform definitiei 4.2.2.

nON™
Vom nota m=n+p , m> N(E). Rezultd astfel ca este verificata
definitia 4.2.1.



OBSERVATIA 2 : Sirul (an )ntw* este fundamental dacid si

numai daca oricare ar fi £>0, exista un rang N = N(&) astfel incat

oricare ar fi n =2 N(€) rezultica |a, — an| <E€.

DEMONSTRATIE :

(i) Presupunem ca (an )nzw* este un sir fundamental. Conform
definitiei 1.2.1. rezulta ca oricare ar fi & >0, existd un rang N = N(&)

astfel incat pentru m = N(&),n =2 N(€),

a, — an| < &. Daca N=m, atunci

|aN —am|<£ .

(ii) Presupunem cd oricare ar fi £ >0, existd un rang N = N(&)

Ao A . < &
astfel incat oricare ar fi n = N(&) rezulta ca |a v an| < 5

Fie m2N=N(&)=>

E &
am _an _‘am _aN +aN _an < am _aN‘ +‘aN _an <§+§ =&

Observatia anterioara poate fi considerata ca a treia definitie a unui
sir fundamental.
PROPOZITIA 4.2.1. : Orice sir fundamental este marginit.

DEMONSTRATIE :

Din ipoteza stim ca sirul (an )ntw* este fundamental. Conform
observatiei 2 , oricare ar fi £ >0, existd un rang N = N(&) astfel incat

oricare ar fi n =2 N(&) rezulta ca |aN - an| <E.

|an—aN|<£<:> —£€<a,—ay<&>ay,—&<a,<a, tE&.

| | | | | | A
Ll

I I I [ [ [
a; a, an-1 ax-€  ay ayt &

Notdm m =mir{a1,a2,K ,ay —Lay —é} si M=ma)£a1,aQ,K,aN —la, +£}.
Rezulticd m<a, < M,0n0ON" .



PROPOZITIA 4.22. : Daci sirul fundamental (a,)

un subsir (ank )

Loyt contine

““

convergent cdtre “a” , atunci sirul (an )nDN»« este

KON™
convergent catre “a”.

DEMONSTRATIE :
Subsirul (ank )kDN* converge catre “a”.

(e >0=(ON,(&) astfel incat: (Oy, = N, (&)=

a, — a‘ < £ )
g 2
Sirul (an )nDN* este fundamental.

(D >0=>(DN,(€) astfel incat (Dym 2 N, (€) si (On=N,(&)=la, —a,

£
- (2
<2()

Fie N(¢) =max{N,(e),N,(e} . Alegem k[ON" astfel incat n, > N(¢).

Din (1) rezultd : dacd m = n, , atunci ‘a -a ‘<£ sau ‘a —a |<& .
n n 2 n ny 2
Din (2) rezultd : dacd m = n, , atunci ‘a —a‘ <&
ny 2
Oricare ar fi £ >0,5i n 2 N(&), obtinem :
—al=la - —a|<la. - - 5
a, a| a,-a, ta, a‘_‘f42%‘+ﬁm2£8a‘<£ =a, - a.
£ £
<— <
2 2

CRITERIU DE CONVERGENTA :

Fie (bn )nDN* ,b,>0 , limb, =0. Fie (an )HDN. Daca exista un

prag N astfel incat oricare ar fi n 2 N = |an —l| <b, =a, - I.

n-o

LEMA LUI CESARO:

Din orice sir marginit se poate extrage un subsir convergent.

DEMONSTRATIE :

Din ipoteza stim ca (an )nuzv* este marginit, deci existd a,b1Q

astfel incat a < a, < b, oricarearfi nUN .



b:b()

_a,tbh

Lungimea intervalului / a, b ] este b-a. Calculam c, = si
obtinem doua intervale [ ay, ¢y ] si [cy, by ].

Notdm cu [ a;, b; ] un interval ce contine o infinitate de termeni ai
sirului. Daca ambele intervale obtinute mai sus contin o infinitate de
termeni, vom considera drept [ a;, b; ] intervalul din stanga.

b-a

Lungimea intervalului / a;, b; ] este . Alegem a, [ [al,bl]

. a, +b
Notam cu ¢, = ——

Notam cu [ a,, b, ] intervalul care contine o

infinitate de termeni ai sirului. Dacd ambele intervale contin o infinitate de
termeni , aleg drept [/ a,, b, ] pe cel din stanga.

Lungimea intervalului [ a,, b, ] este

Alegem a, [ [a2,b2] LNy > Ny

Repetand procedeul de mai sus, dupd & pasi vom avea intervalul

[ ai , by ] cu lungimea si care contine o infinitate de termeni ai

2k
sirului.

Alegem a, [ [ak,bk] > Ry

Impartim intervalul / a;, b; | in doud intervale egale si alegem
drept interval [ a.;, by+; ] intervalul care contine o infinitate de termeni
ai sirului. Daca ambele intervale contin o infinitate de termeni, alegem
drept [ ay+;, by+; ] pe cel din stanga.

Alegem a, U [ak+1,bk+l] > A1 = M .

Am demonstrat astfel prin inductie dupa “k” , faptul ca putem alege

un subsir (a”k )kDN b —ka .

. astfel incat a, D[ak,bk] , interval de lungime

a=ay,<a,<a,<K <qg, sK<sasK<ph <K <b <bh,=b

pentru oricare k ON " .
Rezulta ca exista si este unic numarul real a [ [a i bk], (MkON".



b—a

Dar a, U [ak,bk] pentru oricare k O N, si deci ‘ank - a‘ =

2k
Notéand p, = bz_ka avem b, >0 si ll(ll’lg b, =0.
Conform criteriului de convergentd enuntat anterior rezultd ca
ank k?m a .

TEOREMA DE CONVERGENTA A LUI CAUCHY

Un sir de numere reale (an) este convergent dacd si numai

nON®
daca este sir fundamental.

DEMONSTRATIE :

(1) Presupunem ca (an) este convergent . Aceasta Inseamnd ca oricare

nON*

ar fi £ >0, existd N(&) astfel incat oricare ar fi n > N(&) = ‘an - a‘ < g

R P

2 2

(Oym= N(e),(Lhn = N(&) :>|am —an| :|am —a+ta-—a,

Deci sirul (an )nDN* este sir fundamental.

(i1) Presupunem ca (an) este sir fundamental. Dacd a, este sir

nON"
fundamental, atunci, conform propozitiei 4.2.1. sirul a, este marginit. Din
lema lui Cesaro rezultd ca sirul marginit a, contine un subsir 4,

K

convergent. Conform propozitiei 4.2.2. orice sir fundamental care contine
un subsir convergent este convergent. Teorema este astfel demonstrata.

4.3.Puncte limita ale unui sir

Fie (an) un sir de numere reale.

nON"

DEFINITIA 4.3.1. : Numarul real “a” este punct limita al sirului

(an )nDN»« , daca orice vecinatate a lui “a” ( V(a) ) contine o infinitate de
termeni ai sirului.



.. 1+(-1)"
EXEMPLU : Fie sirul a, -1+ D"
a1=0,a3=0,...,agk_1=0,...
a2=1,a4=1,...,a2k=1,...

Putem spune ca “0” si “I” sunt puncte limita ale Iui @, pentru ca
oricare ar fi vecinatatile V(0) si V(1), in ele existd o infinitate de termeni ai
sirului.

OBSERVATIE :

[3P 1] 9

1) Daca sirul (an) este convergent cdtre “a” , atunci “a” este
singurul punct limita.

2) Un punct limita al unui sir poate fi un numar finit sau * oo .

x
nON

EXEMPLU :fiesirul 7,1,2,1,2,3,1,2, 3,4, ...
Puncte limitd sunt : 7, 2, 3, ...
Deci exista siruri cu o infinitate de puncte limita.

PROPOZITIA 4.3.1. : Fie sirul (a” )nuzv*- Punctul “a” este punct

limita pentru acest sir daca si numai daca exista un subsir a, - a.
o

DEMONSTRATIE :

(i) Presupunem ca (an )nDN* contine un subsir (ank) astfel Incat

a, — a,deci“a” este punct limita al sirului a, .
— 00

ny k

Oricare ar fi vecinatatea V(a) , in afara ei exista cel mult un numar
finit de termeni ai subsirului @, . Deci oricare ar fi vecinatatea V(a) , in

interiorul ei existd o infinitate de termeni ai sirului a, . Rezulta astfel ca “a”
este punct limitd al sirului a,, .

(i) Fie “@” un punct limitd al sirului a, . Trebuie sa aratam ca
existd un subsir @, astfelincat a, — a.

k- o0
Vom studia trei situatii : 1) “a” este finit , 2) “a” este + o0 , 3)
“a” este — o0,



1) Fie Vi(a) = (a-1 , a+1) . Deoarece “a” este punct limitd al
sirului a, , in aceasta vecindtate existd o infinitate de termeni ai sirului a, .
Alegem un termen al sirului a, astfel Incat a, av,(a) -

Fie Vz(a):(a—l’a+1j. Si in aceasta vecinatate existd o
2 2

infinitate de termeni ai sirului @, . Alegem a, UV,(a),n, >n,.

. 1
Fie 7 (a)= (a _E’a +—) . Alegem a, 0v,(a),n, >n,_, .
Demonstram prin inductie ca aceasta relatie este adevarata.

Oricare ar fi V.(a)= (a —%,a + %) ,oricare ar fi k£ J N* , alegem

a, OV, (a),n, >n,_ .Decia, O a—l,a+l «=~a—1<an <a+l e
* ‘ ko k ko™ k

1 1 1 S <
o —; <a, —a<—-= ‘ank - a‘ < ; Din criteriul de convergentd enuntat
mai sus, rezultd cd lima, =a | :l>0-b Lol-
n-o k k k >k koo
2) a=+o»

Fie Vi(00) = (1, 0 ). Alegem a, LIV () .
Fie Vy(00) = (2, 0 ). Alegem a, UV,(),n, >n, .

Fie V() = (k, o ). Alegem a, OV, (),n, >n,_,, etc.
ank D(k,OO) = ank >k = I{imank > llmk = limank =00 .

3) a=-»
Fie V(-0 )=(—0,1).
Fie Vy(—00)=(—00,2).

Fie Vi(— ) =(—0o, k), etc.

In continuare se procedeazi la fel ca la punctul 2) .



DEFINITIA 1.3.2. : Fie (a” )nDN* un sir de numere reale. Se

numeste limitd inferioara a sirului a, , cel mai mic punct limita al lui a, . Se
noteazd : lim inf a, =lima, .

n -0 n-o

DEFINITIA 1.3.3. : Fie (a” )nDN* un sir de numere reale. Se

numeste limita superioara a sirului a, , cel mai mare punct limité al lui a, .
Senoteaza : lim sup a, =lima, .

n-o n-o

EXEMPLU : Fiesirul (a,) - » a =(-1)' 2"

n+l

o ==2CETD L lima, =2
2k—1+14e o

2k:@_’+2 3liﬁan:+2
2k +1k-w e

4.4. Serii de numere reale

Fie sirul de numere reale (an) Ar, Aoy eee ) Ay, Quify oo

aON™ »
Notam :
S] =daj

Sg=a1+a2

S,=a;+a+ .. ta,

(Sn )”DN* se numeste sirul sumelor partiale. Daca (Sn) este

nON"
convergent catre limita “S” ( deci “S” este finit! ) , atunci limS, =S ,

n—o©

S= Za[ . (D
DEFINITIA 4.4.1. : Membrul drept al relatiei (1) se numeste

DEFINITIA 44.2. : a;, a;, ..., a, se numesc termenii seriei.



DEFINITIA 4.43.: S, =a; + a; + ... + a, se numeste suma
partiald de ordinul # .

DEFINITIA 4.4.4. : Daca exista, S este suma seriei .

OBSERVATIE : Daca se cunosc termenii seriei, putem obtine
sumele partiale si reciproc.

Fie sirul sumelor partiale (S” )nDN* .
S,=a;+a+ .. ta,
Ser=a;ta+..+ta,; | =>a, =S -8

n n n-1

,a1=S1, n=2.

DEFINITIA 4.4.5. : Seria ia este convergenta dacd sirul
n=1

sumelor partiale S, este convergent.
DEFINITIA 4.4.6. : Daca sirul sumelor partiale are limita + oo
sau — oo sau nu are limita, atunci seria ia este divergenta .

n=1

A cerceta natura unei serii iInseamnd a determina daca seria este
convergenta sau divergenta.

EXEMPLE :

A. Folosind definitia convergentei unei serii, sd se stabileasca
natura seriei cu termenul general :
1

:n2+4n+3’
n’ +4n+3=(n+3)(n+1)

1 1 1 1
u, =— =— - n21
n“+4n+3 2\n+l n+

3
R U S SN IS I
5 4 6 n nt2 n+l n+3

n=1

n

S, =u, +u, +K +u =1(1 1
2\2 3
s !

1,
4
(1.1 1
=—| —+ - -
2(2 3 n+2 n+3) 12 2n+2) 2(n +3)




5 1 ! >
lim S, =lim =
n— o ﬂ~°°[12 2(n+2) 2(”-'-3)j 12

B. Sa se cerceteze natura seriilor urmatoare :

D ;H(HH)
_ 1 _ 1 1
a, = -
nn+l) n n+l
S =a,+a,+K +a_ +a, —1—1+1 1+K+L LI L—1— !
2 2 3 -1 n n n+l n+l

=1lim§, —132

este convergenta si are suma S = /[ .
= n(n +1)

2) Seria geometrica :

Fie r>0 . Zr” =1+r+r’ +K +7" +K

n=0

_ n+l
S =1+r+r"+K PR Sl
1-r
_ .ntl
> r0(0) : liml 2=
noo | —p I-r
. 1=
> r0O(,0) : lim " = +00
n— o -7
> r=1:8,=n+tl, limS, =+

n-—oo

Deci seria geometricd este convergentd pentru rD(O,l) si

divergenta pentru » [J [1, 00) .

3) Seria oscilanta :

i(—l)”=l—1+l—l+...

n=0
S():[ S] 0
ngl S3—0



Observam ca S, nu are limita , deci Z (— 1)” este divergenta .
n=0

PROPRIETATI ALE SERIILOR :

Aceste proprietati rezulta din proprietatile sirurilor.

P1) Dacéi intr-o serie se schimbd ordinea unui numar finit de
termeni, se obtine o serie de aceeasi natura ca si prima.

P2) Dacid intr-o serie addugam sau scddem un numadr finit de
termeni, obtinem o serie de aceeasi natura ca §i prima.

P3) Resturile unei serii convergente formeaza un sir convergent
catre zero.

DEMONSTRATIE :

Fie 2.0, =4 1% 3% 14 * bad 9 5§

R, = Za + » unde cu R, am notat restul de ordinul » al seriei.

k=n+1

§=)a,=S,+R, =R, =S-S5, >limR, =lin(S-S,)=5~limS, =S -5 =0

n-o

P4)  Dacd seria Zan este convergentd, atunci sirul sumelor
partiale este marginit.

P5) Daca seria Zan este convergenta, atunci lima, =0 .

DEMONSTRATIE :
Din ipoteza stim ca Zan este convergentd, deci limS, =§ ,
unde S este finit.
a, =S -8 . =lima, =lim(S, =S, _)=limS, ~limS,_, =S-5=0

n-o n-o n -0 n-o

OBSERVATIA 1 :



Reciproca acestei afirmatii nu este adevaratd. Adica, daci
lima, =0, nu rezulta ca Zan este convergentd. Pentru a demonstra

n-o

aceasta afirmatie, vom da un exemplu:

Seria armonica :

> 1
- an=l:>1iml=0.

n=1n n n-on

e o) btk
2 2 3 4 5 6 7 27N+l 2"+ 2"
1+l>l
2

1 1.1 1 1
—+ >+ _=—
3 4 4 4 2

1 1 1
+K +—>—
271—l+1 2n 2
Deci § >2 = lim S, =
2 n— 2

Din sirul S, am extras sirul Szn care este divergent. De aici

rezulta faptul ca S, este divergent, deci lim S, = o0 = Zl este divergenta .
n

n-o

OBSERVATIA 2 :
Dacd  lima, ¢0:>zan este divergentd . Aceastd observatie

n—o

reprezintd un criteriu de divergenta a seriilor.

P6) Fie Zan o serie convergentd cu suma 4 . Fie an 0 serie

conv

convergenta cu suma B . Atunci, Z(a'an +fb,) - ad+ BB , oricare ar fi
a,FOR.



OBSERVATIE : Multimea seriilor convergente formeaza un spatiu
vectorial.

EXEMPLU :

n n

n=>1 este

b

Sa se arate ca seria cu termenul general y =

convergenta si sd i se calculeze suma .

35 (1Y (1Y
u — p— J— —_— p—
15" 15" 5 3

Fie seriile cu termenii generali v, :(3) sit = (1) , n=1
"3

0 1 -
Seria Zvn este convergenta si are suma —, iar seria Zt este
4 n

n=1 n=1

, |- oy .
convergenta §1 are suma E Din proprietatile seriilor convergente rezultd

cd, daca doua serii, respectiv ZV si Z’ sunt convergente si au sumele
n n

n=1 n=1

0

V'si T, atunci seria diferentd Z(Vn —1t,) este o serie convergentd si are
n=l1

suma V-T.

L3 =-5" 1 1
Deci =_ __ =
Z 15" 4 2

1
4

n=1

CRITERIUL GENERAL DE CONVERGENTA AL LUI
CAUCHY (CGCO)

SeriaZan este convergentd dacd si numai dacd , oricare ar fi
£>0, exista N(&) astfel incat , oricare ar fi n = N(&)si oricare ar fi

*
pUN avem:
|an+1 + an+2 +K +an+p |< &

DEMONSTRATIE :
(i) Presupunem ca seria Zan este convergenta, deci (S,) este

convergent si conform teoremei de convergenta a lui Cauchy, (S,) este un



sir fundamental. Rezulta astfel ca oricare ar fi € >0, existi N(&) astfel
incat , oricare ar fi n = N(&) si oricare ar fi p I N~ avem : ‘Sm) - Sn‘ <¢g

Sn+p =aq;ta,+ .. ‘ta,*a,;+ ..+ An+p
S,=a;+ .. +a,
Deci |an+1 + an+2 +K +an+p |< & .

(ii) Presupunem ca oricare ar fi £ >0, exista N(&) astfel incat , oricare ar
fi n> N(&)si oricare ar fi pON" rezultd ci |a,,, +a,,, +K +a,, <€,
S, =S,

conform teoremei de convergentd a lui Cauchy, S, este un sir convergent.

n+p

adica < &. De aici rezultd ca S, este un sir fundamental si

n

Astfel am demonstrat cd seria Z a, este convergenta.

4.5. Serii cu termeni pozitivi

DEFINITIA 4.5.1. : Seria Zan este o serie cu termeni pozitivi
n=l1

(stp),dacda,>0,n =1, 2, ....

CRITERII DE_ COMPARATIE PENTRU SERII CU TERMENI
POZITIVI

In acest paragraf vom prezenta cateva criterii de convergenta a unei
serii cu termeni pozitivi.

Se compara seria a carei naturd este necunoscutd cu o serie a carei
naturd o cunoastem si astfel putem obtine informatii despre natura seriei
considerate. De aici denumirea de criterii de comparatie.

L Primul criteriu de comparatie :

Fie Zan si an doud serii cu termeni pozitivi. Daca existd N
astfel incat oricare ar fi n 2 N = a, < b, atunci :

1. daca an este convergentd, atunci §i seria Zan este

convergenta.



2. daca Zan este divergentd, atunci cd si seria an este

divergenta.

DEMONSTRATIE :

1. Din ipoteza stim ca an este convergenta si, conform criteriului
general de convergenta al lui Cauchy, oricare ar fi £ >0, exista N(€)
astfel incat , oricare ar fi n = N(&) si oricare ar fi pON" rezultd ci
|b,, +b,., tK +b,, |<& . Deoarece b, >0, avem b, +b,,, +K +5, <e€.

n+l n+p n+2 n+p
Deoarece si a, >0, (n ON ) ,avem:

ta,,tK +a

‘anﬂ n+p

+a,,+K +a,  <b, +b,, +K +b <€

n+1

si prin urmare seria z a, este convergenta.

2. Presupunem contrariul, adica an este convergentd, atunci,
conform 1. rezulta ca si Zan este convergentd, ceea ce contrazice ipoteza

cd Zan este divergenta.
II. Al doilea criteriu de comparatie :

Fie Zan si an douad serii cu termeni pozitivi. Dacad existd N

n+1 < Zntl bn+1
a

n n

astfel incat oricare ar fi n =2 N = 22— , atunci :

1. daca an este convergentd, atunci §i seria Zan este

convergenta.

2. daca Zan este divergentd, atunci si seria an este
divergenta.

DEMONSTRATIE :

1. % o by — %t % oricarearfin = N
an bn bn+1 bn

Obtinem astfel : ¢ = v > Ay SA > a4y >A , unde “c” este o

bN bN+1 bn

constanta.



a}’l

Deci ¢ < ,oricarearfin 2N =a, <cb, .

n

Din ipoteza stim ca an este convergenta si conform proprietatii

P6 rezulta ca si Z cb, este convergenta.

Din aceste ultime doua afirmatii rezultd, conform primului criteriu

cd seria Z a, este convergenta.

2. Presupunem contrariul, adica an este convergenta si Zan

este divergentd, lucru care este in contradictie cu primul criteriu. Rezulta

astfel ca seria an este divergenta.

Al treilea criteriu de comparatie: ( fara demonstratie )

Fie Zan si an doua serii cu termeni pozitivi. Dacd (i % =
n-o bn
( ¢ fiind finit i diferit de zero ), atunci seriile Zan si an au

aceeasi natura.

SERII UTILIZATE iN CRITERII DE COMPARATIE

00

Seria armonica : Z— . Aceasta este o serie divergenta.
n=l n

o 0<r<1=> serie convergenta
Seria geometrica : Z r' L r>0,

n=0
r=1= serie divergenta
. . NN LI | - .
Seria armonica generalizata : ZT ,aOR- Existd mai multe
n=l n
situatii :
1 1 TR . .
aD(0,1)37>f:> conform criteriului I , seria armonica
n n

generalizata este divergenta.



b) g=z1= zl — este seria armonica §i este divergenta.
n=l n

c) a>132%:1+2%+3%+4%+5%+6%+7%+|<

n=1

4+ <4 == =
20’ 30’ 2!] 20’ 2!] 20’—1

LR IR IO B I B ( ! ]
49 59 g7 79 49 4al ( a-1 )2 pa-l

) 2
Zia <l+ 1_ + (Lj +A . Dar membrul drept al inegalitatii

reprezintd o serie geometricd cu ratia ; = , 0 <r <1 ,decieste o

2 a-1
serie convergenta.

T e <
Conform criteriului I, seria Z—a ,a >1 este convergenta .

n=l1
In concluzie, seria armonica generalizata este :
convergenta pentru Q >1

divergenta pentru a <1

EXEMPLU : Sa se studieze natura seriilor :

> 1
8 Z“2;1+1

n=1

. - | 1
1 . Fie seria Z— unde vom nota b, =—.

Vom nota cu a, =
27’! +1 n=1 n n

1ima7n = 1 — conform criteriului III, seria z este divergenta .
2

n— o
n

2n+1

n=1

1 , N

aﬂ:S— ’ 3 3
2n° +5n+7 2n” +5n+7 n



1

< < < . 1 . .
Notam bn = —5 - Observam ca seria Z—} este o0 serie armonica
n n

generalizata convergenta, intrucat a = 3.
Conform criterului I, seria Zan este convergenta.

- 1 1 1
3 a :(n3 n)4:—>—_—
n 4/ 3 4 3 3
n’—n n 2
n
Notim , -1 Observam cd E b, este o serie armonica
n 3
3

generalizata divergentd, intrucat g = 3
4

Conform criteriului I, seria z a, este divergenta.

CRITERII SUFICIENTE DE CONVERGENTA A SERIILOR CU
TERMENI POZITIVI

L. Criteriul radacinii ( Cauchy ) :
Fie Zan 0 serie cu termeni pozitivi.

1. Daca pentru oricare n = N, exista 0 < k < 1 astfel incat
2la, <k, atunci seria Zan este convergenta.
2. Daca pentru o infinitate de termeni 4/a, =1, atunci Zan este

divergenta.
DEMONSTRATIE :
1. Oricare ar fi n =2 N , existd 0 < k < [ astfel incéat {/a: <k.

n noos n : . : —
=a,<k'=Ya, <>k, iar Zk este o serie geometrica cu ratia r = k<.

Conform criteriului I, seria Zan este convergenta.

2. Dacai pentru o infinitate de termeni %/a, 21 = a, =1, deci sirul nu

poate fi convergent, iar seria este divergenta.



COROLAR :

g a .
Daca lim —*L = k | atunci:
n—o
n

1) pentruk<1, seria Zan este convergenta
2) pentruk>1, seria Zan este divergenta

3) pentru k =1 este neconcludent.

EXEMPLU :

Fie seria Z( ”+5j . a :(2’”5)”
3n-10) " ~\3a-10

Aplicand criteriul radécinii, rezultd cd 4/a, =

2n+5 2
L <,

3n—-10 3

deci seria este convergenta.

OBSERVATIE : Nu putem studia convergenta seriei geometrie cu
ajutorul criteriului raportului pentru cd in demonstratia criteriului raportului
am folosit seria geometrica.

EXEMPLU :

. .1 1 1 1 1 1
Fie seria ? + 3—2 + F + 3—4 +K + —22”_1 + —32,1
Aceastd serie este convergentd , fapt care rezulta din criteriul
radacinii, dar nu putem aplica criteriul raportului.

II. Criteriul raportului ( D’Alembert ) :

Fie Zan 0 serie cu termeni pozitivi.

5 . a .
1. Daca pentru oricare n = N avem —*L <[ <1 , atunci seria
a

n

este convergenta.

. a A . <
2. Daca - >k >1, atunci seria Zan este divergenta.
a

n

DEMONSTRATIE :

1. Oricarearfi n =2 N avem:



Seria pe care o obtinem este o serie geometricad de ratie “r” :

ZaN P = aNZkP. Aceastd serie este convergentd. Rezulta astfel,
[7=1 [7=1

conform criterului I de comparatie ca seria Z a, este convergenta.

2. h2k>1
all
Ayy =dy

a,, =a, ,oricarearfin =2 N .

Rezulta ca sirul a, este un sir crescitor de numere pozitive
= lima, #0. Deci Zan este divergenta.

n-o

COROLAR :

.4 a .
Fie lim—*L = k. Atunci:

n— o an
1) pentruk<1, seria Zan este convergenta.
2) pentruk>1, seria Zan este divergenta.

3) pentru k =1 este neconcludent.

DEMONSTRATIE :

1) lim & = < g

n-—o
an



Existd € >0 astfel incat k +&£ <1

| L | |

| ¢ ] ) ]
0 k- k k+¢e 1

V.(k)=(k-&,k +¢)

.a N . . .
Deoarece |im =z*L =}, Inseamna ca oricare ar fi vecinatatea VE (k ) 5
n-o g
n
in afara ei existd cel mult un numar finit de termeni ai sirului, iar in
interiorul ei exista o infinitate de termeni.

a a T e .
L OV, (k) = —=- <1 conform partii intdi a criteriului raportului.

n n

Deci seria Zan este convergenta.

2) lim&h =k >

n—-o an
Vik) = (1,00) . Repetand rationamentul de mai sus, demonstram ca

seria Zan este divergenta.

3) Incazulin care k = / , nu putem trage nici o concluzie, deoarece existi
situatii in care seria este convergenta si situatii in care seria este divergenta.
De exemplu :
> Zan = Zl —  im% =1im =1 , dar stim ca seria este
n new g o on-op+]
divergenta.
1 . a ) n . .
> Ya, =Y —, @>)>lm =lim =1, iar seria
n n-o q, "*°°(n+l)a
este convergnta.

EXEMPLE :
i 2" G 2 D+ +3)!
S+ +3) a,  (n+2)+(n+4) 2"
_2A(n+DNHA+m+2)(n+3) . 2(1+n’>+5n+6)

(n+2)I(1+(n+3)(n+4)  (n+2)(1+(n+3)(n+4)



Deci |im=2tL =0 si conform criteriului raportului, seria este
n-o o
n

convergenta.

a,  (n+D)"™ o' \n+l

o n | n+l +1)! n n
2) Za Dz.:>an+1 _a (n 1).D n" n ~
e nn

. a . . .
Daca = >1= g >e , seria este divergenta.
e

. a . <
Dacid = <1 = g <e , seria este convergenta.
e

Daca

S
==

a e
—=l=>a=e=a, =

n X — —_ an+l
+1 _e(n+1)” N Y T >l
e n (1+ j 3
n

deci (an) este gir strict crescator, iar seria este divergenta.
Rezulta ca seria data este divergenta.

0 n
3) 4 a>0
; n’
u a™! n! . .
lim —*L = lim B! =alim =0<1, deci seria este
nee oy o onee g (n+l)l e p+]

convergenta conform criteriului raportului.

4) Zn‘(%) a>0
n+l

m+—4

1 n
. u : n+1)" . (n+l a
lim L = lim ( " - alim =—
n— 0 un n— o ' n n— 0 n e
n! o
< a . <
Dacd —<1=a <e , seria este convergenta.
e
< a . . .
Daca —>1—=a > e , seria este divergenta.
e



e n

n
Daca a:1:>a:e:>un:n!(ej- Atunci  Ha+

oricare ar fi n, deci seria este divergenta.

III.

a

n_o—

Criteriul Raabe — Duhamel :

Fie Zan 0 serie cu termeni pozitivi.

1. Daca oricare ar fi n=2 N , n[ a

convergenta.

2. Daca oricare ar fi n 2N n(
divergenta.

COROLAR :

a,

Daci lim n(

n—o

1] =k, atunci:

a,.

n

U :L>1,

_1J >k >1=>seria este

_1J <k <1=>seria este

1) pentruk>1, seria Zan este convergenta

2) pentruk <1, seria Zan este divergenta

3) pentru k =1 este neconcludent.

EXEMPLU :

[

. . n!
Fie seria :

Sa@-DK (a+n-1)

nala-1)K (a+n-1)(a+n)

(a>0)

+ -
_atn_,_a 1

an+1

limn

n—oo

|

“ala K (@rn-Dn+ 1)1 +1)

i—lJﬂimM:a—l
a nee p+l

n+l

n+l n+l



1) pentru @ —1>1 = a> 2, seria este convergenta
2) pentru @ —1<1 = a <2, seria este divergenta
3) pentru @ —1=1 = a =2, criteriul este neconcludent.

0

sz;m( 0 +1) Zn 1

n=l1 n=1

, aceasta fiind serie armonica, este

divergenta.

4.6. Serii alternate

DEFINITIA 1.6.1. : Seria Zan se numeste alternatd daca

n=1

<0, (OnON'

produsul a doi termeni consecutivi este negativ , adicd q,

r1+1
Seria altenata poate avea forma :

a,-a,*ta,-a, +K +a,, , —a, +K, (an>0)
—a,ta,-a;+a,-K —a,,, +a, —-K, (an>0)

In general putem scrie seria astfel : i(— )"a,, (a,>0)-

n=1

CRITERIUL LUI LEIBNITZ

Fie Z (— 1)”+1 a, O serie altrenatd. Daca sunt indeplinite conditiile :

1. a,>a,, (adica sirul termenilor fara semn este descrescator )
2. lima, =0

n-o

atunci seria > (1) a, este o serie convergenta.

n=1
DEMONSTRATIE :

Presupunem cd avem a, —a, +a, —a, +K +a, _, —a, +K



S, =a,—a, ra;~a, +K +a,,, —a, +K

Sy =85, F g, ~ Ay,

Deoarece a,,,, >a,,,, = S,,., >S,, = S,, este un subsir strict crescator.

Aratam in continuare cd S,, este un subsir marginit superior.

$, =a (ﬁpzlfs @2& —K - Qf’mzzﬂms $2”:>S2n<al,d601

Son este marglmt superior.

) S=Ilim§,,
Fie noe = 1limS,, =limS, , —lima,, = lim§, =5 =
S, =8, —a,| 123 12 B 1 2 3 e

=S
seria este convergenta.

EXEMPLU : Sa se studieze convergenta seriei Z(—l)" M, a>1.
n

n=1

Fie functia f( ) log, x , xD[l,oo)
X

1
-log x ——log x
f (x) — xlna 8a _Ina Ea _ log, e —log, x
2 x2 xz

Stim cd a>1 , deci functia log, x este crescatoare. Din relatia de

mai sus, rezulti c¢i f'(x)<O0, oricare ar fi x>e. Deci f (x) este

descrescatoare pe intervalul (e,OO) si 108, 7 " este descrescatoare pentru
n

: . logn e
orice n >e, nllN.De asemenea, lim & _(. Conform criteriului lui
n—-oo n

Leibnitz, seria este convergenta.

4.7. Serii absolut convergente

Fie Z @, o serie numerica.

DEFINITIA 4.7.1. : Seria Zan este abslut convergentd daca




TEOREMA 4.7.1. : Orice serie absolut convergentd este
convergenta.

DEMONSTRATIE :
Din ipoteza stim ca seria Z a, este absolut convergentd. Conform

criteriului general de convergenta al lui Cauchy, oricare ar fi £€>0,
existi N(€) astfel incat , oricare ar fi n > N(&) si oricare ar fi pON"

rezultd ca "anﬂ +|a,,+2 +K +|an+p <€ o |an+1 +|an+2 +K +la,,,|[<¢
Seriaz a, este convergentad deoarece :
‘an+l ta,, tK +a,, |<|a,, +|an+2 +K +la,, | <€ oricare ar

fi n > N(€) sioricarearfi pON" .

OBSERVATIE : Reciproca, in general, nu este adevaratd ( nu
orice serie convergenta este si absolut convergenta ) .

EXEMPLU :

» Seria i (— 1)”+1 1 este convergentd .
n

n=1

> Seria ) (1) = = Zl este seria armonica si este divergent.
n=1 n n=1 n
DEFINITIA 4.7.2. : O serie convergentad care nu este absolut

convergenta se numeste semiconvergenta.

OBSERVATIE : Intr-o serie cu termeni pozitivi, notiunile de
convergenta si absolut convergenta coincid.

CRITERIU DE_ABSOLUT CONVERGENTA

Fie Zan si an , doud serii numerice. Daca existd N astfel incat

S|bn| (*) , atunci daca an este

oricare ar fi n =2 N, sd avem |an

absolut convergenta si seria Z a,, este absolut convergenta.



DEMONSTRATIE :
Dacﬁan este o serie absolut convergenta, din criteriul general de
convergenta al lui Cauchy rezulta ca oricare ar fi £ >0, exista N(&) astfel
incat, oricare ar fi n > N(€) si oricare ar fi p[JN, existd relatia

b L | +|p +K+¢ +|b +K+¢

<€ = |bn+1

n+l n+2 n+p n+2 n+p

*
<b

n+l

a . |+la .| +K +la +la | +K +|a +

n+l

b

n+2

=la +K +

b

ntp

n+2 n+p n+l n+2 n+p <& H

oricare ar fi n = N(€) si oricare ar fi p [N . Rezulti astfel ci seria

z a, este abslut convergenta.

TEOREMA LUI ABEL ( pentru serii numerice ) :

Fie Zan o serie numerica si fie ( S, ) sirul sumelor partiale care este

marginit. Fie sirul de numere a,, (an > O) , (an) fiind convergent

catre zero si descrescator. Atunci seria Zanan este convergenta.

DEMONSTRATIE :

Din ipoteza stim ca ('S, ) este un sir marginit.
S,=a;ta,+ .. ta,
(M >0) , (DnON’

Tot din ipotezd stim ¢ (g,) - 0, &, >0,a, descrescitor = ca

oricare ar fi £ >0, existi N(&) astfel incat , oricare ar fi n = N(€),
&

- 0| <—=0a,<—

2M oM

In continuare vom aplica seriei z ,a, criteriul general de

convergenta al lui Cauchy:
Oricare ar fi £>0, existi N(€) astfel incat , oricare ar fi

n=N(E) sioricarearfi p[ON~ | existi relatia :

an+1an+1 ta +2an+2 + K + an+p—1an+p—1 +a a <&

n n+tp~n+tp



‘anﬂanﬂ ta +2an+2 + K + an+p—lan+p—l ta a

n ntp~n+tp -

=a,, (Sn+1 S )+an+2 (Sn+2 _Sn+l) +K +an+p—l (Sn+p—l _Sn+p—2)+aﬂ+p (Sn+p _Smp—lx =
‘ n+1 Q. 0., )Sn+1 +K +( n+p—1 an+p )Sn’fp—l an+pS"+p
= w1 T |Sn+1 (an+l —a,., ) +K + Sn+p—1‘(an+p—1 —Q,., ) + Sn+p a,., <
s M(a,m +a,, —0,, 0, -0,,tK + Qupy —Q,, t0a,. )=
=20, M < 25_M - ¢
2M

Rezulta ca seria z Q,a, este convergenta.

4.8.Siruri de functii

Fie f,:A > B, nON", functii reale definite pe multimea
AUOR .

DEFINITIA 4.8.1. : Sirul f;, 5, ..., fu, ... se numeste sir de

functii si se noteaza cu ( f, )HDN* (1) .

OBSERVATIE : Oricare ar fi a [l A4, obtinem sirul de numere
11(@), f>(@), ..., fy(@) pe care-I notam : (£, (a)) .- (2).

DEFINITIA  4.8.2. : Punctul x4 se numeste punct de
convergentd al sirului de functii ( 1 ) , dacd sirul ( I (x))nDN* este
convergent.

Fie BO A4, B= {x 041(r, (x))nDN* este convergent} (3)

DEFINITIA 4.8.3. : Multimea B se numeste multimea de
convergenta a sirului de functii (1) .

Fie x 0 B . Notam f(x)zlifgfn(x) ) -



DEFINITIA 1.8.4. : Functia f: B — R care verifica relatia de
mai sus se numeste functia limita a sirului de functii (1) .

EXEMPLU :
Fie functia f, : R - R, fn(x)Zx" . Evident, B=(-1,1].

0,x0(-1,1
/() ={ )

= f : B - R este functia limita.
Lx=1

Fie f,: 4 — B, nON" un sir de functii. Fie multimea B [ 4 .

DEFINITIA 4.8.5. : Sirul de functii (f,) -

catre functia f pe multimea B, daca oricare ar fi £ >0 si oricare ar fi
xUB, rezulta ca exista N (E, x) astfel incat oricare ar fi n = N (E, x),

£G)-rl)<e (1.

converge simplu

Vomnotacu f, _, f ,unde “cs” inseamni “converge simplu” .
B
DEFINITIA 4.8.6. : Sirul de functii ()

catre functia f pe multimea B, daca oricare ar fi £ >0, existd N (£ , x)

oy* converge uniform

astfel incat oricare ar fi n = N (£, x) si oricare ar fi x B, rezulta ca

fl)=fl)<e ().

cu

Vom nota cu ]:, — f , unde “cu” Inseamna “converge uniform” .
B
Interpretarea geometrica a convergentei uniforme este prezentata in

figura de mai jos : A
f,, n=2N(€)

+
3]

~

|
)

©
o

—g === ___'vl______

Y




cu

OBSERVATIE : Daca ]:, - f ,atunci f, _, f . Reciproca nu

n

B B
este adevarata.

EXEMPLUL 1 :
fn:(—l,l]—»R, fn(x):x” 3f(x)={

cs

lim f, = f. Observim ca Jo 5 S , dar nu este uniform
n-e (-1,1]

convergent.

0,x0(-1,1)

Lx=1

EXEMPLUL 2 :
f,:lo2d - R, 1, (x)

f(x)=0, (O)xOB . Fiesirul :

X, :l, X, — O:>([])£>O,(DN(£)astfel incall)n = N(€) :>‘xn —q <€ e l <&
n’ e n

=S gy, 0Nt B=[027]

1

SIY _ol<~<e, (O)xOB.
n

(Dnr=N(),

[0 = f(0)= 0

n

OBSERVATIE : Pentru convergenta simpla se aplica criteriile
obignuite de convergenta a sirurilor de numere.

CRITERII DE CONVERGENTA UNIFORMA

I. Primul criteriu de convergenta uniforma ( criteriul
lui Cauchy ):

Fie f,: A > B, nON" unsir de functii. Fie multimea B 0 4 .

cu

Sirul ]:, - S daca si numai daca , oricare ar fi £ >0, exista
B

N(&) astfel incéat oricare ar fi n = N(€), oricare ar fi m = N(&) si
oricare ar fi x U B, rezulta :

L= f&)<e @



DEMONSTRATIE :
1) Necesitatea :

Presupunem ca  f, ./ = (0)e>0,(ON(e), astfel incat,
B

(Dyn = N(e),(O)x OB,

L@-f@<S .
Pentru m = N(&), avem relatia |fm (x)- f(x)| <§ )

1,00 £,00] =/, (0 = )+ (0= £, < 0 = £ )| + £ 0) = £,(0) <§ +§ =¢

oricare ar fi n = N (&), oricare ar fi m = N(&) si oricare ar fi x [ B.

2) Suficienta :

Presupunem ca ([)e >0,(0DN(¢), astfel incat, ()n = N(¢),()x 0B =
= | f,(x)—=f, (x)| < & Prin urmare sirul de numere f, (x) este un sir

fundamental si deci sirul ( f. ) este convergent.

n0ON"

cs

f., — f . Vom demonstra
B

in continuare cé aceastd convergenta este uniforma.

Fie f:B - R limita sirului (f,)

nON" ?

cs
Fie n = N(€), fixat, ales arbitrar . Deoarece f, _, [, inseamni ci
B
este adevarata relatia :

Jo =I5 ;f—fz = (On 2 N(),(DxUB,|f, (x)~ f(x)| <€ .

Trecem la limitd cdnd n —» . Vom avea : | f(x)— f.(x)[<E.

[33N13

Deoarece 71 este ales arbitrar, il putem Inlocui cu “z * si obtinem :

cu

f() - [, <e,(x0B= 1, -
B

II. Al doilea criteriu de convergenta uniforma:

Fie f, : 4 - R. Fie sirul numeric (an) -, de numere pozitive,

nON
convergent catre zero. Fie B [ A .



Dacd exista f : B — R astfel incat

S (x) = f(x)| <a,, oricare

cu

arﬁnDN*SJ:, _>f
B

DEMONSTRATIE :
Fie &£>0. Deoarece lima, =0=(DN(&) astfel incat

(O =N(€),a, —O| <¢.Dara, >0,decia, <E€.
Pentru (D)n 2 N(e),(D)x0B = |f,(x) - f(x)|sa, <&. Aceasta

demonstreaza faptul ca fn /.
B

CONTINUITATEA SI CONVERGENTA UNIFORMA

Fie functia f: 4 - R .

DEFINITIA 4.8.7. : Functia f este continud in punctul a [J A4
daca :
1) existd lim f'(x)

2) lim £ (x) = /(a)

DEFINITIA 4.8.8. : Functia / este continua in punctul a [J A4
daca oricare ar fi £ >0, existd o vecinatate V(a) astfel incét oricare ar fi

xOV(@)n A= |f(x)- fla) <e.

Cele doua definitii sunt echivalente.

cu
TEOREMA 4.8.1. : Fie sirul f,, - f ( multimea B fiind inclusa
B
in multimea 4 ) . Daca toate functiile f, sunt continue in punctul a U B,
atunci si functia limita f'este continua in punctul “a” .

DEMONSTRATIE :



cu

Din ipotezd stim ci f, _f = (O)e >0,(ON(¢), astfel incat,
B

n

£
—. @
<3 @)

In cazul particular x = a, obtinem relatia |f, (a) - f(a)| < % . @

Tot din ipoteza stim faptul ca functiile f, sunt continue In x = a , deci
si functia fy este continua in punctul x = a , $i prin urmare, oricare ar fi
£ >0, exista vecinatatea V(a) astfel incat oricare ar fi x UV (a)n B =

|fN(x)—fN(a)|<§- 3)
( )=1(a) =| )= Alx)+lx) = la) + fila) = 1la) <

<3408 s HE g Al <5+ 5=

—5(1) —5(3) —5(2)

DERIVABILITATE SI CONVERGENTA UNIFORMA

TEOREMA 4.8.2. : Fie / un interval marginit si fie sirul de
functii f, :/ — R derivabile pe intervalul 7 {(#ON") . Daci sunt
indeplinite conditiile :

1) exista x, U/ astfel incat sirul ( £, (xo ))nuzv* este convergent
2) existdi g:1 — R astfelincat f, » g
1

cu

atunci : 1) existd functia f: 1 — R astfel incat f, - f
2) f(x)=glx)(OxD1 .

OBSERVATIE : Convergenta uniformd a sirului f, nu atrage
dupa sine convergenta uniforma a sirului derivatelor.

EXEMPLU :
Fie intervalul / = [0 277] Fief,:1 - R, f(x)= cox (nDAf) .
n

Vom arata ci f, este un sir convergent uniform pe acest interval.



f(x) =0, x0TI .
£,() =1 () =225

< 1. Conform eriteriului II de convergenta
n

n

cu
uniforma, rezultd ca f, —» f .
I

f,,'(x)=—sinnx . Fie ":gm ]

_ (TN _ LT _ (Y _ . 3m
n—lzﬁ(gj——smg——l n—3:>f3(3j——sm2—l
n=2:>f2(2]=—sinﬂ=0 n=4:>f4'(n):—sin4n=0

2 2 2
Obtinem sirul -/, 0, 1, 0, -1, ... , deci nu este un gir convergent.

TEOREMA 4.83. : Fie f, [a,b] ~ R, nON" un sir de functii,

cu

f n [—;)] f . Dacé f, sunt integrabile pe intervalul /a, b/, atunci :
a,
1) functialimita f este integrabila pe intervalul [a, b]
2) f £, (x)dx este convergenta

3) '111f13 ffn (x)dx = ff(x)dx

OBSERVATIE : Teorema 4.8.2. se mai numeste si “teorema de
derivare termen cu termen a unui sir de functii” , iar teorema 4.8.3. se mai
numeste si “teorema de integrare termen cu termen a unui sir de functii” .
4.9. Serii de functii

Fie f,: 4 — R, (nON") , un sir de functii.

DEFINITIA 49.1. : Suma (1) f,+f,+K +f +A =) f,

n=1
se numeste serie de functii.

OBSERVATII :



00
1) Oricare ar fi a A4, seriei Z f, 1i corespunde o serie de

n=1

numere ifﬂ(a):fl(a)+f2(a)+K +fn(a)+K (2 .

n=1
Dacé seria numericad (2) este convergentd, atunci spunem ca
punctul “a” este un punct de convergenta a seriei de functii (1) .

1) O serie de functii este echivalentd cu o familie de serii de
numere ( fiecarui a [ 4 ii corespunde o serie de numere ) .

2) Unei serii de functii 1i putem aplica rezultatele de la serii de
numere §i de la siruri de functii. Astfel, notam :

S =fi
S;=fi+/f

Si=fitht.o.+fi )
unde S, reprezintd suma partiald de ordinul n a seriei de functii

(1) (S;)nDN*

DEFINITIA 4.9.2. : Seria de functii (1), z f,, , este convergenta

pe B U A daca sirul de functii ( S, ) este convergent pe multimea B .

DEFINITIA 4.9.3. : Seria de functii Z f, este absolut

convergenta in punctul a [ 4 daca z £ (a) este absolut convergenta.

DEFINITIA 4.9.4. : Multimea de convergentd B[] A a unei
serii de functii este B = {a 04| z £ (a) este convergenta} .

EXEMPLE :
M de™ ., filx)=e™ . f,:R-R

n=0
x<0: limf, (x) =lime™ =40 , an este divergenta .
n—oo n—oo



x=0: £(0)=1, s(0)=n+1 , lim S, ( Zf este

n—oo

divergenta .

x>0: f (x) :L =(L , Z 1 este serie geometricd cu ratia
e e’ e’
= 1 <1, deci este o serie convergenta.
e)C

Rezultd ca multimea de convergentd este B = (0, 00) .

1 n
oSt =t e

n=1

Din criteriul raportului, obtinem :

lim fn+1 (x) = liml (x + l)n+1 n[2" = lim n(x + 1) - x+1

) T G Gty ) TR o) T 2

> X +1 . .
2 (— 3,1) , Seria este convergenta.

> x;-l >1=> x[0(-,-3) 0 (1, ), seria este divergenta.

1 . . .
» x=1= f, =—, serie armonica, divergenta.
n

2) a1 . .
> x=3=f, % = (— 1) — , serie armonica alternata, care este
n

convergenta.

Rezulta ca multimea de convergenta este [— 3,1) .

DEFINITIA 4.9.5.: Seria Z f, converge simplu pe multimea B
catre functia S daca oricare ar fi £ >0, oricare ar fi x [ B, exista N (E, x)

astfel incat, oricare ar fi n = N(&‘, x) , avem |Sn (x) - S(x)| <Eg.



DEFINITIA 4.9.6. : Seria z f,, converge uniform pe multimea
B catre functia S daca oricare ar fi £ >0, existda N (8 ) astfel Incat, oricare
arfi n = N(E), oricare ar fi x 1 B, avem |Sn(x)—S(x)| <€¢.

DEFINITIA 4.9.7.: Functia S se numeste suma seriei de functii.

CRITERII DE UNIFORM CONVERGENTA A SERIILOR DE
FUNCTI

Criteriul Cauchy de convergenta uniforma:

Fie f,: A~ R, nON". Fie BO A. Seria an converge
uniform pe multimea B daca si numai daca oricare ar fi € >0, exista
N (E) astfel incat, oricare ar fi n = N (8) ,oricare ar fi pON", avem :

‘fnﬂ (x) + [ (x) +K + fl., (x)‘ <¢g,oricarear fi xJB.

DEMONSTRATIE :

Fie 5, (x) = £,(x) + £, (x) + K + £, (x).

Sirul S, - S < ()e>0,(DN(¢) astfel incat : (Oyn = N(&) si(D)x 0B =

‘Sn+p(x)_Sn(x)‘<£ $1 fn+1(x)+ n+2(x)+K +fn+p(x)‘<£'

Criteriul lui Weierstrass de convergenta uniforma:

Fie f,: 4> R, nON". Fie an Fie Zan o serie cu
termeni pozitivi convergenta. Daca oricare ar fi x [1 B [1 A4 si oricare ar fi

nON",|f, (x)| <a,, atunci z f,, converge uniform pe multimea B .

DEMONSTRATIE :

Din ipotezd stim ca Z(ln este convergentd si a, >0. Din
criteriul general de convergenta al lui Cauchy rezultd ca ()¢ > 0,(DN(€)
astfel incat (O)yn =2 N(¢), (D)pON", avem :



ata,., *K +a, <e¢.

a +1 +an+2 +K +an+p

\<a +a,, K +a, <€

fn+1( ) n+2( )+K +f ( )‘ an(X)"" n+2( )‘ +K +
si conform criteriului de convergentd uniforma al lui Cauchy rezulta ca
> f, converge uniform pe multimea B .

n+p

EXEMPLE :
z_fn f R R f( ) sin” x )
I’l
(O ON",(DxOR = |f, (x) = Sizzx sniz

1 . . . .

Zan =— este seria armonica generalizatd, @ =2, deci seria este
n

convergenta.

Conform criteriului lui Weierstrass, f, converge uniform pe R.

SN SRR A=

> pentru x>1= 7 (x)=

este seria armonicd generalizatd

mx"—‘ S

(convergentd)
» pentru x <1 = seria este divergenta.

4.10. Serii de puteri

Fie f,:R - R ,fn(x)=anx”, nUN .

DEFINITIA 4.10.1. : Seria de functii > x" =g, +ax+K +a,x" +K

n=0

se numeste serie de puteri.

OBSERVATII :



» Orice serie de puteri este o serie de functii, deci rezultatele obtinute la
seriile de functii se aplica seriilor de puteri.

> S, (x) =a,+ax+K +a,x" este un polinom de gradul n .

PROPOZITIA 4.10.1. : Multimea de convergentd a unei serii de
puteri este nevida.

DEMONSTRATIE :
Fie sirul (S, (x)) ., - Pentrux = 0, S,(0) = ay;
lim§, (0) =a, =x=00B. Deci multimea B este nevida.

n-o

OBSERVATIE : Exista serii de puteri pentru care multimea de

convergenta este formatd doar din numarul zero. (B = {0} )

EXEMPLU : Fie seria: Zn"x” )
n=l

Notam a, =n".

Fie x, UR, x, #0.

[

Zn”x” =x,+2°x, +3’x) +K +n"x] +K

n=l1
De asemenea, n"x| < (n|x0|)" .

Pentru p > LI—J —=nlk,>1 . Rezultd ca limn"x; # 0. Deci seria
X, oo

este divergenta pentru orice x # 0 ( vezi criteriile de convergenta )

TEOREMA LUI ABEL PENTRU SERII DE PUTERI

Pentru orice serie de puteri Zanx" , existd un numar R = 0 astfel

incat :

1. Oricare ar fi x U (— R, R) , seria este absolut convergenta.

2. Oricarear fi x [ (— 00,—R) 0 (R, 00) , seria este divergenta.

3. Oricare ar fi 0 <r <R , seria este uniform convergenta pentru orice

xD[—r,r].



Numarul R = 0 cu proprietdtile 1. si 2. se numeste raza de convergenta
a seriei de puteri.

DEMONSTRATIE :

Fie B multimea de convergenta a seriei Z a,x".

Daca B = {d‘ = R =0, atunci teorema este demonstrata.
Daca B # {O} , atunci :

(*) Fie x,0B, x,20= Zanxg este convergentd, deci

. " L .
1111{2 a,x, =0 de unde rezulta ca sirul (an X, )nDN

. este marginit.
Daca sirul (anx(’)’ )nDN* este marginit, atunci existd M >0 astfel

incat ‘anxg <M.

’CODZ> |x| < |x0|

Consieram x [J (— |x0

3

Ny,
T T T T 7
ol 0 x|
n n n
x X
n| — n p— n
‘aﬂxo‘ =la,x, —| = ‘aﬂxo‘— <SMl—
Xo Xo %o
n n
x x
Mlaxg| <> M~ =M> |~
xO xO
! x
Dar }° X | este o serie geometricd convergentd | r =|—|< 1|, si
Xo Xo

conform primului criteriu de comparatie, seria Zanx” este absolut
convergenta.

x0|) , seria este absolut

Prin urmare, oricare ar fi xD(— |x0

>
convergentd, deci convergenta.
Am ardtat deci ca dacda x,UB, atunci oricare ar fi
xU (— |x0 x0|), seria este absolut convergenta.
0
(**) Fie x, UB ¢ I } — >

l B |x1 X

2




Daca x, [ B, atunci seria Zanxl" este divergenta.

, seria

Vom demonstra cd oricare ar fi x astfel Incat |x| >|x1
n : 3

D a,x; este divergenta.
Presupunem contrariul, adica Zanx” este convergentd. Rezultd

conform (*) cd seria » a,x, este convergentd. Aceasta este o contradictie

cu ipoteza, deci seria este divergenta pentru orice punct mai mare decat x; .

Fie [= (a, b) UOR. Oricare ar fi M cu proprietatea
x0(a,b), x<M senumeste majorant al intervalului (a,b) .

Observatie : Un interval (a,b) are o infinitate de majoranti.
Se numeste supremul lui 7, notat “supl *“, cel mai mic majorant.

Fie R=supB . Vom arata ca R este raza de convergenta a seriei.
1. Oricare ar fi |x0| < |R

(-,

2. Daca R este infinit (R = 00) , atunci punctul 2. din teorema lui Abel nu
are sens. Presupunem ca R este finit. Atunci :
")
(D)x| > |R|=(0)x O (- o0,~R) 0 (R, ) , seria este divergenta.
Din 1. si 2. rezultd faptul cd R este raza de convergenta a seriei.

, rezultd conform (*) :

x0|) UB=)xU (— R,R), seria este absolut convergenta.

3

3. Fie0<r<R
Vom arata ca oricare ar fi x [ (— R, R) , seria este convergenta .

Daca 0 <r <R, atunci r face parte din intrevalul de convergenta ,
=2a,
urma fiind o serie numerica cu termeni pozitivi, convergenta.

Oricare ar fi x U [— r, r] , rezultd ca Z‘anx”‘ = Z|an |r” si conform

este convergentd. Dar Z‘anr" r", aceasta din

deci seria Z ‘an r

criteriului lui Weierstrass de convergenta uniforma, seria Zanx" este

uniform convergenta pe intervalul [— r, r] .

OBSERVATII :
» Teorema lui Abel nu afirma nimic despre natura seriei atunci cand x=R
sau cand x= -R. In aceste puncte seria poate fi convergenti sau
divergenta.



» Teorema lui Abel afirmd existenta seriei de puteri, dar nu aratd cum
poate fi calculata raza de convergenta.

EXEMPLU: ¥ " =1+4x+x> +K +x", (D)x0(-11)

n=1

¢ Pentru orice x [] (— 00,—1) U (1, 00) , seria este divergenta.
¢ Pentrux =1, §, =, deciseria este divergenta.
¢ Pentrux =-1, S, este o serie oscilanta, deci divergenta.

In concluzie, B = (— 1,1) .

TEOREMA CAUCHY —HADAMARD

Fie Zanx" o serie de puteri. Fie w = lim '4/|an| . Atunci :

noo

l, O<w<oo
w

R=Jo00, w=0
0, w=o

DEMONSTRATIE :
Fie x, LR oarecare . ( x, fixat)

Fie seria cu termeni pozitivi Z‘anxg‘=z

a, xo|". Notam

u, = ‘anH xo‘” . Pentru seria Zun aplicam criteriul radacinii:

timafl,| = tim(x i/, ) = x, lim3/a, = afx,|

n—00 n—00 n—oo

Existd mai multe cazuri :

1) 0<a)<oo:(D)x0<l:\x0‘<l =ax,|<1 . Din criteriul
w w

. . . 1
lui Cauchy rezulta ca seria este convergenta si R = — .
w

2)  w=0=00x|<1, (Dx,OR=>R=0o.



3)  w=o= (0, ax|>1=(D)x,
divergenta si R=0.

, x, %20, seria este

Observatie : w= }lif?o% . Daca nu existd aceastd limitd, atunci
a):liﬁ% sau @ = limml e
"o =
EXEMPLE :
1 2; , a”:nl" 3w=£iflg'{/a7,1‘=£i}13%=O:>R=w
2) z(_l)n x":wzlimn‘(_nl)n = '1 :l:R:izz
2" e\|2" G| 20imin 2 w

Oricare ar fi x [J (— 2,2) , seria este absolut convergenta.

Oricare ar fi x [ (— 00,—2) O (2, 00) , seria este divergenta.

CONTINUITATEA UNEI SERII DE PUTERI

Fie seria Zanx" si fie B multimea de convergentd a seriei,
(-R,R)OBO[-R,R].
Oricare ar fi x B, notim S(x) =a,tax+K +a,x"+K

Obtinem astfel functia S : B — R ( suma seriei ).

EXEMPLU : Zx” =l+x+x*+K +x"+K

n=0

B=(-11), S:B - R, S()=—

1-x

PROPOZITIA 4.10.2. : Suma S a unei serii de puteri Zanx”

este continua pentru oricare x [ (— R, R) .



DEMONSTRATIE :

Fie x, (- R,R) o

4

Deoarece x, apartine acestui interval, rezulta ca exista » > 0 astfel
incat x, <r <R . Conform teoremei lui Abel, seria Zanx" este uniform
convergenta pe intervalul /-r,7/ .

Dar functiile a,x" sunt niste polinoame, deci sunt continue pentru

orice xUR=§ (x) este continua, deci S (x) este continua pe intervalul (-
RR).

TEOREMA : Fie Zanx” o serie de puteri si fie S suma acestei
serii.
1. Seria derivatelor Z”“n x""" are aceeasi raza de convergenta ca §i seria
initiala.
2. Functia S este derivabild in intervalul de convergentd si suma seriei
Znan)c"_1 este S .

EXEMPLE :
o0 2n+l
1) Sa se determine multimea de convergenta a seriei > (=D
=0 2n +1
+
R = tim| | = i 2143 =
nﬁoo|an+l e 2I’l+1

Daca x [ (— l,l) , seria este absolut convergenta.
Daca x [ (— 00,—1) O (1, 00) , seria este divergenta.
Oricare ar fi r astfel incat 0 <r <1, seria este uniform convergenta pe

[— r,r].

n n+l
Daci y=1> Z D" paca x=-1> Z ) . Acestea sunt
o 2n+1 2n+1

serii alternate care verifica conditiile crlterlulul lui Leibnitz, deci sunt
convergente.

Rezulta ca multimea de convergenta este B = [— 1,1] .



2)

3)

Sa se studieze convergenta seriei z 3+ (2) L (x+1)

n=1

Notam x +1 = y si obtinem seria Zw
n=l1 n
3 +(=2 1 1 IJ{_Z] 1
" +(—2)" + +
slim g Lty U3 -

.|l a
R= llﬁi
"= an+l

o 7+l _y\rtl - 11}:‘ n+l jR_i
eon 3THEYT e o { 2 3
=)

Daca y [ (— 1 ,l] - x0O (— i,—E] , seria este absolut convergenta.
33 33
Daca y = % = M [— este o serie cu termeni pozitivi pe
n=1 n
care 0 comparam cu seria Z—
n=1 1
Astfel, lim G+ (_3) n _ lim 3+ ()1_2) =1. Observim ci seriile au
n-o n n-o

aceeasi natura, deci seria data este divergenta.

Daca y = . = Z(—l)” % este o serie alternata. Sirul

n=l1
n 3"
criteriului Iui Leibnitz, seria data este convergenta.

Daca x[J (— oo,—i} O (— %’ ooj , seria este divergenta.

(“(_mj este monoton descrescitor si tinde la zero. Conform
ON

3

1
n+—

Sa se determine multimea de convergenta a seriei z

— "
n=l 1
n+—




o o0 n - d
Daca Y= n . Daca x=—l:>z

. - 1 . . . -
Im—— hm% =1 deci seria este divergenta.

4) Sa se dezvolte in serie de puteri ale lui x functia f : (— 1,00) - R,

unde f(x) = ln(l + x).

)=

flx)= [idt: f(l—tﬂz — 1 +K +(=1)'r" 4K Jde = [1dt= [tde+ [ rar-

1+¢

=(1+x)_1 =l-x+x"—x +x*+K +(-)"x" +K

2 3 4 n+l

X % X X X X
—| Pdt+K + | (-1)'"dt+K =x ===+ ="+K +(=1)" +K =
J Jen 2 3 4 s

0 n+l

— _nx
=2 D —

n=0

4.11. Serii Taylor si serii MacLaurin

Fie 7 un interval din R si fie f:/ — R o functie indefinit
derivabila in punctul a 17 .

DEFINITIA 4.11.1. : Se numeste serie Taylor atasata functiei f'in
punctul “a” seria

1 S o= g+l st g

1
n=0
Evident, seria (1) este o serie de puteri , cici notdnd x —a =y , obtinem :

2

1) 52 0= e o)+ 2 (e + 2 )k



Raza de convergentd a seriei (1) se studiaza cu ajutorul teoremei
Cauchy — Hadamard.

OBSERVATIE : Deoarece raza de convergentd este 0 S R < oo |
seria Taylor are multimea de convergenta B # [J deoarece a Ll B .

Suma partiala de ordinul n a seriei (1) , pentru orice x[B
(multimea de convergentd) o vom nota :

— A v
@ 1= e S e T o
: : n!
si se numeste polinomul lui Taylor de ordinul .

DEFINITIA 4.11.2. : Se numeste rest al lui Taylor de ordinul #,
functia. R, :1 » R, R(x)=f(x)-T(x) (3). Deci f(x)=T,(x)+R,(x)
(4) , oricarearfi x[7.

TEOREMA 4.11.1. : Seria Taylor atasata functiei f in punctul “a”
este convergentd in punctul x [/ daca si numai daca sirul (Rn (x))nm,*
este convergent catre zero.

DEMONSTRATIE :

Din relatia (4) obtinem relatia (5) f (x)—T (x): R, (x) . Prin

n

urmare, daca sirul sumelor partiale de ordinul n , T (x), converge catre

n

f{x), trecand la limitd cAnd n — oo in relatia (5), rezultd cd lim R, (x) =0.

Invers, dacd limR, (x)=0 atunci din relatia (5) avem

n— o

€9

lim7, (x) = f(x) si deci seria Taylor atasata functiei /' in punctul “a” este

convergenta pentru orice x [1/ , catre f{x) .

OBSERVATII :

1)  Daca limR, (x) =0, avem:

719=£la)+ X4 pla) ! K ©

Formula (6) se numeste formula de dezvoltare in serie Taylor a
functiei f'in jurul punctului x = a.

x—a)'
!

T!a)zf”(a)"'K +(



1 . n X—a i
2) Multimea B = {x ar| Z ft )(a)( ' ) este convergenta} nu
n=0 n.
coincide, in general cu /.
Caz particular : Daca 01/ , atunci seria urmitoare se numeste
serie MacLaurin atagata functiei f .

2
S 0)= 0+ L )L )k e )k )
n=0 . .
Evident, dacaRr = Z i f (")( ) converge catre zero cand n
k=n+1 -
tinde spre infinit, avem:
2
()= 0+ 270+ 2 0)+k + X 20k ®)

Formula (8) se numeste formula de dezvoltare in serie MacLaurin a
functiei 1.

EXEMPLE :

A

1) Sa se dezvolte in serie MacLaurin functia

f:R >R, f(x)=e

( formula de dezvoltare 1n

n!
serie MacLaurin )

00
b

e - —x 30 - —
n‘On' n'

Pentru determinarea razei de convergentd, conform teoremei
Cauchy — Hadamard, avem:



n+l

a,

= lim2~ =

noo

2) Sa se dezvolte in serie MacLaurin si s se determine raza de
convergenta a functiei f : R - R, f (x) =sinx, f (O) =0.

1 —_— —_— a1 ]T ' —_—
f (x)—cosx—sm(x+2j, f(O)—l
f"(x):cos(x+g):sin(x+2gj, f(0)=-1

Pri . x x X X xz"”(—l)k
rin urmare, sinx =———+——-—+K +——% +
o357 (2k +1),
Pentru determinarea razei de convergentd, avem :
+
a):lim(zk—lz()SR:OO
k- (2k +3),

5) Si se scrie seria McLaurin pentru functia: f:R - R, f(x)=cosx

f(n)(x)Z(COSx)” :Co{x+ngj ;f(n)() cosn2 {( 1) n=2k

0,n=2k-1
X x4 f(n)( ) o COS}’IB
cosx=1—5+j K +(- l)"— —Z Z

n=0

RESTUL iN FORMULA LUI TAYLOR

TEOREMA 4.11.2. : Fie f:I — R de n+I ori derivabila pe

intervalul 7. Atunci pentru orice p JN’, existd un numdr "@" cuprins
intre “a” i “x” astfel incat :
(x=a) (x=a)™"
R,(x)=

Lol o)

DEMONSTRATIE :



Vom considera restul R, (x) de forma R, (x)=(x-a)’ @& (2)
si vom determina pe “%k” in functie de “x” si de “a”. Din formula lui Taylor

avem: f{x) :f(a)+x1_!af‘(a)+(x;!a)2f"(a)+K +(x;!a)nﬂ”)(a)+(x—a)p & (3)

Vom defini functia @ : I — R, derivabila pe I astfel :

o=+ O+ B o L ooy o

n!

Evident ¢(x) = f(x) si f(x)=¢(a) de unde obtinem ¢(x)=¢(a).

Presupunand ca, de exemplu, a < x , avem:

¢ ¢ este continud pe intervalul [ a, x ]
¢ ¢ este derivabila pe intervalul (a, x )| = (Da D(a, x), @' (a) =0 (5
. ¢(a) = ¢(x) (conform teoremei lui Rolle)

Pe de alta parte, derivand functia ¢ data de (4) obtinem :

§0)= P+ =0+ 55T g2 o -
=™ ) p =) p +(x 1) o p =) -
o)L pe b gy B

nl (n —1)!

L) e

—p(x —t)p_1 (k

Reducand termenii asemenea, se obtine :

o)=L ) pite-iy

Deci : ¢'(a'):Mf(””)(a)—p[ﬂx—a)”_l [k =0 , de unde

n!
k= (& _a)nf(nﬂ)(f), sau k= wf‘””)(a) si rezulta astfel :
n!'p [ﬂx - a)p p !
n—p+l
R, (x)= (r=a) (xDz_' a)”r £ (a) , unde "a"este cuprins
p !

intre “a” si “x”.
Teorema este astfel demonstratd . Cazul cand x < a se trateaza
analog.



Cazuri particulare ale expresiei restului :

(1) Pentru p = / se obtine R (x) =(x—a)()'c—a')"f(n+l)(a) si se
n!

numeste restul lui Cauchy.

_ n+l
(2) Pentru p = n+/ se obtine R (x) :Mf(”m(a) si se
’ (n+1)!

numeste restul lui Lagrange.

RESTUL IN FORMULA LUI MACLAURIN

Asa cum am mai vazut, o serie Taylor pentru a = 0 se numeste
serie MacLaurin.
Prin urmare, dezvoltarea unei functii f:/ - R (0L ) in serie

MacLaurin este:

2 n

()= 70)+70)+ 2 (0)+K += 1 (0)+K

n k
7,(x)=Y" 1 (0)

i k!

ok

R,(x)= Y S/ *0)

k=n+1 k'
Restul in  formula  lui Cauchy  are forma

R, (x)= M £V (a) , unde " a" este cuprins intre “a” si “x”.

n!
Restul in  formula Iui  Lagrange are  forma

n+l

x : ~ 9 3 €69
R, (x)z f("”)(a) , unde " @" este cuprins intre “a” si “x”.
(n + 1)!
EXEMPLU :
1)  Sase calculeze — cu trei zecimale exacte.

Je



Pentru R (—1\ utilizim formula restului lui Lagrange :
"2

)

Punand conditia

( ljnﬂ
2 I < 1 1 deoarece 1

e = —<e’<e’ =1
(n+1) 2™ (n+1)! Je
<0,001 , adica < sau

1
R”( 2} 2" (n+1) 1000

2" (n +1)!>1000 rezultd n = 4 ( prima valoare naturala ).

[1)_[1)1[1)21(1)31(1)41_ 11 1 1

Tl——=|=1+ — |-+ — | =4 —| =+ —| —=1—+ - + =

2 2 22 2)32)4a 2220 26 2'n4
233 .

= =22 £ 0,606. Deci - =0.606.

284 Je

1 1
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