
CAPITOLUL  4

COMPLEMENTE  DE  TEORIA  ŞIRURILOR  ŞI  SERIILOR
NUMERICE

4.1. Noţiuni  introductive

DEFINIŢIA 4.1.1. : Se numeşte şir de numere reale o funcţie
( ) nanfRNf =→ ,: * . Notăm  ( ) *Nnna ∈  .

DEFINIŢIA 4.1.2.  :   Fie n1<n2<…<nk<…  un şir de numere
naturale strict crescator. Atunci ( )

kna , *Nk ∈  se numeşte subsir al şirului

( ) *Nnna ∈ .

OBSERVAŢIA  1 : Un subşir al unui şir are o infinitate de termeni.

EXEMPLE :  nan =             1, 2, …, n , …       Atunci :

ka2        ΚΚ ,,,, 242 kaaa    este subşirul termenilor pari.

12 −ka     ΚΚ ,,, 1231 −kaaa    este subşirul termenilor impari.

DEFINIŢIA    4.1.3.  :  Fie Ra ∈ . Se numeşte vecinătate a lui “a”
orice interval deschis care îl conţine pe “a”.

Fie R∈> εε ,0  .  Se numeşte ε  vecinătate centrată a
numărului “a” intervalul ( )εε +− aa , . Notăm ( ) ( )εεε +−= aaaV , .

DEFINIŢIA  4.1.4.  :  Se numeşte vecinătate a lui  + ∞  , orice
interval de forma ( ) Raa ∈∞ ,,  .

DEFINIŢIA  4.1.5.  :  Se numeşte vecinătate a lui  - ∞  , orice
interval de forma ( ) Raa ∈∞− ,,  .

DEFINIŢIA   4.1.6.  :   Şirul ( ) *Nnna ∈  este convergent către “ a “
( finit ) dacă oricare ar fi vecinătatea V(a) , aceasta lasă în afara ei cel mult
un număr finit de termeni ai şirului.



DEFINIŢIA  4.1.7.  :  Şirul ( ) *Nnna ∈  este convergent către “a”
( finit ) dacă pentru orice 0>ε , există un număr natural ( un rang ) N(ε ) ,
astfel încât oricare ar fi ( ) εε <−≥ aaNn n .

OBSERVAŢIA  2  : Definiţiile 4.1.6.  şi 4.1.7.  sunt echivalente.

DEFINIŢIA  4.1.8.  :  Şirul ( ) *Nnna ∈  are limita ∞+  dacă oricare
ar fi o vecinătate )(+∞V , aceasta lasă în afara ei cel mult un număr finit de
termeni ai şirului.

DEFINIŢIA   4.1.9.  :   Şirul ( ) *Nnna ∈  are limita ∞+  dacă oricare
ar fi Ra ∈  , există un prag N(a), astfel încât oricare ar fi )(aNn ≥  rezultă
că aan > .

OBSERVAŢIA  3   : Definiţiile 4.1.8.  şi 4.1.9.  sunt echivalente.

DEFINIŢIA  4.1.10.  :  Şirul ( ) *Nnna ∈  are limita ∞−  dacă oricare
ar fi o vecinătate )(−∞V , aceasta lasă în afara ei cel mult un număr finit de
termeni ai şirului.

DEFINIŢIA  4.1.11.  :  Şirul ( ) *Nnna ∈  are limita ∞−  dacă oricare
ar fi Ra ∈  , există un prag N(a), astfel încât oricare ar fi )(aNn ≥  rezultă
că aan < .

OBSERVAŢIA  4   : Definiţiile 4.1.10.  şi 4.1.11.  sunt echivalente.

Un şir este convergent dacă are limita finită şi este divergent dacă
are limita ∞+  sau ∞− sau nu are limită.

EXEMPLE :

1. Şirul constant aan = .  Se demonstrează că aa
nn ∞→
→  ,  adică

aann
=

∞→
lim .



2. Şirul 
n

an
1=  .  Se demonstrează că 0

∞→
→

nna .

Într-adevăr, oricare ar fi 0>ε , există un prag )(εN  astfel încât
oricare ar fi )(εNn ≥  rezultă că ε<− aan .
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OBSERVAŢIA  5  : În definiţiile anterioare ( de convergenţă a
unui şir către un număr ) , limita şirului , “a” , este aprioric cunoscută.

4.2.    Şir  fundamental

Cauchy introduce noţiunea de şir fundamental ( şir Cauchy ).

DEFINIŢIA  4.2.1.  :  Şirul ( ) *Nnna ∈  este şir fundamental (Cauchy)
dacă oricare ar fi 0>ε , există un prag )(εN  astfel încât oricare ar fi

)(εNm ≥  şi oricare ar fi )(εNn ≥  vom avea ε<− nm aa .

DEFINIŢIA 4.2.2.  :  Şirul ( ) *Nnna ∈  este un şir fundamental
(Cauchy) dacă oricare ar fi 0>ε , există un prag )(εN  astfel încât oricare

ar fi )(εNn ≥  şi oricare ar fi *Np ∈ , avem ε<−+ npn aa .

OBSERVAŢIA  1  : Definiţiile 4.2.1.  şi 4.2.2.  sunt echivalente.

DEMONSTRAŢIE  :

(a)  Presupunem  că ( ) *Nnna ∈  este fundamental conform definiţiei 4.2.1.
Putem presupune fără îngrădirea generalităţii că m>n .
Vom nota p=m-n . De aici rezultă că m=n+p. Înlocuind pe m=n+p în
definiţia 4.2.1. vom obţine definiţia 4.2.2.

(b) Presupunem că ( ) *Nnna ∈  este fundamental conform definiţiei 4.2.2.
Vom nota m=n+p , )(εNm > . Rezultă astfel că este verificată
definiţia 4.2.1.



OBSERVAŢIA  2  :  Şirul ( ) *Nnna ∈  este fundamental dacă şi
numai dacă oricare ar fi 0>ε , există un rang )(εNN =  astfel încât
oricare ar fi )(εNn ≥  rezultă că ε<− nN aa .

DEMONSTRAŢIE  :

(i) Presupunem că ( ) *Nnna ∈  este un şir fundamental. Conform
definiţiei 1.2.1. rezultă că oricare ar fi 0>ε , există un rang )(εNN =
astfel încât pentru εεε <−≥≥ nm aaNnNm ),(),( . Dacă N=m, atunci

ε<− mN aa  .

(ii) Presupunem că oricare ar fi 0>ε , există un rang )(εNN =

astfel încât oricare ar fi )(εNn ≥  rezultă că 
2
ε<− nN aa .

Fie εεεε =+<−+−≤−+−=−�=≥
22

)( nNNmnNNmnm aaaaaaaaaaNNm

Observaţia anterioară poate fi considerată ca a treia definiţie a unui
şir fundamental.

PROPOZIŢIA  4.2.1.  :  Orice şir fundamental este mărginit.

DEMONSTRAŢIE  :

Din ipoteză ştim că şirul ( ) *Nnna ∈  este fundamental. Conform
observaţiei 2 , oricare ar fi 0>ε , există un rang )(εNN =  astfel încât
oricare ar fi )(εNn ≥  rezultă că ε<− nN aa .

εεεεε +<<−�<−<−⇔<− NnNNnNn aaaaaaa  .

             |         |                     |                |           |          |
            a1       a2                  aN-1          aN-ε        aN       aN+ε

Notăm  { }ε−−= NN aaaam ,1,,,min 21 Κ  şi { }ε+−= NN aaaaM ,1,,,max 21 Κ .

Rezultă că  *, NnMam n ∈∀≤≤  .



PROPOZIŢIA  4.2.2.  :  Dacă şirul fundamental ( ) *Nnna ∈  conţine
un subşir ( ) *Nknk

a
∈

 convergent către “a” , atunci şirul ( ) *Nnna ∈  este
convergent către “a”.

DEMONSTRAŢIE  :
Subşirul ( ) *Nknk

a
∈

 converge către “a”.

)()(0)( 1 εε N∃�>∀  astfel încât :  
2

)()( 1
εε <−�≥∀ aaNn

knk
       (1)

Şirul ( ) *Nnna ∈  este fundamental.

)()(0)( 2 εε N∃�>∀  astfel încât )()( 2 εNm ≥∀  şi 
2

)()( 2
εε <−�≥∀ nm aaNn   (2)

Fie { })(),(max)( 21 εεε NNN =  . Alegem *Nk ∈  astfel încât )(εNnk ≥ .

Din (1) rezultă  :  dacă knm = , atunci 
2
ε<− nn aa

k
  sau  

2
ε<−

knn aa   .

Din (2) rezultă  :  dacă knm = , atunci 
2
ε<− aa

kn  .

Oricare ar fi ,0>ε şi )(εNn ≥ , obţinem :

ε
εε

<−+−≤−+−=−

<<

434 21434 21
22

aaaaaaaaaa
kkkk nnnnnnn  aan →� .

CRITERIU DE CONVERGENŢĂ  :

Fie ( ) *Nnnb ∈  , 0>nb  , 0lim =
∞→ nn

b . Fie ( ) Nnna ∈ .  Dacă există un

prag N  astfel încât  oricare ar fi lablaNn
nnnn ∞→
→�<−�≥ .

LEMA LUI CESARO:

Din orice şir mărginit se poate extrage un subşir convergent.

DEMONSTRAŢIE  :
Din ipoteză ştim că ( ) *Nnna ∈  este mărginit, deci există Qba ∈,

astfel încât baa n ≤≤ , oricare ar fi *Nn ∈ .



                          a1                 a2            b2=b1
                            |                   |                  |                                  |

                       a=a0               c1       2
00

0
bac +=                       b=b0

Lungimea intervalului [ a , b ] este b-a.  Calculăm 
2

00
0

bac +=  şi

obţinem două intervale [ a0 , c0 ] şi [c0 , b0 ].
Notăm cu [ a1 , b1 ] un interval ce conţine o infinitate de termeni  ai

şirului. Dacă ambele intervale obţinute mai sus conţin o infinitate de
termeni, vom considera drept   [ a1 , b1 ] intervalul din stânga.

Lungimea intervalului [ a1 , b1 ] este  
2

ab −
. Alegem [ ]11,1

baan ∈

Notăm cu 
2

11
1

bac += .  Notăm  cu [ a2 , b2 ] intervalul care conţine o

infinitate de termeni ai şirului. Dacă ambele intervale conţin o infinitate de
termeni , aleg drept [ a2 , b2 ] pe cel din stânga.

Lungimea intervalului [ a2 , b2 ] este  22
ab −

.

Alegem [ ]22 ,
2

baan ∈  , n2 > n1 .
Repetând procedeul de mai sus, după  k  paşi vom avea intervalul

[ ak , bk ] cu lungimea k
ab

2
−

 şi care conţine o infinitate de termeni ai

şirului.
Alegem [ ]kkn baa

k
,∈  , nk > nk-1 .

Împărţim intervalul [ ak , bk ] în două intervale egale şi alegem
drept interval  [ ak+1 , bk+1 ]  intervalul care conţine o infinitate de termeni
ai şirului. Dacă ambele intervale conţin o infinitate de termeni, alegem
drept [ ak+1 , bk+1 ] pe cel din stânga.

Alegem [ ]11,1 ++∈
+ kkn baa

k
 , nk+1 > nk .

Am demonstrat astfel prin inducţie după “k” , faptul că putem alege
un subşir ( ) *Nknk

a
∈

 astfel încât [ ]kkn baa
k

,∈  , interval de lungime 
k
ab

2
−  .

bbbbaaaaa kk =≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤= 01210 ΚΚΚΚ α
pentru oricare *Nk ∈  .

Rezultă că există şi este unic numărul real [ ] *)(,, Nkba kk ∈∀∈α .



Dar [ ]kkn baa
k

,∈  pentru oricare *Nk ∈ , şi deci 
kn
aba

k 2
−=−α  .

Notând 
kk
abb

2
−=  avem 0>kb  şi 0lim =

∞→ kk
b .

Conform criteriului de convergenţă enunţat anterior rezultă că
α

∞→
→

knk
a  .

TEOREMA  DE  CONVERGENŢĂ  A  LUI  CAUCHY

Un şir de numere reale ( ) *Nnna ∈  este convergent dacă şi numai
dacă este şir fundamental.

DEMONSTRAŢIE  :

(i) Presupunem că ( ) *Nnna ∈  este convergent . Aceasta înseamnă că oricare

ar fi 0>ε , există )(εN astfel încât oricare ar fi 
2

)( εε <−�≥ aaNn n .

εεε
εε

<−+−≤−+−=−�≥∀≥∀

<<

321321
22

)()(),()( nmnmnm aaaaaaaaaaNnNm  .

Deci şirul ( ) *Nnna ∈  este şir fundamental.

(ii)  Presupunem că ( ) *Nnna ∈  este şir fundamental. Dacă an este şir
fundamental, atunci, conform propoziţiei 4.2.1. şirul an este mărginit. Din
lema lui Cesaro rezultă că şirul mărginit an conţine un subşir 

kna
convergent. Conform propoziţiei 4.2.2. orice şir fundamental care conţine
un subşir convergent este convergent. Teorema este astfel demonstrată.

4.3. Puncte  limită  ale  unui  şir

Fie ( ) *Nnna ∈  un şir de numere reale.

DEFINIŢIA  4.3.1.  :  Numărul real “a” este punct limită al şirului
( ) *Nnna ∈ , dacă orice vecinătate a lui “a” ( V(a) ) conţine o infinitate de
termeni ai şirului.



EXEMPLU  : Fie şirul  
2

)1(1 n

na −+=

a1 = 0 , a3 = 0 , … , a2k-1 = 0 , …
a2 = 1 , a4 = 1 , … , a2k = 1 , …

Putem spune că “0” şi “1” sunt puncte limită ale lui an pentru că
oricare ar fi vecinătăţile V(0) şi V(1), în ele există o infinitate de termeni ai
şirului.

OBSERVAŢIE :

1) Dacă şirul ( ) *Nnna ∈  este convergent către “a” , atunci “a” este
singurul punct limită.

2) Un punct limită al unui şir poate fi un număr finit sau ∞±  .

EXEMPLU  : fie şirul  1, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, …
Puncte limită sunt :  1, 2, 3, …
Deci există şiruri cu o infinitate de puncte limită.

PROPOZIŢIA  4.3.1.  :  Fie şirul ( ) *Nnna ∈ . Punctul “a” este punct

limită pentru acest şir dacă şi numai dacă există un subşir aa
knk ∞→
→  .

DEMONSTRAŢIE  :

(i) Presupunem că ( ) *Nnna ∈  conţine un subşir ( )
kna  astfel încât

aa
knk ∞→
→ , deci “a” este punct limită al şirului an .

Oricare ar fi vecinătatea V(a) , în afara ei există cel mult un număr
finit de termeni ai subşirului 

kna . Deci oricare ar fi vecinătatea V(a) , în
interiorul ei există o infinitate de termeni ai şirului an . Rezultă astfel că “a”
este punct limită al şirului an .

(ii) Fie “a” un punct limită al şirului an . Trebuie să arătăm că
există un subşir 

kna  astfel încât aa
knk ∞→
→ .

Vom studia trei situaţii : 1)  “a” este finit  ,  2)  “a” este ∞+  ,  3)
“a” este ∞− .



1) Fie V1(a) = (a-1 , a+1) . Deoarece “a” este punct limită al
şirului an , în această vecinătate există o infinitate de termeni ai şirului an .
Alegem un termen al şirului an astfel încât )(11

aVan ∈ .

Fie �
�

�
�
�

� +−=
2
1,

2
1)(2 aaaV . Şi în această vecinătate există o

infinitate de termeni ai şirului an . Alegem 122 ),(
2

nnaVan >∈ .
……………………………………………………………………………….

Fie �
�

�
�
�

� +−=
k

a
k

aaVk
1,1)(  . Alegem 1),( −>∈ kkkn nnaVa

k
.

Demonstrăm prin inducţie că această relaţie este adevărată.

Oricare ar fi �
�

�
�
�

� +−=
k

a
k

aaVk
1,1)(  , oricare ar fi *Nk ∈  , alegem

1),( −>∈ kkkn nnaVa
k

. Deci ⇔+<<−⇔�
�

�
�
�

� +−∈
k

aa
k

a
k

a
k

aa
kk nn

111,1

k
aa

k
aa

k kk nn
111 <−�<−<−⇔ .  Din criteriul de convergenţă enunţat

mai sus,  rezultă că aa
knn

=
∞→

lim   �
�

�
�
�

� →>=
∞→

0;01
kkk b

k
b  .

2) a = ∞+
Fie V1( ∞ ) = ( 1, ∞  ) . Alegem )(11

∞∈ Van  .

Fie V2( ∞ ) = ( 2, ∞  ) . Alegem 122 ),(
2

nnVan >∞∈  .
……………………………………………………….
Fie Vk( ∞ ) = ( k, ∞  ). Alegem 1),( −>∞∈ kkkn nnVa

k
,  etc.

∞=�>�>�∞∈
∞→∞→∞→ kkkk nkknknn akakaka limlimlim),(  .

3)     a = ∞−
Fie V1( ∞− ) = ( ∞− , 1 ) .
Fie V2( ∞− ) = ( ∞− , 2 ) .
……………………………
Fie Vk( ∞− ) = ( ∞− , k ) , etc.

În continuare se procedează la fel ca la punctul 2) .



DEFINIŢIA  1.3.2.  :  Fie ( ) *Nnna ∈  un şir de numere reale. Se
numeşte limită inferioară a şirului an , cel mai mic punct limită al lui an . Se
notează : nnnn

aa
∞→∞→

= liminflim  .

DEFINITIA  1.3.3.  :  Fie ( ) *Nnna ∈  un şir de numere reale. Se
numeşte limită superioară a şirului an , cel mai mare punct limită al lui an .
Se notează : nnnn

aa
∞→∞→

= mlisuplim .

EXEMPLU  :  Fie şirul ( ) *Nnna ∈  ,  
1

2)1(
+

−=
n

na n
n

2lim2
112
)12(2

12 −=�−→
+−

−−=
∞→∞→− nnkk a

k
ka

2mli2
12
)2(2

2 +=�+→
+

=
∞→∞→ nnkk a

k
ka

4.4.  Serii  de  numere  reale

Fie şirul de numere reale ( ) *Nnna ∈  ,   a1 , a2 , … , an , an+1 , …
Notăm :

S1 = a1
S2 = a1 + a2
…………………….
Sn = a1 + a2 + … + an
…………………….

( ) *NnnS ∈  se numeşte şirul sumelor parţiale.  Dacă ( ) *NnnS ∈  este
convergent către limita “S” ( deci “S” este finit! ) , atunci SSnn

=
∞→

lim  ,

�
∞

=

=
1i

iaS  .       (1)

DEFINIŢIA  4.4.1.  :  Membrul drept al relaţiei (1) se numeşte
serie.

DEFINIŢIA  4.4.2.  :  a1 , a2 , … , an  se numesc termenii seriei.



DEFINIŢIA 4.4.3. : Sn = a1 + a2 + … + an  se numeşte suma
parţială de ordinul n .

DEFINIŢIA  4.4.4.  :  Dacă există, S este suma seriei .

OBSERVAŢIE  :  Dacă se cunosc termenii seriei, putem obţine
sumele parţiale şi reciproc.

Fie şirul sumelor parţiale ( ) *NnnS ∈  .

Sn = a1 + a2 + … + an

Sn-1 = a1 + a2 + … + an-1         1−−=� nnn SSa  ,  a1 = S1 ,  2≥n  .

DEFINIŢIA  4.4.5.  :  Seria �
∞

=1n
na  este convergentă dacă şirul

sumelor parţiale Sn  este convergent.

DEFINIŢIA  4.4.6.  :  Dacă şirul sumelor parţiale are limita ∞+
sau ∞−  sau nu are limită, atunci seria �

∞

=1n
na  este divergentă .

A cerceta natura unei serii înseamnă a determina dacă seria este
convergentă sau divergentă.

EXEMPLE  :

A. Folosind definiţia convergenţei unei serii, să se stabilească
natura seriei cu termenul general :

1,
34

1
2 ≥
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= n

nn
un

( )( )13342 ++=++ nnnn

1,
3
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+
=
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+
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2
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( ) ( ) 12
5

32
1
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5limlim =��
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∞→∞→ nn
S

nnn

B.   Să se cerceteze natura seriilor următoare :

1) �
∞

= +1 )1(
1

n nn

1
11

)1(
1

+
−=

+
=

nnnn
an

�

+
−=

+
−+−

−
++−+−=++++= − 1

11
1
111

1
1

3
1

2
1

2
11121 nnnnn

aaaaS nnn ΚΚ

�=�
∞→

1lim nn
S �

∞

= +1 )1(
1

n nn
   este convergentă şi are suma S = 1 .

2)   Seria geometrică :

Fie r>0 .  ΚΚ +++++=�
∞

=

n

n

n rrrr 2

0

1

r
rrrrS

n
n

n −
−=++++=

+

1
11

1
2 Κ

� ( )1,0∈r   :  
rr

rn

n −
=

−
− +

∞→ 1
1

1
1lim

1

� ( )∞∈ ,1r   :  +∞=
−

− +

∞→ r
rn

n 1
1lim

1

� r = 1  :  Sn = n+1  ,   +∞=
∞→ nn

Slim

Deci seria geometrică este convergentă pentru ( )1,0∈r  şi
divergentă pentru [ )∞∈ ,1r  .

3)   Seria oscilantă :

      ( )�
∞

=

+−+−=−
0

...11111
n

n

  S0 = 1                           S1 = 0
  S2 = 1                           S3 = 0
  ………                        ………
  S2k = 1                         S2k+1 = 0
  ………                       ……….



Observăm că Sn nu are limită , deci ( )�
∞

=

−
0

1
n

n  este divergentă .

PROPRIETĂŢI  ALE  SERIILOR :

Aceste proprietăţi rezultă din proprietăţile şirurilor.

P1)   Dacă într-o serie se schimbă ordinea unui număr finit de
termeni, se obţine o serie de aceeaşi natură ca şi prima.

P2)   Dacă într-o serie adăugăm sau scădem un număr finit de
termeni, obţinem o serie de aceeaşi natură ca şi prima.

P3)   Resturile unei serii convergente formează un şir convergent
către zero.

DEMONSTRAŢIE  :
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P4)   Dacă seria � na  este convergentă, atunci şirul sumelor
parţiale este mărginit.

P5)   Dacă seria � na  este convergentă, atunci  0lim =
∞→ nn

a  .

DEMONSTRAŢIE  :
Din ipoteză ştim că � na  este convergentă, deci SSnn

=
∞→

lim  ,

unde S este finit.
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OBSERVAŢIA 1  :



Reciproca acestei afirmaţii nu este adevărată. Adică, dacă
0lim =

∞→ nn
a , nu rezultă că � na  este convergentă. Pentru a demonstra

această afirmaţie, vom da un exemplu:
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Din şirul Sn am extras şirul nS2  care este divergent. De aici

rezultă faptul că Sn este divergent, deci ��∞=
∞→ n

Snn

1lim  este divergentă .

OBSERVAŢIA 2  :
Dacă  ��≠

∞→ nnn
aa 0lim  este divergentă . Această observaţie

reprezintă un criteriu de divergenţă a seriilor.

P6)   Fie � na  o serie convergentă cu suma A .  Fie � nb  o serie

convergentă cu suma B . Atunci, ( )� +→+ BAba
conv

nn βαβα   ,  oricare ar fi
R∈βα , .



OBSERVAŢIE : Mulţimea seriilor convergente formează un spaţiu
vectorial.

EXEMPLU :

Să se arate că seria cu termenul general 1,
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Seria �
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=1n
nv  este convergentă şi are suma 

4
1

, iar seria �
∞

=1n
nt  este

convergentă şi are suma 
2
1

. Din proprietăţile seriilor convergente rezultă
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∞

=1n
nv  şi  �

∞

=1n
nt  sunt convergente şi au sumele

V şi T , atunci seria diferenţă )(
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nn tv  este o serie convergentă şi are
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CRITERIUL  GENERAL  DE  CONVERGENŢĂ  AL  LUI
CAUCHY  (CGCC)

Seria� na  este convergentă dacă şi numai dacă , oricare ar fi
0>ε , există )(εN  astfel încât , oricare ar fi )(εNn ≥ şi oricare ar fi

*Np ∈  avem :
ε<+++ +++ || 21 pnnn aaa Κ

DEMONSTRAŢIE  :
(i) Presupunem că seria � na  este convergentă, deci (Sn) este
convergent şi conform teoremei de convergenţă a lui Cauchy, (Sn) este un



şir fundamental. Rezultă astfel că oricare ar fi 0>ε , există )(εN  astfel
încât , oricare ar fi )(εNn ≥ şi oricare ar fi *Np ∈  avem :  ε<−+ npn SS

Sn+p = a1 + a2 + … + an + an+1 + … + an+p
Sn = a1 + … + an

Deci ε<+++ +++ || 21 pnnn aaa Κ  .

(ii) Presupunem că oricare ar fi 0>ε , există )(εN  astfel încât , oricare ar
fi )(εNn ≥ şi oricare ar fi *Np ∈  rezultă că ε<+++ +++ || 21 pnnn aaa Κ ,

adică ε<−+ npn SS . De aici rezultă că Sn este un şir fundamental şi
conform teoremei de convergenţă a lui Cauchy, Sn este un şir convergent.
Astfel am demonstrat că seria � na este convergentă.

4.5. Serii  cu  termeni  pozitivi

DEFINIŢIA  4.5.1.  :  Seria  �
∞

=1n
na  este o serie cu termeni pozitivi

( stp ) , dacă an>0, n =1, 2, … .

CRITERII  DE  COMPARAŢIE  PENTRU  SERII  CU  TERMENI
POZITIVI

În acest paragraf vom prezenta câteva criterii de convergenţă a unei
serii cu termeni pozitivi.

Se compară seria a cărei natură este necunoscută cu o serie a cărei
natură o cunoaştem şi astfel putem obţine informaţii despre natura seriei
considerate. De aici denumirea de criterii de comparaţie.

I. Primul criteriu de comparaţie :

Fie � na şi � nb două serii cu termeni pozitivi. Dacă există N

astfel încât oricare ar fi nn baNn ≤�≥  atunci :

1. dacă � nb este convergentă, atunci şi seria � na este
convergentă.



2. dacă � na este divergentă, atunci că şi seria � nb este
divergentă.

DEMONSTRAŢIE :
1. Din ipoteză ştim că � nb este convergentă şi, conform criteriului

general de convergenţă al lui Cauchy, oricare ar fi 0>ε , există )(εN
astfel încât , oricare ar fi )(εNn ≥  şi oricare ar fi *Np ∈  rezultă că

ε<+++ +++ || 21 pnnn bbb Κ  .  Deoarece 0>nb , avem ε<+++ +++ pnnn bbb Κ21 .

Deoarece şi ( )*,0 Nnan ∈>  , avem :

ε<+++≤+++=+++ +++++++++ pnnnpnnnpnnn bbbaaaaaa ΚΚΚ 212121

şi prin urmare seria � na este convergentă.

2. Presupunem contrariul, adică � nb este convergentă, atunci,

conform 1. rezultă că şi � na este convergentă, ceea ce contrazice ipoteza

că � na este divergentă.

II. Al doilea criteriu de comparaţie :

Fie � na şi � nb două serii cu termeni pozitivi. Dacă există N

astfel încât oricare ar fi 
n

n

n

n

b
b

a
aNn 11 ++ ≤�≥ , atunci :

1. dacă � nb este convergentă, atunci şi seria � na este
convergentă.

2. dacă � na este divergentă, atunci şi seria � nb este
divergentă.

DEMONSTRAŢIE  :
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constantă.



Deci 
n

n

b
ac ≤   , oricare ar fi Nn ≥ nn cba ≤�  .

Din ipoteză ştim că � nb  este convergentă şi conform proprietăţii

P6 rezultă că şi � ncb este convergentă.
Din aceste ultime două afirmaţii rezultă, conform primului criteriu

că seria � na  este convergentă.

2. Presupunem contrariul, adică � nb  este convergentă şi � na
este divergentă, lucru care este in contradicţie cu primul criteriu. Rezultă
astfel că seria � nb este divergentă.

III. Al treilea criteriu de comparaţie: ( fără demonstraţie )

Fie � na şi � nb două serii cu termeni pozitivi. Dacă  c
b
a

n

n
n

=
∞→

lim

( c fiind finit şi diferit de zero ), atunci seriile � na şi � nb au
aceeaşi natură.

SERII  UTILIZATE ÎN  CRITERII DE  COMPARAŢIE

1. Seria armonică :   �
∞
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1
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   .  Aceasta este o serie divergentă.

2. Seria geometrică :  �
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3. Seria armonică generalizată :   �
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∈
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R
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αα
.  Există mai multe

situaţii :

a) ( ) �>�∈
nn
111,0 αα  conform criteriului I , seria armonică

generalizată este divergentă.
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  .  Dar  membrul drept al inegalităţii

reprezintă o serie geometrică cu raţia 
12
1

−= αr , 0 < r < 1 ,deci este o

serie convergentă.

Conform criteriului I , seria �
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 este convergentă .

În concluzie, seria armonică generalizată este :
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EXEMPLU :  Să se studieze natura seriilor :
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= +1 12
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1
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Notăm 
3
1
n

bn = .  Observăm că seria � 3
1
n

 este o serie armonică

generalizată convergentă, întrucât 3=α .
Conform criterului I , seria � na  este convergentă.
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Notăm 
4
3
1

n
bn =  .  Observăm că � nb  este o serie armonică

generalizată divergentă, întrucât 
4
3=α .

Conform criteriului I , seria � na  este divergentă.

CRITERII  SUFICIENTE  DE CONVERGENŢĂ  A  SERIILOR  CU
TERMENI  POZITIVI

I. Criteriul rădăcinii ( Cauchy ) :

Fie � na o serie cu termeni pozitivi.

1. Dacă pentru oricare Nn ≥ , există 0 < k < 1 astfel încât
kan

n ≤ , atunci seria � na este convergentă.

2. Dacă pentru o infinitate de termeni 1≥n
na , atunci � na este

divergentă.

DEMONSTRAŢIE  :

1.   Oricare ar fi Nn ≥ , există 0 < k < 1 astfel încât kan
n ≤ .

� �≤�≤�
n

n
n

n kaka , iar �
nk este o serie geometrică cu raţia r = k<1.

Conform criteriului I , seria � na este convergentă.

2. Dacă pentru o infinitate de termeni 1≥n
na  1≥� na , deci şirul nu

poate fi convergent, iar seria este divergentă.



COROLAR  :

 Dacă k
a

a
n

n
n

=+
∞→

1lim , atunci:

1) pentru k < 1 , seria � na este convergentă

2) pentru k > 1 , seria � na este divergentă
3) pentru k = 1 este neconcludent.

EXEMPLU :
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Aplicând criteriul rădăcinii, rezultă că  1
3
2

103
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−
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n
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n ,

deci seria este convergentă.

OBSERVAŢIE  :  Nu putem studia convergenţa seriei geometrie cu
ajutorul criteriului raportului pentru că în demonstraţia criteriului raportului
am folosit seria geometrică.

EXEMPLU :

 Fie seria ΚΚ +++++++ − nn 2124321 3
1

2
1

3
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Această serie este convergentă , fapt care rezultă din criteriul
rădăcinii, dar nu putem aplica criteriul raportului.

II. Criteriul raportului ( D’Alembert ) :

Fie � na  o serie cu termeni pozitivi.

1.   Dacă pentru oricare Nn ≥  avem 11 <≤+ k
a

a

n

n  , atunci seria

este convergentă.

2.   Dacă 11 >≥+ k
a

a
n

n , atunci seria � na este divergentă.

DEMONSTRAŢIE  :

1. Oricare ar fi Nn ≥  avem :



nn kaa ≤+1

NN kaa ≤+1

NNN akkaa 2
12 ≤≤ ++

……………………

N
p

pN aka ≤+

∞

=

∞

=

=
11 p

p
N

p

p
N kaka

……………………

Seria pe care o obţinem este o serie geometrică de raţie “r” :

� �
∞

=

∞
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=
1 1p p

p
N

p
N kaka . Această serie este convergentă. Rezultă astfel,

conform criterului I de comparaţie că seria � na este convergentă.

2.  11 >≥+ k
a

a
n

n

     NN aa ≥+1

      …………
      nn aa ≥+1  , oricare ar fi Nn ≥ .

Rezultă că şirul an este un şir crescător de numere pozitive
0lim ≠�

∞→ nn
a . Deci � na este divergentă.

COROLAR :

Fie k
a

a
n

n
n

=+

∞→

1lim .  Atunci :

1) pentru k < 1 , seria � na este convergentă.

2) pentru k > 1 , seria � na este divergentă.
3) pentru k = 1 este neconcludent.

DEMONSTRAŢIE  :
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Există 0>ε  astfel încât 1<+ εk

                             |         (          |         )        |
                            0   ε−k       k    ε+k     1

( )εεε +−= kkkV ,)(

Deoarece k
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a
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n
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1lim ,  înseamnă că oricare ar fi vecinătatea )(kVε  ,

în afara ei există cel mult un număr finit de termeni ai şirului, iar în
interiorul ei există o infinitate de termeni.

1)( 11 <�∈ ++
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n
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a
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ε  conform părţii întâi a criteriului raportului.

Deci seria � na este convergentă.

2)   k
a

a
n

n
n

=+

∞→

1lim  > 1

V(k) = ( )∞,1  .  Repetând raţionamentul de mai sus, demonstrăm că
seria � na este divergentă.

3)    În cazul în care k = 1 , nu putem trage nici o concluzie, deoarece există
situaţii în care seria este convergentă şi situaţii în care seria este divergentă.
De exemplu :
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divergentă.
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Deci 0lim 1 =+
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e

>�> αα 1  , seria este divergentă.
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e

<�< αα 1  , seria este convergentă.
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deci ( )na  este şir strict crescător, iar seria este divergentă.
Rezultă că seria dată este divergentă.
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convergentă conform criteriului raportului.
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Dacă ea
e
a <�<1  , seria este convergentă.

Dacă ea
e
a >�>1  , seria este divergentă.



Dacă 
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1 >
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e
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u ,

oricare ar fi  n , deci seria este divergentă.

III. Criteriul Raabe – Duhamel :

Fie � na o serie cu termeni pozitivi.

1. Dacă oricare ar fi Nn ≥  , �>≥��
�

�
��
�

�
−

+

11
1

k
a
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n seria este

convergentă.

2. Dacă oricare ar fi Nn ≥  ,  �<≤��
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�
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�
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k
a
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divergentă.

COROLAR  :
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a
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n
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�
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+
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1lim
1

,  atunci :

1) pentru k > 1 , seria � na este convergentă

2) pentru k < 1 , seria � na este divergentă
3) pentru k = 1 este neconcludent.

EXEMPLU  :
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1) pentru 1−α > 1 α� > 2 , seria este convergentă
2) pentru 1−α < 1 α� < 2 , seria este divergentă
3) pentru 1−α = 1 α� = 2,  criteriul este neconcludent.

 
( )� �
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∞

= +
=

+⋅⋅⋅1 1 1
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132
!

n n nn
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Κ
, aceasta fiind serie armonică, este

divergentă.

4.6.    Serii  alternate

DEFINIŢIA  1.6.1.  :  Seria �
∞

=1n
na se numeşte alternată dacă

produsul a doi termeni consecutivi este negativ , adică *
1 )(,0 Nnaa nn ∈∀<⋅ +

Seria altenată poate avea forma :

( )0,2124321 >+−++−+− − nnn aaaaaaa ΚΚ
( )0,2124321 >−+−−+−+− − nnn aaaaaaa ΚΚ

În general putem scrie seria astfel :  ( ) ( )�
∞

=

+ >−
1

1 0,1
n

nn
n aa  .

CRITERIUL  LUI  LEIBNITZ

Fie ( )�
∞

=

+−
1

11
n

n
n a  o serie altrenată. Dacă sunt îndeplinite condiţiile :

1. 1+> nn aa  ( adică şirul termenilor fără semn este descrescător )
2. 0lim =

∞→ nn
a

atunci seria ( )�
∞

=

+−
1

11
n

n
n a  este o serie convergentă.

DEMONSTRAŢIE  :

Presupunem că avem ΚΚ +−++−+− − nn aaaaaa 2124321



ΚΚ +−++−+−= − nnn aaaaaaS 21243212

2212222 +++ −+= nnnn aaSS

Deoarece nnnnn SSSaa 22222212 �>�> +++  este un subşir strict crescător.
Arătăm în continuare că S2n este un subşir mărginit superior.

( ) ( ) ( ) { 12
0
2

0

1222

0

54

0

3212 aSaaaaaaaaS nnnnn <�−−−−−−−−=
>>

−−

>>
44 344 21Κ434 21434 21

, deci

S2n este mărginit superior.

Fie �=�−=�
��

�
�
�

−=

=
∞→

=

∞→

=

−∞→

=

∞→
−

∞→ SSaSS
aSS

SS
nnnn

S

nn

S

nn
nnn

nn limlimlimlim
lim

0

2122
2122

2

321434 21321

seria este convergentă.

EXEMPLU :  Să se studieze convergenţa seriei �
∞

=

>−
1

1,log)1(
n

an a
n

n .

Fie funcţia ( ) [ )∞∈= ,1,log x
x

xxf a

( ) 222

logloglog
ln
1log

ln'
x

xe
x

x
a

x

x
ax

x

xf aa
aa −=

−
=

−
=

Ştim că a>1 , deci funcţia xalog  este crescătoare. Din relaţia de
mai sus, rezultă că ( ) 0' <xf , oricare ar fi ex > . Deci ( )xf  este

descrescătoare pe intervalul ( )∞,e  şi 
n

nalog  este descrescătoare pentru

orice Nnen ∈> , . De asemenea, 0loglim =
∞→ n

na
n

. Conform criteriului lui

Leibnitz, seria este convergentă.

4.7.   Serii  absolut  convergente

Fie � na  o serie numerică.

DEFINIŢIA  4.7.1. :  Seria � na este abslut convergentă dacă

seria valorilor absolute � na  este convergentă.



TEOREMA  4.7.1.  :  Orice serie absolut convergentă este
convergentă.

DEMONSTRAŢIE  :
Din ipoteză ştim că seria � na  este absolut convergentă. Conform

criteriului general de convergenţă al lui Cauchy, oricare ar fi 0>ε ,
există )(εN  astfel încât , oricare ar fi )(εNn ≥  şi oricare ar fi *Np ∈
rezultă că εε <+++⇔<+++ ++++++ pnnnpnnn aaaaaa ΚΚ 2121

Seria� na este convergentă deoarece :

ε<+++≤+++ ++++++ pnnnpnnn aaaaaa ΚΚ 2121  oricare ar

fi )(εNn ≥  şi oricare ar fi *Np ∈  .

OBSERVAŢIE  :  Reciproca, în general, nu este adevărată ( nu
orice serie convergentă este şi absolut convergentă ) .

EXEMPLU :

� Seria ( )�
∞

=

+−
1

1 11
n

n

n
 este convergentă .

� Seria ( )� �
∞

=

∞

=

+ =−
1 1

1 111
n n

n

nn
 este seria armonică şi este divergentă.

DEFINIŢIA  4.7.2.  :  O serie convergentă care nu este absolut
convergentă se numeşte semiconvergentă.

OBSERVAŢIE  :  Într-o serie cu termeni pozitivi, notiunile de
convergenţă şi absolut convergenţă coincid.

CRITERIU  DE  ABSOLUT  CONVERGENŢĂ

Fie � na şi � nb , două serii numerice. Dacă există N astfel încât

oricare ar fi Nn ≥ , să avem nn ba ≤   (*)  ,  atunci dacă � nb este

absolut convergentă şi seria � na este absolut convergentă.



DEMONSTRAŢIE  :
Dacă� nb este o serie absolut convergentă, din criteriul general de

convergenţă al lui Cauchy rezultă că oricare ar fi 0>ε , există )(εN  astfel
încât, oricare ar fi )(εNn ≥  şi oricare ar fi *Np ∈ , există relaţia

: εε <+++⇔<+++ ++++++ pnnnpnnn bbbbbb ΚΚ 2121 .

ε<+++≤+++=+++ +++++++++ pnnnpnnnpnnn bbbaaaaaa ΚΚΚ 21

(*)

2121 ,

oricare ar fi )(εNn ≥  şi oricare ar fi *Np ∈ . Rezultă astfel că seria

� na  este abslut convergentă.

TEOREMA LUI ABEL ( pentru serii numerice ) :

Fie � na  o serie numerică şi fie ( Sn ) şirul sumelor parţiale care este

mărginit. Fie şirul de numere ( )0, >nn αα  ,  ( )nα  fiind convergent
către zero şi descrescător. Atunci seria � nnaα este convergentă.

DEMONSTRAŢIE :

Din ipoteză ştim că ( Sn ) este un şir mărginit.
Sn = a1 + a2 + … + an

( ) *)(,0 NnMMSn ∈∀>≤

Tot din ipoteză ştim că ( ) 0
∞→

→
nnα , nn αα ,0>  descrescător  �  că

oricare ar fi 0>ε , există )(εN  astfel încât , oricare ar fi )(εNn ≥ ,

MM nn 22
0 εαεα <�<−  .

În continuare vom aplica seriei � nnaα  criteriul general de
convergenţă al lui Cauchy:

Oricare ar fi 0>ε , există )(εN  astfel încât , oricare ar fi
)(εNn ≥  şi oricare ar fi *Np ∈   , există relaţia :

εαααα <++++ ++−+−+++++ pnpnpnpnnnnn aaaa 112211 Κ



=++++ ++−+−+++++ pnpnpnpnnnnn aaaa αααα 112211 Κ

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ≤+−++−+−=

=−+−++−+−=

++−++−+++++

−+++−+−+−++++++

pnpnpnpnpnnnnnn

pnpnpnpnpnpnnnnnnn

SSSS

SSSSSSSS

αααααα

αααα

111211

121112211

Κ

Κ

( ) ( )
( )

εεα

αααααααα

αααααα

=≤=

=+−++−+−+≤

≤+−++−+≤

+

++−++++++

+++−+−+++++

M
MM

M

SSSS

n

pnpnpnnnnnn

pnpnpnpnpnnnnnn

2
22 1

132211

112111

Κ

Κ

Rezultă că seria � nnaα  este convergentă.

4.8.Şiruri  de  funcţii

Fie *,: NnBAfn ∈→ , funcţii reale definite pe mulţimea
RA ∈  .

DEFINIŢIA  4.8.1.  :  Şirul f1 , f2 , … , fn , …  se numeşte şir de
funcţii şi se notează cu ( ) *Nnnf ∈   ( 1 )  .

OBSERVAŢIE  :  Oricare ar fi Aa ∈ , obţinem şirul de numere
f1(a), f2(a), …, fn(a) pe care-l notăm  : ( )( ) *Nnn af ∈   ( 2 ) .

DEFINIŢIA  4.8.2. : Punctul Ax ∈  se numeşte punct de
convergenţă al şirului de funcţii ( 1 ) , dacă şirul  ( )( ) *Nnn xf ∈  este
convergent.

Fie ( )( ){ }convergentestexfAxBAB Nnn *|, ∈∈=⊂      ( 3 )

DEFINIŢIA  4.8.3.  :  Mulţimea  B se numeşte mulţimea de
convergenţă a şirului de funcţii ( 1 ) .

Fie Bx ∈  .  Notăm ( ) ( ) )4(lim xfxf nn ∞→
=  .



DEFINIŢIA  1.8.4.  :  Funcţia RBf →:  care verifică relatia de
mai sus se numeşte funcţia limită a şirului de funcţii ( 1 ) .

EXEMPLU  :
Fie funcţia RRfn →: , ( ) n

n xxf =  .  Evident, B = ( -1 , 1 ] .

( ) ( )
RBf

x
x

xf →�
�
�
�

=
−∈

= :
1,1

1,1,0
 este funcţia limită.

Fie *,: NnBAfn ∈→  un şir de funcţii. Fie mulţimea AB ⊂  .

DEFINIŢIA  4.8.5.  :  Şirul de funcţii ( ) *Nnnf ∈  converge simplu
către funcţia  f  pe mulţimea B, dacă oricare ar fi 0>ε  şi oricare ar fi

Bx ∈ , rezultă că există ( )xN ,ε  astfel încât oricare ar fi ( )xNn ,ε≥ ,
( ) ( ) ε<− xfxfn      ( 1 )  .

Vom nota cu  ff
cs

B
n →  , unde “cs” înseamnă “converge simplu” .

DEFINIŢIA  4.8.6.  :  Şirul de funcţii ( ) *Nnnf ∈  converge uniform
către funcţia  f  pe mulţimea B, dacă oricare ar fi 0>ε , există ( )xN ,ε
astfel încât oricare ar fi ( )xNn ,ε≥  şi oricare ar fi Bx ∈ , rezultă că

( ) ( ) ε<− xfxfn      ( 1’ ) .

Vom nota cu ff
cu

B
n→  , unde “cu” înseamnă “converge uniform” .

Interpretarea geometrică a convergenţei uniforme este prezentată în
figura de mai jos :
                                                                       )(, εNnfn ≥

                                                                                                      - ε+f
                                                                                                       -f

                                                                                                      - ε−f

                                                               a                                  b



OBSERVAŢIE  :   Dacă ff
cu

B
n→ , atunci ff

cs

B
n → . Reciproca nu

este adevărată.

EXEMPLUL 1 :

( ] ( ) n
nn xxfRf =→− ,1,1:  ( ) ( )

�
�
�

=
−∈

=�
1,1

1,1,0
x
x

xf

 ffnn
=

∞→
lim . Observăm că 

( ]
ff

cs

n →
− 1,1

, dar nu este uniform

convergent.

EXEMPLUL 2 :

[ ] ( ) [ ]ππ 2,0)(,sin,2,0: * =∈∀=→ BNn
n

nxxfRf nn

( ) Bxxf ∈∀= )(,0  .  Fie şirul :

( ) εεεεε <⇔<−�≥∀∃>∀�→=
∞→ n

xNnincatastfelNx
n

x nnnn
10)()()(,0)(0,1

Bx
nn

nxxfxfNn n ∈∀<≤−=−≥∀ )(,10sin)()(,)()( εε .

OBSERVAŢIE  :  Pentru convergenţa simplă se aplică criteriile
obişnuite de convergenţă a şirurilor de numere.

CRITERII  DE  CONVERGENŢĂ  UNIFORMĂ

I. Primul criteriu de convergenţă uniformă ( criteriul
lui Cauchy ):

Fie *,: NnBAfn ∈→  un şir de funcţii. Fie mulţimea AB ⊂  .

Şirul ff
cu

B
n→  dacă şi numai dacă , oricare ar fi 0>ε , există

)(εN astfel încât oricare ar fi )(εNn ≥ , oricare ar fi )(εNm ≥  şi
oricare ar fi Bx ∈ , rezultă :

( ) ε<− xfxf nm )(      (1)



DEMONSTRAŢIE  :

1) Necesitatea :

Presupunem că ff
cu

B
n→ ),()(,0)( εε N∃>∀�  astfel încât,

BxNn ∈∀≥∀ )(),()( ε , 
2

)()( ε<− xfxfn      (2).

Pentru )(εNm ≥ , avem relaţia  
2

)()( ε<− xfxfm      (2’)

εεε =+<−+−≤−+−=−
22

)()()()()()()()()()( xfxfxfxfxfxfxfxfxfxf nmnmnm

oricare ar fi )(εNn ≥ , oricare ar fi )(εNm ≥  şi oricare ar fi Bx ∈ .

2) Suficienţa :

Presupunem că ),()(,0)( εε N∃>∀  astfel încât, �∈∀≥∀ BxNn )(),()( ε
ε<−� )()( xfxf nm  Prin urmare şirul de numere )(xfn  este un şir

fundamental şi deci şirul ( ) *Nnnf ∈  este convergent.

Fie RBf →:  limita şirului ( ) *Nnnf ∈ ,  ff
cs

B
n → .  Vom demonstra

în continuare că această convergenţă este uniformă.

Fie )(εNn ≥ , fixat, ales arbitrar . Deoarece ff
cs

B
n → , înseamnă că

este adevărată relaţia :

εε <−∈∀≥∀�−→− )()(,)(),()( xfxfBxNnffff nmn

cs

Bnn  .

Trecem la limită când ∞→n . Vom avea : ε<− |)()(| xfxf n .
Deoarece n  este ales arbitrar, îl putem înlocui cu “n “ şi obţinem :

�∈∀<− Bxxfxf n )(,)()( ε ff
cu

B
n→

II. Al doilea criteriu de convergenţă uniformă:

Fie RAfn →: . Fie şirul numeric ( ) *Nnna ∈  , de numere pozitive,
convergent către zero. Fie AB ⊂ .



Dacă există RBf →:  astfel încât nn axfxf ≤− )()( , oricare

ar fi �∈ *Nn ff
cu

B
n→ .

DEMONSTRAŢIE  :
Fie 0>ε . Deoarece )()(0lim εNann

∃�=
∞→

 astfel încât

εε <−≥∀ 0),()( naNn . Dar 0>na , deci ε<na .
Pentru εε <≤−�∈∀≥∀ nn axfxfBxNn )()()(),()( .  Aceasta

demonstrează faptul că ff
cu

B
n→ .

CONTINUITATEA  ŞI  CONVERGENŢA  UNIFORMĂ

Fie funcţia RAf →:  .

DEFINIŢIA  4.8.7. :  Funcţia f  este continuă în punctul Aa ∈
dacă :

1) există )(lim xf
ax→

2) )()(lim afxf
ax

=
→

DEFINIŢIA  4.8.8.  : Funcţia f  este continuă în punctul Aa ∈
dacă oricare ar fi 0>ε , există o vecinătate V(a) astfel încât oricare ar fi

( ) ( ) ε<−�∩∈ afxfAaVx )( .

Cele două definiţii sunt echivalente.

TEOREMA 4.8.1.  :  Fie şirul ff
cu

B
n→  ( mulţimea B fiind inclusă

în mulţimea A ) . Dacă toate funcţiile fn  sunt continue în punctul Ba ∈ ,
atunci şi funcţia limită f este continuă în punctul “a” .

DEMONSTRAŢIE  :



Din ipoteză ştim că ff
cu

B
n→ ),()(,0)( εε N∃>∀�  astfel încât,

BxNn ∈∀≥∀ )(),()( ε , 
3

)()( ε<− xfxfn  .     (1)

În cazul particular  x = a , obţinem relaţia  ( )
3

)( ε<− afafn  .      (2)

Tot din ipoteză ştim faptul că funcţiile  fn  sunt continue în x = a , deci
şi funcţia  fN  este continuă în punctul x = a , şi prin urmare, oricare ar fi

0>ε , există vecinătatea V(a) astfel încât oricare ar fi �∩∈ BaVx )(

( ) ( )
3
ε<− afxf NN   .     (3)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) εεεε
ε

εεε

=++<−+−+−≤

≤−+−+−=−>∀∩∈∀

===

333

,0)(,)()(

)2(
3

)3(
3

)1(
3

44 344 2144 344 2144 344 21
afafafxfxfxf

afafafxfxfxfafxfBaVx

NNNN

NNNN

DERIVABILITATE  ŞI  CONVERGENŢĂ  UNIFORMĂ

TEOREMA  4.8.2.  :  Fie I un interval mărginit şi fie şirul de
funcţii RIfn →:  derivabile pe intervalul I ( )*Nn ∈  . Dacă sunt
îndeplinite condiţiile :
1) există Ix ∈0  astfel încât  şirul ( )( ) *0 Nnn xf ∈  este convergent

2) există RIg →:  astfel încât gf
cu

In →'

atunci : 1)   există funcţia RIf →:  astfel încât ff
cu

In →

             2)   ( ) ( ) Ixxgxf ∈∀= )(,'  .

OBSERVAŢIE  :  Convergenţa uniformă a şirului  fn  nu atrage
după sine convergenţa uniformă a şirului derivatelor.

EXEMPLU  :

Fie intervalul [ ]π2,0=I . Fie RIfn →: , ( ) ( )*,cos Nn
n
nxxfn ∈=  .

Vom arăta că  fn este un şir convergent uniform pe acest interval.



( ) Ixxf ∈= ,0  .

( ) ( )
nn

nxxfxfn
1cos ≤=−  . Conform criteriului II de convergenţă

uniformă, rezultă că ff
cu

In → .

( ) nxxfn sin' −=  .  Fie Ix ∈=
2
π  .

0sin
2

2

1
2

sin
2

1

'
2

'
1

=−=�
�

�
�
�

�
�=

−=−=�
�

�
�
�

�
�=

ππ

ππ

fn

fn
             

0
2

4sin
2

4

1
2

3sin
3

3

'
4

'
3

=−=�
�

�
�
�

�
�=

=−=�
�

�
�
�

�
�=

ππ

ππ

fn

fn

 Obţinem   şirul  -1, 0, 1, 0 , -1, … , deci nu este un şir convergent.

TEOREMA  4.8.3.  :  Fie [ ] *,, NnRbafn ∈→  un şir de funcţii,

[ ]
ff

cu

ban ,
→  . Dacă  fn  sunt integrabile pe intervalul [a, b], atunci :

1) funcţia limită  f  este integrabilă pe intervalul [a, b]

2) ( )�
b

a n dxxf  este convergentă

3) ( ) ( )� �=
∞→

b

a

b

ann
dxxfdxxflim

OBSERVAŢIE  :  Teorema 4.8.2. se mai numeşte şi “teorema de
derivare termen cu termen a unui şir de funcţii” , iar teorema 4.8.3.  se mai
numeşte şi “teorema de integrare termen cu termen a unui şir de funcţii” .

4.9. Serii  de  funcţii

Fie RAfn →:  , ( )*Nn ∈  , un şir de funcţii.

DEFINIŢIA  4.9.1.  :  Suma  (1)  �
∞

=
=++++

1
21

n
nn ffff ΛΚ

se numeşte serie de funcţii.

OBSERVAŢII :



1) Oricare ar fi Aa ∈ , seriei �
∞

=1n
nf  îi corespunde o serie de

numere  ( ) ( ) ( ) ( ) ΚΚ ++++=�
∞

=

afafafaf n
n

n 21
1

      (2)  .

Dacă seria numerică (2) este convergentă, atunci spunem că
punctul “a” este un punct de convergenţă a seriei de funcţii (1) .

1) O serie de funcţii este echivalentă cu o familie de serii de
numere ( fiecărui Aa ∈  îi corespunde o serie de numere ) .

2) Unei serii de funcţii îi putem aplica rezultatele de la serii de
numere şi de la şiruri de funcţii. Astfel, notăm :

S1 = f1
S2 = f1 + f2
……………………
Sn = f1 + f2 + … + fn       (3)

   unde Sn reprezintă suma parţială de ordinul n a seriei de funcţii
(1) ( ) *NnnS ∈

DEFINIŢIA  4.9.2.  : Seria de funcţii (1) , � nf , este convergentă
pe AB ⊂  dacă şirul de funcţii ( Sn ) este convergent pe multimea B .

DEFINIŢIA  4.9.3.  : Seria de funcţii � nf  este absolut

convergentă în punctul Aa ∈  dacă ( )� afn  este absolut convergentă.

DEFINIŢIA  4.9.4.  :  Mulţimea de convergenţă AB ⊂  a unei
serii de funcţii este ( ){ }�∈= aconvergentesteafAaB n|  .

EXEMPLE  :

(1) �
∞

=

−

0n

nxe  ,  ( ) nx
n exf −=   ,   RRfn →:

x < 0 :   ( ) +∞== −

∞→∞→

nx

nnn
exf limlim    , � nf  este divergentă .



x = 0 :  ( ) 10 =nf   ,  ( ) 10 += nSn   ,  ( ) +∞=
∞→

0lim nn
S   , � nf  este

divergentă .

x > 0 :   ( )
n

xnxn ee
xf �

�

�
�
�

�== 11  ,  � �
�

�
�
�

�
n

xe
1 este serie geometrică cu raţia

11 <= xe
r , deci este o serie convergentă.

Rezultă că mulţimea de convergenţă este ( )∞= ,0B  .

(2) ( )
�

∞

= ⋅
+

1 2
1

n
n

n

n
x

  ,  ( ) ( )
n

n

n n
xxf

2
1

⋅
+=   ,  RRfn →:

Din criteriul raportului, obţinem :

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) 2

1
12
1lim

1
2

21
1limlim 1

1
1 +=

+
+=��

�

�
�
�
�

�

+
⋅⋅

+
+=

∞→+

+

∞→

+

∞→

x
n
xn

x
n

n
x

xf
xf

nn

n

n

n

n
n

n
n

� ( )1,31
2
111

2
1 −∈�<+<−�<+ xxx  , seria este convergentă.

� ( ) ( )∞∪−∞−∈�>+ ,13,1
2
1 xx , seria este divergentă.

� 
n

fx n
11 =�= , serie armonică, divergentă.

� ( ) ( )
nn

fx n
n

n

n
11

2
23 −=
⋅

−=�=  , serie armonică alternată, care este

convergentă.

Rezultă că mulţimea de convergenţă este [ )1,3−  .

DEFINIŢIA  4.9.5. :  Seria � nf  converge simplu pe mulţimea B

către funcţia S dacă oricare ar fi 0>ε , oricare ar fi Bx ∈ , există ( )xN ,ε
astfel încât, oricare ar fi ( )xNn ,ε≥ , avem ( ) ( ) ε<− xSxSn .



DEFINIŢIA  4.9.6.  : Seria � nf  converge uniform pe mulţimea

B către funcţia S dacă oricare ar fi 0>ε , există ( )εN  astfel încât, oricare
ar fi ( )εNn ≥ , oricare ar fi Bx ∈ , avem ( ) ( ) ε<− xSxSn .

DEFINIŢIA  4.9.7. :  Funcţia S se numeşte suma seriei de funcţii.

CRITERII  DE  UNIFORM  CONVERGENTA  A  SERIILOR  DE
FUNCTII

Criteriul Cauchy de convergenţă uniformă:

Fie *,: NnRAfn ∈→ . Fie AB ⊂ . Seria � nf  converge
uniform pe mulţimea B dacă şi numai dacă oricare ar fi 0>ε , există

( )εN  astfel încât, oricare ar fi ( )εNn ≥ , oricare ar fi *Np ∈ , avem  :

( ) ( ) ( ) ε<+++ +++ xfxfxf pnnn Κ21 , oricare ar fi Bx ∈ .

DEMONSTRAŢIE :

Fie ( ) ( ) ( ) ( )xfxfxfxS nn +++= Κ21 .

Şirul )()(,0)( εε NSS
cu

Bn ∃>∀⇔→  astfel încât : )()( εNn ≥∀ şi �∈∀ Bx)(

( ) ( ) ε<−+ xSxS npn   şi  ( ) ( ) ( ) ε<+++ +++ xfxfxf pnnn Κ21 .

Criteriul lui Weierstrass de convergenţă uniformă:

Fie *,: NnRAfn ∈→ . Fie � nf . Fie � na  o serie cu
termeni pozitivi convergentă. Dacă oricare ar fi ABx ⊂∈  şi oricare ar fi

*Nn ∈ , ( ) nn axf ≤ , atunci � nf  converge uniform pe mulţimea B .

DEMONSTRAŢIE :
Din ipoteză ştim că � na  este convergentă şi 0>na . Din

criteriul general de convergenţă al lui Cauchy rezultă că )()(,0)( εε N∃>∀
astfel încât )()( εNn ≥∀ , *)( Np ∈∀ , avem :



εε <+++�<+++ ++++++ pnnnpnnn aaaaaa ΚΚ 2121 .

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ε<+++≤+++≤+++ +++++++++ pnnnpnnnpnnn aaaxfxfxfxfxfxf ΚΚΚ 212121

şi conform criteriului de convergenţă uniformă al lui Cauchy rezultă că
� nf  converge uniform pe mulţimea B .

EXEMPLE :

1. � nf  , RRfn →: , ( ) 2

sin
n

xxf
n

n =  .

      ( ) 22
* 1sin)(,)(

nn
xxfRxNn

n

n ≤=�∈∀∈∀

� = 2
1
n

an  este seria armonică generalizată, 2=α , deci seria este

convergentă.

Conform criteriului lui Weierstrass, nf  converge uniform pe R.

2. � nf  , RRfn →: , ( ) xn n
xf 1=  .

� pentru �>1x ( ) xn n
xf 1=  este seria armonică generalizată

(convergentă)
� pentru �≤ 1x seria este divergentă.

4.10.  Serii  de  puteri

Fie RRfn →:  , ( ) Nnxaxf n
nn ∈= ,  .

DEFINIŢIA  4.10.1.  :  Seria de funcţii �
∞

=

++++=
0

10
n

n
n

n
n xaxaaxa ΚΚ

se numeşte serie de puteri.

OBSERVAŢII :



� Orice serie de puteri este o serie de funcţii, deci rezultatele obţinute la
seriile de funcţii se aplică seriilor de puteri.

� ( ) n
nn xaxaaxS +++= Κ10  este un polinom de gradul n .

PROPOZIŢIA  4.10.1.  : Mulţimea de convergenţă a unei serii de
puteri este nevidă.

DEMONSTRAŢIE :
Fie şirul ( )( ) Nnn xS ∈ . Pentru x = 0 , Sn(0) = a0 ;

( ) BxaSnn
∈=�=

∞→
00lim 0 . Deci mulţimea B este nevidă.

OBSERVAŢIE : Există serii de puteri pentru care mulţimea de
convergenţă este formată doar din numărul zero.  ( { }0=B  )

EXEMPLU :        Fie seria:   �
∞

=1n

nn xn  .

Notăm n
n na = .

Fie 0, 00 ≠∈ xRx .

ΚΚ +++++=�
∞

=

nn

n

nn xnxxxxn 0
3
0

32
0

2
0

1

32

De asemenea,  ( )nnn xnxn 00 ≤  .

Pentru 11
0

0

>⋅��
�

�
�
�

�
> xn

x
n  . Rezultă că 0lim 0 ≠

∞→

nn

n
xn . Deci seria

este divergentă pentru orice 0≠x  ( vezi criteriile de convergenţă )

TEOREMA  LUI  ABEL  PENTRU  SERII  DE  PUTERI

Pentru orice serie de puteri �
n

n xa , există un număr 0≥R  astfel
încât :
1. Oricare ar fi ( )RRx ,−∈  , seria este absolut convergentă.
2. Oricare ar fi ( ) ( )∞∪−∞−∈ ,, RRx  , seria este divergentă.
3. Oricare ar fi Rr <<0  , seria este uniform convergentă pentru orice

[ ]rrx ,−∈ .



Numărul 0≥R  cu proprietăţile 1. şi 2. se numeşte raza de convergenţă
a seriei de puteri.

DEMONSTRAŢIE :

Fie B multimea de convergenţă a seriei �
n

n xa .

Dacă { } 00 =�= RB , atunci teorema este demonstrată.
Dacă { }0≠B , atunci :

(*)  Fie ��≠∈ n
n xaxBx 000 0,  este convergentă, deci

0lim 0 =
∞→

n
nn
xa  de unde rezultă că şirul ( ) *0 Nn

n
n xa ∈  este mărginit.

Dacă şirul ( ) *0 Nn
n

n xa ∈  este mărginit, atunci există 0>M  astfel
încât Mxa n

n ≤0 .

Consierăm ( ) 000 , xxxxx <�−∈

              |       |       |        |
       0x−     0     x     0x

nn
n

nn

n
n

n
n

n x
xM

x
xxa

x
xxaxa

00
0

0
00 ≤==

� �� =≤
nn

n
n x

xM
x
xMxa

00
0

Dar �
n

x
x
0

 este o serie geometrică convergentă 
�
�
�

�
�
�
�

�
<= 1

0x
xr  , şi

conform primului criteriu de comparaţie, seria �
n

n xa  este absolut
convergentă.

Prin urmare, oricare ar fi ( )00 , xxx −∈  , seria este absolut
convergentă, deci convergentă.

Am arătat deci că dacă Bx ∈0 , atunci oricare ar fi

( )00 , xxx −∈ , seria este absolut convergentă.
                                                                     0

(**)   Fie Bx ∉1               (             |              )         |       |
                                                       B                        x1    x



Dacă Bx ∉1 , atunci seria �
n

n xa 1  este divergentă.

Vom demonstra că oricare ar fi  x  astfel încât 1xx > , seria

�
n

n xa 1  este divergentă.

Presupunem contrariul, adică �
n

n xa este convergentă. Rezultă
conform (*) că seria �

n
n xa 1  este convergentă. Aceasta este o contradicţie

cu ipoteza, deci  seria este divergentă pentru orice punct mai mare decât x1 .

Fie ( ) RbaI ∈= , .  Oricare ar fi M cu proprietatea
( ) Mxbax <∈ ,,  se numeşte majorant al intervalului (a,b) .

Observaţie :  Un interval (a,b) are o infinitate de majoranţi.
Se numeşte supremul lui I , notat “supI “ , cel mai mic majorant.

Fie R=supB . Vom arăta că R este raza de convergenţă a seriei.
1. Oricare ar fi Rx <0 , rezultă conform (*) :

( ) ( )RRxBxx ,)(, 00 −∈∀�∈− , seria este absolut convergentă.

2. Dacă R este infinit ( )∞=R , atunci punctul 2. din teorema lui Abel nu
are sens. Presupunem că R este finit. Atunci :

( ) ( )∞∪−∞−∈∀�>∀ ,,)()(
(**)

RRxRx  , seria este divergentă.
Din 1. şi 2. rezultă faptul că R este raza de convergenţă a seriei.

3. Fie Rr <<0
Vom arăta că oricare ar fi ( )RRx ,−∈  , seria este convergentă .
Dacă Rr <<0 ,  atunci r face parte din intrevalul de convergenţă ,

deci seria � n
nra  este convergentă. Dar �� = n

n
n

n rara , aceasta din
urmă fiind o serie numerică cu termeni pozitivi, convergentă.

Oricare ar fi [ ]rrx ,−∈  , rezultă că �� = n
n

n
n raxa  şi conform

criteriului lui Weierstrass de convergenţă uniformă, seria �
n

n xa  este

uniform convergentă pe intervalul [ ]rr,−  .

OBSERVAŢII :
� Teorema lui Abel nu afirmă nimic despre natura seriei atunci când x=R

sau când x= -R.  În aceste puncte seria poate fi convergentă sau
divergentă.



� Teorema lui Abel afirmă existenţa seriei de puteri, dar nu arată cum
poate fi calculată raza de convergenţă.

EXEMPLU :  ( )1,1)(,1 2

1

−∈∀++++=�
∞

=

xxxxx n

n

n Κ

♦  Pentru orice ( ) ( )∞∪−∞−∈ ,11,x  , seria este divergentă.
♦  Pentru x = 1, ∞=nS , deci seria este divergentă.
♦  Pentru x = -1 , nS  este o serie oscilantă, deci divergentă.

În concluzie, ( )1,1−=B  .

TEOREMA  CAUCHY – HADAMARD

Fie �
n

n xa  o serie de puteri. Fie n
nn

a
∞→

= limω  . Atunci :

�
�

�

�
�

�

�

∞=
=∞

∞<<

=
ω
ω

ω
ω

,0
0,

0,1

R

DEMONSTRAŢIE :
Fie Rx ∈0  oarecare . ( x0 fixat )

Fie seria cu termeni pozitivi � �= n
n

n
n xaxa 00 . Notăm

n
nn xau 0= . Pentru seria � nu  aplicăm criteriul rădăcinii:

( ) 000 limlimlim xaxaxu n
nn

n
nn

n
nn

ω===
∞→∞→∞→

Există mai multe cazuri :

1) 111)(0 000 <�<�<∀�∞<< xxx ω
ωω

ω  . Din criteriul

lui Cauchy rezultă că seria este convergentă şi 
ω
1=R  .

2) ∞=�∈∀<⋅�= RRxx 00 )(,100ω .



3) 0,)(1,)( 0000 ≠∀�>∀�∞= xxxx ωω , seria este
divergentă şi R=0 .

Observaţie : 
n

n

n a
a 1lim +

∞→
=ω  . Dacă nu există această limită, atunci

n
nn

a
∞→

= mliω  sau 
n

n
n a

a 1mli +

∞→
=ω  .

EXEMPLE :

1) �
∞

=1n
n

n

n
x

 ,  nn n
a 1=     ∞=�===�

∞→∞→
R

n
a

n
n

nn
01limlimω

2) ( ) ( ) 21
2
1

lim2
1

2
1lim

2
1 ==�=

⋅
=

⋅
−=�

⋅
−

∞→
∞→� ω

ω R
nn

x
n n

n

n n

n

n

n
n

n

Oricare ar fi ( )2,2−∈x  , seria este absolut convergentă.
Oricare ar fi ( ) ( )∞∪−∞−∈ ,22,x  , seria este divergentă.

CONTINUITATEA  UNEI  SERII  DE  PUTERI

Fie seria �
n

n xa şi fie B mulţimea de convergenţă a seriei,

( ) [ ]RRBRR ,, −⊂⊂− .
Oricare ar fi Bx ∈ , notăm ( ) ΚΚ ++++= n

n xaxaaxS 10  .
Obţinem astfel funcţia RBS →:  ( suma seriei ).

EXEMPLU :  ΚΚ +++++=�
∞

=

n

n

n xxxx 2

0

1

( ) ( )
x

xSRBSB
−

=→−=
1
1,:,1,1

PROPOZIŢIA  4.10.2.  :  Suma S a unei serii de puteri �
n

n xa
este continuă pentru oricare ( )RRx ,−∈  .



DEMONSTRAŢIE :

Fie ( )RRx ,0 −∈                               (          |       |       )
                                                                    -R       0x     r       R

Deoarece x0  aparţine acestui interval, rezultă că  există r > 0 astfel
încât Rrx <<0 .  Conform teoremei lui Abel, seria �

n
n xa este uniform

convergentă pe intervalul [-r,r] .
Dar funcţiile n

n xa  sunt nişte polinoame, deci sunt continue pentru
orice ( )xSRx �∈  este continuă, deci ( )xS  este continuă pe intervalul (-
R,R) .

TEOREMĂ :  Fie �
n

n xa  o serie de puteri şi fie S suma acestei
serii.
1. Seria derivatelor � −1n

n xna   are aceeaşi rază de convergenţă ca şi seria
iniţială.

2.  Funcţia S este derivabilă în intervalul de convergenţă şi suma seriei
�

−1n
n xna  este S’ .

EXEMPLE : 

1) Să se determine mulţimea de convergenţă a seriei �
∞

=

+

+
−

0

12

12
)1(

n

n
n

n
x

1
12
32limlim

1

=
+
+==

∞→
+

∞→ n
n

a
aR

n
n

n
n

Dacă ( )1,1−∈x  , seria este absolut convergentă.
Dacă ( ) ( )∞∪−∞−∈ ,11,x  , seria este divergentă.
Oricare ar fi r astfel încât 10 << r , seria este uniform convergentă pe
[ ]rr,− .

Dacă �
∞

= +
−

�=
0 12

)1(1
n

n

n
x .  Dacă �

∞

=

+

+
−

�−=
0

1

12
)1(1

n

n

n
x .  Acestea sunt

serii alternate care verifică condiţiile criteriului lui Leibnitz, deci sunt
convergente.
Rezultă că mulţimea de convergenţă este [ ]1,1−=B .



2) Să se studieze convergenţa seriei  n

n

nn

x
n

)1()2(3
1

+−+
�

∞

=

Notăm yx =+1  şi obţinem seria n

n

nn

y
n�

∞

=

−+
1

)2(3 .

3
1

3
213

3
21

1lim
)2(3
1)2(3limlim

111
1

=�

�
�

�

�

�
�

�

�
�
�

�
�
�

�−+

�
�

�
�
�

�−+
⋅+=

−+
+⋅−+==

+∞→++∞→
+

∞→
R

n
nn

na
aR

n

n

nnn

nn

n
n

n

n

Dacă �
�

�
�
�

� −−∈⇔�
�

�
�
�

�−∈
3
2,

3
4

3
1,

3
1 xy ,  seria este absolut convergentă.

Dacă �
∞

=

⋅−+
�=

1 3
1)2(3

3
1

n
n

nn

n
y   este o serie cu termeni pozitivi pe

care o comparăm cu seria �
∞

=1

1
n n

.

Astfel, 1
3

)2(3lim
3

))2(3(lim =−+=
⋅
−+

∞→∞→ n

nn

nn

nn

n n
n .  Observăm că seriile au

aceeaşi natură, deci seria dată este divergentă.

Dacă �
∞

= ⋅
−+−�−=

1 3
)2(3)1(

3
1

n
n

nn
n

n
y   este o serie alternată.  Şirul

Nn
n

nn

n ∈
��
�

�
��
�

�

⋅
−+
3

)2(3  este monoton descrescător şi tinde la zero.  Conform

criteriului lui Leibnitz, seria dată este convergentă.

Dacă �
�

�
�
�

� ∞−∪�
�

�
�
�

� −∞−∈ ,
3
2

3
4,x  , seria este divergentă.

3) Să se determine mulţimea de convergenţă a seriei  �
∞

=

+

⋅

�
�

�
�
�

� +1

1

1n

n
n

n
n

x

n
n

n

1

1

lim

1

lim1lim
2
111 =

+
=

�
�

�
�
�

� +
==

+∞→+∞→∞→
n

n
n

n
n

n

nn
n

n
n

n
n

n

n
n

a
R

Dacă ( )1,1−∈x  , seria este absolut convergentă.
Dacă ( ) ( )∞∪−∞−∈ ,11,x  , seria este divergentă.



Dacă 
�

∞

=

+

�
�

�
�
�

� +
�=

1

1

1
1

n
n

n
n

n
n

nx  .  Dacă �
∞

=

+

−

�
�

�
�
�

� +
�−=

1

1

)1(
1

1
n

n
n

n
n

n
n

nx .

=

�
�

�
�
�

� +

+

∞→ n

n
n

n

n
n

n
1

lim

1

1
11

1lim

1

2 =

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�
�

�
�
�

� +
∞→

n

n
n

n

n

n  ,  deci seria este divergentă.

4) Să se dezvolte în serie de puteri ale lui x funcţia  ( ) Rf →∞− ,1: ,
unde ( ) ( )xxf += 1ln .

( ) ( ) ΚΚ +−+++−+−=+=
+

= − nn xxxxxx
x

xf )1(11
1
1' 4321

( ) ( )� ���� −+−=+−++−+−=
+

=
x xxxnnx

dtttdtdtdtttttdt
t

xf
0 0

2

00

32

0
1)1(1

1
1 ΚΚ

�� =+
+

−++−+−=+−++−
+x n

nnnxx

n
xxxxxdttdtt

0

1432

0

3

1
)1(

432
)1( ΚΚΚΚ

�
∞

=

+

+
−=

0

1

1
)1(

n

n
n

n
x

4.11.   Serii  Taylor  şi  serii  MacLaurin

Fie I un interval din R şi fie RIf →:  o funcţie indefinit
derivabilă în punctul Ia ∈ .

DEFINIŢIA 4.11.1.  : Se numeşte serie Taylor ataşată funcţiei f în
punctul “a”, seria :

(1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ΚΚ +−++−+−+=−
�
∞

=0

)(
2

)(

!
''

!2
'

!1!n

n
n

n
n

af
n
axafaxafaxafaf

n
ax

Evident, seria (1) este o serie de puteri , căci notând x – a = y , obţinem :

  (1’)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ΚΚ +++++=�
∞

=

af
n
yafyafyafaf

n
y n

n

n

n
n

)(
2

0

)(

!
''

!2
'

!1!



Raza de convergenţă a seriei (1) se studiază cu ajutorul teoremei
Cauchy – Hadamard.

OBSERVAŢIE : Deoarece raza de convergenţă este ∞≤≤ R0  ,
seria Taylor are mulţimea de convergenţă ∅≠B  deoarece Ba ∈  .

Suma parţială de ordinul n a seriei (1) , pentru orice Bx ∈
(mulţimea de convergenţă) o vom nota :

(2)     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )af
n

axafaxafaxafxT n
n

n
)(

2

!
''

!2
'

!1
−++−+−+= Κ

şi se numeşte polinomul lui Taylor de ordinul n.

DEFINIŢIA  4.11.2.  :  Se numeşte rest al lui Taylor de ordinul n,
funcţia RIRn →: , ( ) ( ) ( )xTxfxR nn −=   (3). Deci ( ) ( ) ( )xRxTxf nn +=
(4)  ,  oricare ar fi Ix ∈ .

TEOREMA 4.11.1.  :  Seria Taylor ataşată funcţiei f în punctul “a”
este convergentă în punctul Ix ∈  dacă şi numai dacă şirul ( )( ) *Nnn xR ∈

este convergent către zero.

DEMONSTRAŢIE  :

Din relaţia (4) obţinem relaţia  (5)  ( ) ( ) ( )xRxTxf nn =−  .  Prin
urmare, dacă şirul sumelor parţiale de ordinul n , ( )xTn , converge către
f(x), trecând la limită când ∞→n  în relatia (5), rezultă că ( ) 0lim =

∞→
xRnn

.

Invers, dacă ( ) 0lim =
∞→

xRnn
 atunci din relatia (5) avem

( ) ( )xfxTnn
=

∞→
lim  şi deci seria Taylor ataşată funcţiei f în punctul “a” este

convergentă pentru orice Ix ∈  , către f(x) .

OBSERVAŢII  :

1)        Dacă ( ) 0lim =
∞→

xRnn
, avem :

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ΚΚ +−++−+−+= af
n

axafaxafaxafxf n
n

)(
2

!
''

!2
'

!1
     (6)

Formula (6) se numeşte formula de dezvoltare în serie Taylor a
funcţiei f în jurul punctului x = a.



2) Mulţimea ( ) ( )
�
�
�

�
�
� −∈= �

∞

=0

)(

!
|

n

n
n aconvergenteste

n
axafIxB  nu

coincide, în general cu I.
Caz particular :  Dacă I∈0  , atunci seria următoare se numeşte

serie MacLaurin ataşată funcţiei f .

( ) ( ) ( ) ( ) ( )�
∞

=

+++++=
0

)(
2

)( 0
!

0''
!2

0'
!1

00
!n

n
n

n
n

f
n
xfxfxff

n
x ΚΚ        (7)

Evident, dacă ( )�
∞

+=

=
1

)( 0
!nk

k
k

n f
k
xR   converge către zero când n

tinde spre infinit, avem:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ΚΚ +++++= 0
!

0''
!2

0'
!1

0 )(
2

n
n

f
n
xfxfxfxf          (8)

Formula (8) se numeşte formula de dezvoltare în serie MacLaurin a
funcţiei f .

EXEMPLE :

1)  Să se dezvolte în serie MacLaurin  funcţia
( ) xexfRRf =→ ,: .

( ) ( ) 10, == fexf x

( ) ,' xexf =   ( ) 10 =f
……………………………

( ) ( ) 10, )()( == nxn fexf
……………………………

Şi deci ΚΚ +++++=
!!2!1

1
2

n
xxxe

n
x    ( formula de dezvoltare în

serie MacLaurin )

�
∞

=

=�=
0 !

1
!
1

n
n

nx

n
ax

n
e

Pentru determinarea razei de convergenţă, conform teoremei
Cauchy – Hadamard, avem:



( ) ∞=�=
+

==
∞→

+

∞→
R

n
n

a
a

n
n

n

n
0

!1
!limlim 1ω

2)  Să se dezvolte în serie MacLaurin şi să se determine raza de
convergenţă a funcţiei ( ) ( ) 00,sin,: ==→ fxxfRRf .

( ) ( ) 10',
2

sincos' =�
�

�
�
�

� +== fxxxf π

( ) ( ) 10'',
2

2sin
2

cos'' −=�
�

�
�
�

� +=�
�

�
�
�

� += fxxxf ππ

………………………………………………………

( ) �
�

�
�
�

� +=
2

sin)( πnxxf n   (formulă ce se demonstrează uşor prin inducţie)

………………………………………………………

Prin urmare, ( )
( ) ΚΚ +

+
−++−+−=

+ kk

k
xxxxxx

!12
1

!7!5!3!1
sin

12753

Pentru determinarea razei de convergenţă, avem :
( )
( ) ∞=�=

+
+=

∞→
R

k
k

k
0

!32
!12limω

          5)   Să se scrie seria McLaurin pentru funcţia : ( ) xxfRRf cos,: =→

( ) ( ) �
�

�
�
�

� +==
2

coscos)( πnxxxf nn    ;  ( )
�
�
�

−=
=−

==
12,0
2,)1(

2
cos0)(

kn
kn

nf
k

n π

( )
� �

∞

=

∞

=

==+−+++−=
0 0

)(24

!
2

cos

!
0

)!2(
)1(

!4!2
1cos

n n

nn
nn

n x
n

n
x

n
f

n
xxxx

π

ΚΚ

RESTUL  ÎN  FORMULA  LUI  TAYLOR

TEOREMA  4.11.2.  :  Fie RIf →:  de n+1 ori derivabilă pe
intervalul I. Atunci pentru orice *Np ∈ , există un număr ""α cuprins
între “a” şi “x” astfel încât :

( ) ( ) ( )αα )1(
1

!
)( +

+−

⋅
−−= n

pnp

n f
np

xaxxR           (1)

DEMONSTRAŢIE  :



Vom considera restul ( )xRn  de forma       ( ) ( ) kaxxR p
n ⋅−=         (2)

şi vom determina pe “k” în funcţie de “x” şi de “a”.  Din formula lui Taylor

avem: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) kaxaf
n
axafaxafaxafxf pn

n

⋅−+−++−+−+= )(
2

!
''

!2
'

!1
Κ   (3)

Vom defini funcţia RI →:ϕ , derivabilă pe I astfel :

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ktxtf
n

txtftxtftxtft pn
n

⋅−+−++−+−+= )(
2

!
''

!2
'

!1
Κϕ   (4)

Evident ( ) ( )xfx =ϕ  şi ( ) ( )axf ϕ=  de unde obţinem ( ) ( )ax ϕϕ = .
Presupunând că, de exemplu, a < x , avem:

♦  ϕ  este continuă pe intervalul [ a , x ]
♦  ϕ  este derivabilă pe intervalul ( a , x )   ( ) ( ) 0',,)( =∈∃� αϕα xa    (5)
♦  ( ) ( )xa ϕϕ =                                                (conform teoremei lui Rolle)

Pe de altă parte, derivând funcţia ϕ  dată de (4)  obţinem :

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −−+−−−+−+−+= tftxtftxtftxtftftxtft IV

!3
''

!2
2'''

!2
'''

!1
''

32

ϕ

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) −

−
−−−+

−
−−

−
−++−−

−
+−

−−

tf
n

txtf
n

txtf
n

txtf
n

txtftx n
n

n
n

n
n

n
n

)(
1

)1()1(
2

)(
12

!1!!2!1
'''

!2
Κ

( ) ktxp p ⋅−− −1

Reducând termenii asemenea, se obţine :

( ) ( ) ( ) ( ) ktxptf
n

txt pn
n

⋅−⋅−−= −+ 1)1(

!
'ϕ

Deci : ( ) ( ) ( ) ( ) 0
!

' 1)1( =⋅−⋅−−= −+ kxpf
n

x pn
n

ααααϕ  , de unde

( ) ( )
( )

( ) ( )αα
α

αα )1(
1

1

)1(

!
,

!
+

+−

−

+

⋅
−=

−⋅
−= n

pn

p

nn

f
np

xksau
xpn

fxk   şi  rezultă astfel :

( ) ( ) ( )αα )1(
1

!
)( +

+−

⋅
−−= n

pnp

n f
np

xaxxR  , unde ""α este cuprins

între “a” şi “x”.
Teorema este astfel demonstrată . Cazul când x < a se tratează

analog.



Cazuri particulare ale expresiei restului :

(1)       Pentru p = 1 se obţine ( )( ) ( )αα )1(

!
)( +−−= n

n

n f
n
xaxxR   şi se

numeşte restul lui Cauchy.

(2)       Pentru p = n+1 se obţine ( ) ( )α)1(
1

)!1(
)( +

+

+
−= n

n

n f
n

axxR    şi se

numeşte restul lui Lagrange.

RESTUL  IN  FORMULA  LUI  MACLAURIN

Aşa cum am mai văzut, o serie Taylor pentru  a = 0 se numeşte
serie MacLaurin.

Prin urmare, dezvoltarea unei funcţii RIf →:  ( I∈0  ) în serie
MacLaurin este:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ΚΚ +++++= 0
!

0''
!2

0'
!1

0 )(
2

n
n

f
n
xfxfxfxf

( ) ( )�
=

=
n

k

k
k

n f
k
xxT

0

)( 0
!

( ) ( )�
∞

+=

=
1

)( 0
!nk

k
k

n f
k
xxR

Restul în formula lui Cauchy are forma :

( ) ( ) ( )αα )1(

!
+−= n

n

n f
n

xxxR  , unde ""α este cuprins între “a” şi “x”.

Restul în formula lui Lagrange are forma :

( ) ( ) ( )α)1(
1

!1
+

+

+
= n

n

n f
n
xxR  , unde ""α este cuprins între “a” şi “x”.

EXEMPLU :

1) Să se calculeze 
e
1

 cu trei zecimale exacte.

�
�
�

�−+�
�

�
�

�−==
−

2
1

2
11 2

1

nn RTe
e



Pentru �
�
�

�−
2
1

nR  utilizăm formula restului lui Lagrange :

( ) 1
)!1(2

1
!1

2
1

2
1

1

1

⋅
+

≤
+

�
�

�
�
�

�−
=�

�

�
�
�

�− +

+

n
e

n
R n

n

n
α   deoarece 11 0 =<< ee

e
α

Punând condiţia 001,0
2
1 <�
�

�
�
�

�−nR  , adică 
( ) 1000

1
!12

1
1 <

++ nn
 sau

1000)!1(2 1 >++ nn  rezultă n = 4 ( prima valoare naturală ).

=
⋅

+
⋅

−
⋅

+−=�
�

�
�
�

�−+�
�

�
�
�

�−+�
�

�
�
�

�−+�
�

�
�
�

�−+=�
�

�
�
�

�−
242
1

62
1

22
1

2
11

!4
1

2
1

!3
1

2
1

!2
1

2
1

!1
1

2
11

2
1

432

432

T

606,0
284
233 ≈= .  Deci  606,01 ≈

e
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