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Prefata

Disciplina Geometrie Analitica este considerata disciplina fundamentala in
planul de invatamant al oricarei facultati de matematica. Motivatia este
fireasca avand in vedere ca notiunile studiate aici sunt cu implicatii in multe
alte discipline studiate ulterior.

Cartea de fata reprezinta o varianta ceva mai extinsa a notelor de curs si
seminar tinute de autorii ei la Facultatea de Matematica si Informatica din
Bragov pe parcursul a mai multor ani de colaborare. Desigur, de la an la
an autorii au cautat variante de predare si seminarizare potrivite structurii
facultatii si nivelului de pregatire a studentilor respectivi. Trecerea la ciclul
de trei ani cu licenta a determinat reducerea timpului alocat disciplinei, fapt
ce poate prejudicia o predare in conditii bune a unor notiuni atat de impor-
tante pentru formarea matematica a unui student. Solutia gasita de noi este
sa publicam aceasta varianta extinsa a notelor de curs si seminar, oferind ast-
fel posibilitatea studentului cu dragoste de carte sa poata patrunde dincolo
de elementele schematice la care se rezuma notele de curs.

Continutul cartii este unul clasic pentru disciplina Geometrie Analitica
si se poate regasi in majoritatea cursurilor similare predate in tara sau
strainatate. Ce o deosebeste de alte carti similare tiparite este faptul ca
pune la indemana studentului atat notiunile teoretice cat si aplicatiile. Am
putea adauga aici poate si experinta profesionala a autorilor.

Speram ca materialul propus sa reprezinte un sprijin real pentru studentii
de la Matematica in intelegerea discipliei si sa-i ajute pe cei ce din anumite
motive nu au putut lua unele din notele de curs sa depageasca un eventual
esec.

Brasov, 2007.
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Consideratii teoretice






Capitolul 1
Spatii vectoriale

Notiunea pe care o prezentam este cunoscuta din manualul de algebra , clasa
a XllI-a, si dezvoltata la cursul de Algebra liniara, semestrul I. Geometria
analitica are un suport algebric in notiunea de spatiu vectorial, sau spatiu
liniar cum mai este cunoscut. Pregatirea anterioara ne permite ca aici sa
trecem doar in revista notiunile necesare in notatiile specifice cursului nostru.
Ca sa justificam necesitatea introducerii acestor notiuni amintim din liceu ca
adunarea a doi vectori geometrici ¥ si ¥ se face cu regula paralelogramului.
Daca ei sunt fixati in originea unui sistem de axe si extremitatile lor au
coordonatele M (x1,y1) respectiv. My (x4, y2) atunci vectorul o) + 0, fixat in
origine, va avea extremitatea de coordonate M (x1+ 2, y1 +72). Analog, daca
a € R i U fixat in origine are extremitatea de coordonate P(z,y), atunci av
va avea extremitatea Q(azx, ay).

Apare astfel natural ca imaginea geometrica sa fie abstractizata si sa
tratam algebric operatiile geometrice din desenul de mai sus. Pana atunci
cateva intrebari se ridica. Una ar fi ce inteleg prin sistem de axe. Apoi
ce fel de axe?. Rectangulare?. §i daca da, ce sunt acelea. Cum definesc
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12 Capitolul 1. Spatii vectoriale

coordonatele extremitatilor vectorilor?. Sunt intrebari la care raspunsul il
gasim fundamentand algebric notiunile geometrice prezentate.

1.1 Definitie, exemple

Sa consideram V' o multime ale carei elemente le notam cu z,y,z... si le
numim vectori (avand legatura si cu geometria vectorilor). Fie (K, +,.) un
corp comutativ de elemente «, 3, ~.., numiti scalari.

Numim spatiu vectorial peste corpul K o structura algebrica definita pe
V' de doua legi de compozitie ce verifica axiomele:

I) +:V xV — V, adunarea vectorilor, ce satisface axiomele unui grup
abelian:

DI. 24+ (y+2) = (r+y) + 2z, asociativa Vx,y,z € V
D)2. x +y =y + x, comutativa, Vr,y € V
[)3. Exista un vector 0 astfel t + 0 =z, Vo € V
D)4. Vo € V exista —x € V astfel incat x + (—x) = 0.
IT) .: K x V — V, amplificarea cu scalari a vectorilor, ce satisface:
1. (a«+ p)r = ax + fx pentru Vo, 5 € K giVe € V
I1)2. a(x +y) = ax + ay pentru Vo € K g1 Vo,y € V
I1)3. a(fz) = (af)z pentru Vo, B € K giVe € V
4. lx =x,unde 1 € K gi Vo € V.

Consecinte imediate ale definitiei sunt:

1. 0z =0

2. I(—z)=—z=(-1)x

3. ax = 0 daca si numai daca o = 0 sau x = 0.
4. (g + ...+ ap)r =ax + ... + apx

5. a(xy+ ... + 1) = axy + ... + axy,.

Ezxemple remarcabile de spatii vectoriale sunt:

1. (K,+,.K) , orice corp este spatiu vectorial peste el insugi, in particular
discutam de spatiul real sau complex.

2. Fie K" = {(z1, 22, ...,z,) / ; € K}, produsul cartezian al lui K de n
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ori. Definim operatiile:

(x17$27"'axn)+(y17y27“'7yn) = ($1+y17$2+y27“'7xn+yn)
a(xy, e, ..., xy) = (azy, s, ..., ax,) Ya € K

(K™, +,.K) devine spatiu vectorial peste K.

In particular putem discuta de (R™, +,.R) spatiul real n dimensional, sau
(C™ +,.C) spatiul complex n dimensional. Regasim aici operatiile prezentate
in introducere pentru spatiul real (R?, +,.R).

Calculati: = = 3(1,4,—1)+2(0,2,1)— (2,1, 1). Dupa operatiile de mai sus
inseamna ca fiecare element din prima paranteza sa-1 inmultim cu 3, analog la
celelalte cu 2 respectiv -1 si sa adunam pe fiecare pozitie elementele obtinute.
Raspunsul final este z = (1,15, —2).

3. Vectorii din plan sau spatiu de care discutam mai sus. Introducerea
geometrica a lor o vom face intr-un capitol separat.

4. (Myxn(K), 4+, .K), spatiul matricelor cu elemente din corpul K (real
sau complex).

5. (Fiap), +,.R) spatiul functiilor reale definite pe [a,b] — R.

6. Multimea tuturor polinoamelor in nedeterminata X, cu coeficienti din
corpul K, (P[X], +,.K).

Putem continua cu multe alte exemple ce dovedesc importanta notiunii
ce o studiem.

1.2 Subspatii

Fie (V,+,.K) un spatiu vectorial §i S C V o multime nevida.

Spunem ca S este subspatiuv in V' daca restrictia operatiilor din V la
S definegte pe acesta o structura de spatiu vectorial. Pentru aceasta este
suficient ca:

r+yesS , Ve,ye S siare s, Vae K, z €8

sau echivalent
ar+pyesS , Ve,ye S, Va,B € K.

Se pot da multe exemple de subspatii: matricele simetrice sau cele anti-
simetrice, functiile pare sau impare, functiile polinomiale pana la un anumit
grad, etc.
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Faptul ca S este subspatiu in V' il vom nota de regula cu S < V.
Principalele operatii cu subspatii sunt:

Fie S; si Se doua subspatii in spatiul vectorial (V,+,.K). Atunci:
1. Intersectia S; N S5 a doua subspatii este un subspatiu.

2. Suma Sy + Sy = {x1 + 22/ 1 € S1, Xy € So} este un subspatiu. Daca
S1 NSy = {0}, atunci suma se numeste directa si se noteaza cu Sy @ Ss.

3. Fie M = {x1,29,..,2,} C V o multime oarecare. Numim combinatie
liniara de elementele lui M un vector de forma o1x; + asxy + .. + apxy,.
Multimea tuturor combinatiilor liniare de elementele lui M impreuna cu
adunarea si amplificarea lor cu scalari formeaza un subspatiu in V', numit
subspatiul generat de M, si notat [M] .

De observat ca reuniunea a doua subspatii nu este un subspatiu in gen-
eral dar se demonstreaza ca [S; U Ss] = S; + Sy, adica subspatiul generat
de reuniune este subspatiul suma. Diferenta a doua subspatii nu este un
subspatiu deoarece nu contine pe 0.

Fie vg € V fixat si S;, < V un subspatiu. Definim multimea de vectori

L:UQ—l—SL:{UQ—i—U/\V/’UGSL}.

L se numeste varietatea liniard ce trece prin vy i are pe Sy ca subspatiu
director. In general L nu este subspatiu in V, dar orice subspatiu este vari-
etate liniara (spre exemplu luam vy = 0).

Intuitiv daca Sp 1l privim ca multimea vectorilor legati in origine ce se
afla pe o dreapta (ce trece prin origine), putem privi o varietate liniara ca
fiind o dreapta paralela cu ea translata cu vectorul vy.

L

A

St

Aplicatie. Fie S1 = {(z1,22) /x1 = 22} 51 So = {(y1,¥2) /11 = —y=} din
(R?.+, R). Ardtati cd sunt subspatii, calculati S; N Sy si Sy + So.

Solutie: Sy = {(z,x) /x € R} s (z,2) + (y,y) = (x +y,z +y) € 5,
iar a(r,z) = (ax,azr) € S;. Deci S; este subspatiu in R%. Analog Sy =
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{(z,—x) Jx € R} si (z, —x)+ (v, —y) = (v+y, —(x+y)) € Sy, iar a(z, —x) =
(ax, —ax) € Sy, adicd Sy este subspatiu in R?.

Pentru S; NSy vedem cand un element se gaseste in ambele multimi. Fie
(x,z) € Sy si (y,—y) € Sy. Ele vor coincide daca = = y si ¢ = —y adica
r=y=0,deci S; NSy =1{(0,0)}.

S1 + 95 este suma dintre un element din Sy si un element din S, adica
S1+ Sy = {(z,z) + (y,—y)} = {(z +y,x —y)}. Sa observam ca aceasta
multime acopera toate perechile de numere reale, adica S; @ S, = R2.

Intuitiv, din punct de vedere geometric, acest exercitiu ne spune ca in
plan S; si Sy sunt doua drepte (prima si a doua bisectoare), intersectia lor se
face evident 1n origine, iar suma dintre un vector de pe prima dreapta cu un
vector de pe a doua dreapta ne da un vector din plan; intreg planul putand
fi acoperit de sume de vectori, unul de pe prima dreapta si celalalt de pe a
doua dreapta.

Ezxercitii propuse. Verificati care din urmatoarele multimi sunt subspatii
n (R* +,R):
a) S1 = {(x1,x2,23) /z3 =0}
b) Sy = {(z1, 22, x3) /21 — 209 + 423 = 0}
c) 5'3 = {(z1, 29, x3) /21 — 229 + 423 = 3}
d) Sy ={ )

Raspuns: a) da, b) da; ¢) nu, d) nu.

(Ila T2, T3 /ZL’% + ZE% = l’%}

1.3 Liniara independenta, baza si dimensiune

Fie (V,+,.K) un spatiu vectorial si M = {vy,ve,....,v,} C V o multime
(sistem) de vectori.

Spunem ca M este liniar independenta daca oricare ar fi combinatia
liniara a;v1 + asvy + .. + a,v, = 0 aceasta este posibil daca si numai daca
alzagz...:an:().

In caz contrar spunem ca ei sunt liniar dependenti. Asta Inseamna ca
exista cel putin un oy, # 0 si totusi suma sa fie = 0. In acest caz putem scoate
pe v din combinatie functie de ceilalti vectori. Deci, un sistem de vectori
este liniar dependent daca si numai daca unul din vectori este o combinatie
liniara de ceilalti.

Mai general, o multime infinita de vectori din V' este liniar independenta
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daca orice parte finita din ea este liniar independenta.

-daca M, C My si M este liniar dependenta atunci M; este liniar depen-
denta,

-daca M; C M, si M, este liniar independenta atunci M; este liniar
independenta.

Definitie. Un sistem de vectori B = {ey, e, ....,e,} C V se spune ca
formeaza baza in V' daca:

1. B este liniar independent;

2. Orice vector z € V este o combinatie liniara de elementele lui B,

T = T16] + Toly + .. + xpE, = inei. (1.3.1)
i=1

Definitia se poate extinde la sisteme infinite de vectori, a doua conditie
ne spune ca subspatiul generat de B coincide cu V, adica [B] = V.

Scalarii x1, z9, ..z, din descompunerea lui x se numesc componentele vec-
torului x in baza B.

Observatie. In cele ce urmeaza, din motive geometrice pe care o sa le
vedem mai incolo, indicii componentelor unui vector se vor pune sus, fara a
intelege cumva ca acestia sunt puteri. Deci x = z'e; + 2%es + .. + 2%, =
S ate. In multe manuale universitare in scrierea aceasta se omite semnul
de sumsi, adici x = a'e;, aceasta fiind o conventie datorata lui A. Einstein.
Noi in cursul de fata, pentru a nu crea dificultati de intelegere vom mentine
acest semn de sumare.

Propozitia 1. Descompunerea (1.3.1) a unui vector intr-o baza este unica.

Daca B = {ejy, ea,.....,en} si B' = {€}, €}, ...,/ } sunt doua baze
in V atunci n = m.

. . U . . v o n i . n i
Prima afirmatie se demonstreaza imediat, dacax = >, a'e; = Y i, v'e;
n i i . .. .. . v o g
= > " (2 —y')e; = 0 si din liniara independenta rezulta z* = y'. A
doua afirmatie nu este chiar imediata, dar ea ne spune ca numarul vectorilor
oricarei baze din V este acelasi si se numeste dimensiunea spatiului, scriem

dimV =n.

Este posibil ca V' sa fie generat de un sistem infinit de vectori si atunci
spunem ca dim V' = oco. Ca exemplu putem lua cazul spatiului tuturor poli-
noamelor in nedeterminata x, peste corpul real sau complex. Un sistem de
generatori este {1, z,2?,....2", ...}, deci infinit. Prin definitie dim{0} = 0.
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Propozitia 2. (Grassmann) Daca S; §i Se sunt doua subspatii in V,
dimS; = ny, dimSs = ny atunci dim S;+dim Sy = dim(.S;45;)+dim(S;N.S7).

De observat ca dimensiunea unui subspatiu este < decat dimensiunea
spatiului.
Aplicatie: Care din urmatoarele sisteme de vectori sunt liniar indepen-

dente, si care formeaza baza in R3 ?
a) V1 = (1,2, 1), Vg = (—1,072),’03 = (1,4,4)

b) U1 = (1727 1)7 Vg = (_]—7072)
C) V1 = (17070); Uy = (0; 170>7 V3 = (0707 1)7 Uy = (17273>
d) U1 = (1727 1)7 Vg = (—1,072),?}3 = (17 17 1)

Solutie: a) verificam liniara independenta, oy vy +agve+azvs = 0 implica,
a1(1,2,1) + az(—1,0,2) + a3(1,4,4) = (0,0,0), adica

aq — Q9 + a3 = 0
20 + 4az3 = 0 ,sistem liniar omogen cu determinan-
(05} + 20[2 + 4063 = 0
1 -1 1 1 1
tlA=|2 0 4 |=0sirangul este doi, A, = , Q3 = A\ ne-
2 0
1 2 4
cunoscuta secundara. Rezolvam si gasim a; = —2\, as = — . Deci sistemul

are o infinitate de solutii, adica vectorii sunt liniar dependenti, v = 2v; + vs.
Baza nu formeaza.

(05} — Q9 = 0
b) Se obtine sistemul ¢ 2ay = (0 care are doar solutia ay; =
aq + 20[2 = 0

as = 0; vectorii sunt liniar independenti. Matricea sistemului are rangul 2.
Pentru a forma baza luam un vector x = (a, b, c) arbitrar si incercam sa il
scriem = aqv; + apvy. Obtinem un sistem ca mai sus dar in loc de 0 avem
pe coloana termenilor liberi a, b, ¢, deci neomogen cu rangul 2 si A, # 0 in
general. Adica sistemul este incompatibil in general. Deci nu formeaza baza.
De observat ca la fiecare sistem coloanele sunt tocmai vectorii dati. Astfel
matricea se poate scrie cu usurinta intodeauna.

¢) vectorii sunt liniar dependentji , vy = vy + 2v9 + 3v3, nu formeaza baza.

aq — Q9 + a3 = 0
d) Sistemul este < 2ay + a3 = 0 liniar omogen cu A #
(03] + 2@2 + a3 = 0

0, deci avem doar solutia nula. Vectorii sunt liniar independenti. Luam un
vector = (a, b, ¢) arbitrar i incercam sa 1l scriem = = v + agvy + azvs.
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Obtinem un sistem ca mai sus dar in loc de 0 avem pe coloana din dreapta
a, b, c; sistem neomogen cu rangul 3 adica Cramer, cu solutie unica pentru
(a,b, c) dati. Formeaza baza.

Orice trei vectori liniar independenti in R? vor forma o bazi. Ea nu este
unica. Spre exemplu B = {e; = (1,0,0),eo = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} este
baza numita canonica si orice x = (a, b, c) = aey + bey + ces.

In general in R™ baza canonica este
B = {e; = (1,0,..,0),es = (0,1,..,0),....,e, = (0,0,..,1)} si orice x =

(x1, 9, ..., Ty) = T1€1 + T9ey + .. + Tpe,. Deci este baza cea mai simpla.

1.3.1 Schimbarea bazei

Am vazut ca intr-un spatiu pot exista mai multe baze. Fie B = {ey, eg, ..., €, }
§i B'={e}, €}, ....,e,} doua bazein V gi & = zle; + 1€ +..+ 2", = Y 2'e;.
Ne intereseaza cum se scrie acelasi x dar in baza B’, adica cine ar i x =
e + el + ..+ amel, = > allel 7.

Pentru a da un raspuns la problema ar trebui sa stim cum se leaga B de
B’. Descompunem fiecare vector din B’ dupa cei din B,

¢ =sjer +sies+ ..+ she, = Z she; (1.3.2)
i=1

pentru fiecare 7 = 1,2..,n.

T : : v _ "ol AN :
Inlocuind mai sus rezulta z = ) z"e; = > (D sj77)e;. Cum scrierea
intr-o baza este unica, rezulta

w=) sl (1.3.3)
i=1

Dar nous ne trebuie scrierea inversa, 7 functie de z¢. Pentru aceasta scriem
matricial sistemul de deasupra astfel, fie:

1 1 1 1 /1
X S1 Sy S
2 2 2 2 12
T S S .. S
_ _ 1 2 n [
x=|" |, s= X =
n n n n m
x st sy .. sy x

Notam ca in matricea S indicii de sus sunt de linie iar cei de jos sunt de
coloana.
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Sistemul (1.3.3) se scrie X = S.X’, sau prin inversare X’ = S~1.X.

Se demonstreaza ca matricea S, numita matricea schimbarii de baze, este
. Sy A v S
inversabila intotdeauna. Notam B — B'.

Aplicatie: In R? se considera sistemele de vectori

B = {61 = (]_, 1,0),62 = (1,0, 0),63 = (1,273)}
B = {¢, =(1,3,3),¢, = (2,2,3), ¢, = (6,7,9)}

a) Aratati ca B i B’ sunt baze si gasiti matricea S a schimbarii bazelor.
b) Gasiti expresia vectorului x = 2e; 4 ey + Te3 in baza B'.
Solutie. Determinantul cu componentele lui B pe coloane este # 0 si

cum sunt 3 vectori din R?, B formeaza baza. Analog B’. Pentru a gisi S
descompunem ¢’; dupa B”:

si+st+s=1 st=1

I = sle; 4+ s%ey + sles = s14283=3 & s2=-1
€1 = 5161 162 163 1 1= 1=
3s8=3 s3=1

/ : . .
Analog €}, = sley + s3ea + s3e3 = 55 =0, s3=1, s5 =15i

/ol 2 3 1 __ 2 __ 3 _

Astfel ca
1 0 1 -1 -1 1
S=[ -1 1 2 cuSt=[ -5 -2 3
1 1 3 2 1 —1

X este matricea coloana de elemente (2,5,7), astfel ca

-1 -1 1 2 0
X' =5"1'X=| -5 2 3 5 | =1 1
2 1 -1 7 2

adica x = 0¢| + 1é), + 2¢}, scrierea lui x in baza B'.
Ezercitii propuse:
1. Gasiti dimensiunea subspatiului generat de vectorii din R?
a) S1 = {v; =(1,2,3),v2 = (0,1,3),v3 = (1,1,0)}
b) Sy ={v1 =(1,2,3),v2 = (2,3,0),v3 = (1,1,3)}

Calculati dimensiunile subspatiilor intersectie si suma ale lor.
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2. Gasiti expresia vectorului x = (0,4,2) in baza
B ={e; =(1,2,3),e2a =(2,3,1),e3 = (3,1,2)}.
3. Aratati ca

B = {¢, =(1,1,0),¢, = (1,0,1),¢, = (0,1,1)}
B” = {6,1/ - (Oa 17 _1)76/2/ = (1707 _1)aeg = (17 _170)}

sunt baze i gasiti matricea S a schimbarii bazelor gi expresia vectorului
z = (1,1,1) in bazele B’ i B".

4. Sa se determine dimensiunea sumei si a intersectiei subspatiilor gener-
ate de vectorii
U={u =(1,2,—-1),us = (3,4, -2),u3 = (2,2, —1)} si
V={v; =(0,1,1),v, = (1,2,0)}.
5. Gasiti dimensiunea subspatiului din R? a solutiilor sistemului
r1— 2o+ 23 =0

25(]2—1'320
2x1 +x3=0

1.3.2 Lema substitutiei

Exista o metoda algoritmica (de aplicat i pe calculator) pentru a gasi ex-
presia unui vector intr-o baza, matricea schimbarii de baze si alte aplicatii.
Este vorba de lema substitutiei. Pe scurt ea consta in:

Sa presupunem ca B = {ej, e, ..,e,} , B' = {e], €}, ...,el,} doua baze si
B 5 B’ matricea de trecere, © = (x1,,..,2,) un vector scris in baza B.
Intocmim un tabel de forma

/ /
\ €] ey ..€) e, \ x
1 1 1 1
2 2 2 2
€ s S5 .85 Eind T
n n n n
€n st sy sy . sy T,

Daca dorim sa scoatem din baza B doar vectorul e; si sa-1 inlocuim cu vectorul

' atunci trebuie sa ne asiguram ca Sj’ # 0, si putem face urmatorul calcul

€
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e = sjl-el + ... + 856 + ... + sje,. Scoatem de aici pe e; = Si(e; —8]1-61 ——
i
s;_lei_l — 8;+16i+1 — ... — 8}e,). Inlocuind pe e; in fiecare €} si grupand dupa

€1, €i_1, 6;, €i41, ---, En, Obtinem urmatorul tabel:

‘ ey ey .. el ‘ x
e sttt L0 xl x]
€2 si? si2 0 »2 i
/ * *1 *7 *
€; s1Y 85 1 5 x;
en sitosyt L0 sy T,

i
unde sp° = — lar 57 = —(s;8; — s;.55) pentru ¢, adica o reguld a

J J
T; 1, . ,
dreptunghiului. Analog, z; = — iar z} = — (8jn — xls;‘) pentru h # i.
s st
J j
Eliminand pe rand toate elementele bazei B, pentru fiecare j inlocuindu-
le cu cele ale bazei B’, dupa n pasi se obtine x in baza B’.

Exemplificam prin cateva exercitii acest lucru.

Aplicatie: 1. Gasiti cu lema substitutiei expresia vectorului z = (0,4, 2),
in baza B’ ={e] = (1,2,3),e, = (2,3,1),¢5 = (3,1,2)}.

Consideram B = {e; = (1,0,0),e3 = (0,1,0),e3 = (0,0, 1)} baza canonica
si iIntocmim tabelul

I EE
€1 1 2 3 0
€9 2 3 1 4
es | 3 1 2 | 2

Scoatem din baza pe e; si il inlocuim cu €}. Tabelul devine

e ¢y e | a
e 11 2 3 |0
€2 0 -1 -5 4
€3 0 -5 =7 2
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Scoatem din baza pe es si il inlocuim cu €. Tabelul devine

| ¢ ey ey | w
2 1 0 -7 8
¢, | 0 1 5 —4
es3 0 0 18 —18

Scoatem din baza pe eg si 1l Inlocuim cu ef. Tabelul devine

| ¢ e e | =z
&1 1 0 0
e | 0 1 0
e, |0 0 1 | -1

Deci de pe ultima coloana citim x = 1e} + lej, — lef = €| + ¢, — €}.

2. Gasiti matricea de trecere de la baza

B ={¢} =(1,1,0),¢}, = (1,0,0), ¢4 = (1,2,3)} la baza

B = {e! = (1,3,3),¢
xr = (14,16,21) in cele doua baze.

"o __
9 =

(2,2,3),ef = (6,7,9)} si expresia vectorului

Consideram B baza canonica si intocmim un tabel dublu

ey e, e} el e el x
e1 1 1 1 1 2 6 14
€9 1 0 2 3 2 7 16
es 0 0 3 3 3 9 21
Scoatem pe rand ey, ey, e3 si le Inlocuim cu €}, €, €} |
\ el ey e \ el ey el x
6'1 1 1 1 1 2 6 14
€9 0O -1 1 2 0 1 2
es 0 0 3 3 3 9 21
el e, €} ‘ el ey e ‘ x
] 1 0 2 3 2 7 16
6/2 0 1 -1 -2 0 -1 -2
es3 0 0 3 3 3 9 21
‘ el e, €} ‘ el e e ‘ x
e |1 00 |1 0 1 |2
6'2 0 1 0 -1 1 2 5
e, [0 0 1 | 1 1 3 |7
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1 0 1
Observam ca matricea de trecere de la B'la B" este S=| —1 1 2
1 1 3
si expresia lui « iIn B’ este © = 2e) + 5e,, + Tef. Pentru a gasi expresia lui «
-~ " A / !/ / : -~ : 1 " "
in B” scoatem pe rand ej, €5, €5 si le Inlocuim cu €7, €5, e5.

‘ el ey e ‘ el e) e ‘ x
e’ 0 0 1 0 1 2
e 1 1 0 0 1 3 7
e | =1 0 1 0 1 2 5
&1 1 0 0 1 0 1 2
ey 1 1 0 0 1 7
ey -2 -1 1 0 0 -1 -2
e -1 -1 1 1 0 0 0
e | =5 -2 0 1 0 1
el 2 1 -1 0 0 1 2

-1 -1 1
Astfel ca x = 0} +1ey+2¢j siin plus citimeca S~ = | =5 -2 3 ,
2 1 -1

deci iata o metoda de a gasi inversa unei matrice pe aceasta cale. De observat
ca am folosit aceleasi date ca in aplicatia de la schimbari de baze, rezultatele
fiind aceleasi.

Ezercitii.1. Gasiti expresia vectorului x = (3,3,4) in baza B’ = {¢] =
(1,2,3),¢, = (1,1,1),e4 = (1,-1,0)}

2. Sedau B' ={¢] =(1,2,0),e}, = (2,3,0),e5, = (1,1,1)} si B = {e] =
(0,1,1),e5 = (3,5,0),e4 = (1,1,1)}. Aratati ca sunt baze, gasiti matricea de
trecere gi expresia vectorului z = (1,,2,1) in cele doua baze.

3. Gasiti inversa matricei A =

00
(1) (1) cu lema substitutiei.
21

I
W W N =

1.3.3 Complexificarea unui spatiu vectorial real

Fie (V,+,.R) un spatiu vectorial real i V' x V = {(z,y)/ =,y € V'} produsul
cartezian al sau pe care definim operatiile:

(1,71) + (@2, ¥2) = (x1 + 22,71 + y2) s pentru z = a +if € C,
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(a+if)(z,y) = (ax — By, br + ay).
Se verifica usor ca V' x V capata o structura de spatiu vectorial complex
fata de aceste operatii, numit complezificatul spatiului real V si notat cu V°.

Fie V! = {(z,0)/ z € V} i V' = {(0,y)/ y € V}. Observim c& (z,y) =
(2,0) + (0,y) i ca V' NV" = {0}. Deci V€ =V @ V".

Deasemenea, (0,y) = i(y,0), adica V" = iV’ astfel ca V¢ = V' @iV,
adica V¢ = {x +iy/ x,y € V}.

Putem spune astfel ca V C V. Daca B = {ey,...,e,} este o baza in V
atunci se verificd cu usurinti ci ea ramane baza in V¢, aici scalarii fiind
numere complexe. Deci dim V¢ = n. Operatia astfel definita se mai numeste
complexificarea spatiului real V.

Exemplu: complexificatul lui R" este (R = {(z1, ., z)+i(y1, o, yn) },
o baza fiind baza canonica din R". In particular complexificatul spatiului real
(R)C este corpul numerelor complexe privit ca spatiu vectorial complex.

Exista gi operatia inversa de decomplexificare a unui spatiu vectorial com-
plex V' prin inlocuirea scalarilor complecsi cu scalari reali

(,x) €e RxV — ar = (a+1i0)x.

Spatiul real obtinut se noteaza cu V' si se numeste decomplezificatul lui
V.

Daca B = {ey, ..., e, } este o0 baza in V' ca spatiu complex, atunci
{e1,ie1,..., €n, i€, } se verifica ci este o baza in V| astfel cad dim V" = 2n.

1.4 Spatii euclidiene

Am vazut ca un exemplu important de spatiu vectorial cu care am lucrat mai
mult este R”. Un element al sau poate fi privit si drept coordonate ale unui
punct in raport cu un reper din geometria analitica cunoscuta din liceu. In
acelagi timp el este un vector. Notiunea aceasta de reper este geometrica si
se refera la un sistem de vectori ce formeaza o baza a spatiului, fixati intr-un
punct. In geometrie aceasta notiune capata semnificatie daca putem masura
distantele si unghiurile, notiuni introduse axiomatic la cursul de Geometrie
sintetica. Definirea intuitiva a notiunii de perpendicularitate, distante si
unghiuri are un corespondent algebric in notiunea de produs scalar.

Definitie. Fie (V+,.R) un spatiu vectorial real.

Numim produs scalar pe V o aplicatie notata ( , ) : V xV — R cu
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proprietatile:

L (z,y) = (y,2)

2. (o, y) = alz,y)

3. <IE1 + mZay> = <l‘17y> + <$2,y>

4. (x,x) > 0 i (r,z) = 0 daca si numai daca x = 0.

Notiunea pare abstracta dar imediat ne lamurim ce semnificatie geomet-
rica are.

Perechea (V, (, )) se numeste spatiu euclidian.

Mai general, daca (V+,.C') un spatiu vectorial complex, iar axioma 1. o
inlocuim cu (x,y) = (y, x), adica cu conjugatul respectiv, iar axiomele 2., 3.,
4., le mentinem la fel, atunci spatiul (V,(, )) se numeste spatiu unitar. Desi
diferenta pare minora lucrurile sunt mult schimbate, spre exemplu (z, ay) =
a(x,y) si de aici o seama de complicatii. In continuare ne vom referi numai
la spatii euclidiene, cu mentiunea ca o parte din afirmatiile de mai jos se
mentin si in spatii unitare.

Definim norma (sau lungimea unui vector) ca fiind || z ||= y/(z, z). Din
4. observam ca are sens aceasta notiune.

Propozitia 1. Are loc urmatoarea inegalitate a lui Cauchy

|y <l Iy | (1.4.1)

Demonstratia e simpla si o facem aici. Consideram vectorul z + Ay.
Evident (z 4+ Ay, x + Ay) > 0 oricare ar fi A € R. Dar aceasta se mai scrie,
Ny, y) + 2X\z,y) + (z,xz) > 0, YA € R. Un polinom de grad 2 in ) este
peste tot pozitiv dacd gi numai daca A = 4((z, y)* — (z, z)(y,y)) < 0, adica
(x,y)? <|| = ||*]] y ||*. Din aceasta rezultd inegalitatea lui Cauchy.

Propozitia 2. Avem:

1. ||z ||> 0 sl =0 daca si numai daca z =0

2. |l ax [|=[ a ] =

B llz+yll<l=l+1vl

Ultima afirmatie se demonstreaza pe seama inegalitatii lui Cauchy,

Iz +ylP=(z+yz+y) = (r,2)+2,y) + (y,y) < (z,2) + 2| (z,y) |
+{y,y) <

Fz P +2 0z lly I+ 1y PP=zl+1yI)>

Un spatiu pe care s-a definit o aplicatie cu proprietatile din Propozitia 2
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se numeste spafiu normat. Norma aici provine dintr-un produs scalar, dar
nu este obligatoriu acest lucru.

Numim distanta de la x la y marimea d(z,y) =|| z —y || .

Propozitia 3. Avem

1. d(z,y) > 0 ¢i = 0 daca gi numai daca z =y

2. d(z,y) = d(y, x)

3. d(x,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Demonstratiile sunt imediate, pentru 3. tinem seama ca

dz,z) =l z—z =] @-—p)+w@-2) < z-yll +[y—=2]=
d(x,y) +d(y, z).

1.4.1 Ortogonalitate intr-un spatiu euclidian

Fie (V,(, )) un spatiu euclidian.

Definim unghiul a doi vectori ca fiind « € [0, 7] din relatia

(z,y)

cosy = 77—
Il [l y |l

Daca a = 7 atunci vectorii se zic perpendiculari si aceasta se intampla
daca gi numai daca (x,y) = 0.

Doua multimi se spune ca sunt ortogonale (perpendiculare) daca orice
vector din prima este perpendicular pe orice vector din a doua. In particular
putem discuta de subspatii ortogonale, S7 L Ss.

Daca dim V' = n si S este un subspatiu in V', dim .S = k, atunci se arata
cé existd un subspatiu ortogonal lui S notat S+, dim S+ = n — k, astfel ca
V=S®st

Vectorii unei multimi din V' se numesc ortogonali daca oricare doi sunt
perpendiculari. Daca in plus ei sunt gi de lungime unitate atunci multimea
se numeste ortonormata. In particular discutdm de bazi ortonormats in care
vectorii sunt 2 cate 2 perpendiculari si de lungime unitate.

Sa notam ca o baza B = {ey, e, ..., €, } este ortonormata daca

(€i,e;) = { (1) ggzg z ;j = 0,j, numit simbolul lui Kroneker.

Ezemple: 1. In (R", 4+, R), daca = = (21,22, ..., ) $1 Y = (Y1, Y2, -, Yn)
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atunci un produs scalar convenabil este:

(z,y) = T1y1 + Toya + oo + T (1.4.2)

numit si produsul scalar uzual. Avem

|z ||= \/x% +ai+ .+ dxy) = \/(xl —y1)2 4 o+ (T — yn)2

In R o bazi ortonormati este chiar baza canonici, B = {e1 = (1,0,..,0),
es = (0,1,..,0),...,e, = (0,0,..,1)}. Ea este ortonormata, deoarece spre
exemplu (e, e2) = 1.04+0.1+0.0+...0.0 = 0, deci e; si ey sunt perpendiculari,
analog ceilalti. Tar || e; ||= V12 4+ 0% + .... + 02 = 1, analog ceilalti.

In R? vectorii e = (1,0) = i,e; = (0,1) = j fixati intr-un punct O
formeaza un reper ortonormat si se reprezinta ca mai jos. Analog in spatiu,

61:(1,0,0) :i, 62:<0,1,0) :j, 63:(0,0,1) =k.

Oy Oz

4

J \
‘ Oz

7 Oz

Pe R™ produsul scalar uzual nu este singurul produs scalar dar este cel ce
intuitiv ne da imaginea geometrica cunoscuta. Noi vom folosi in mod curent
produsul scalar uzual pe R".

In spatiul functiilor continue pe [a,b] un produs scalar des folosit este
(f.9) = [, f(a)g(x)da.

Pe (C™,+,C) un produs scalar (hermitian) este (z,y) = x141 + 2¥2 +
e + XY, astfel ca (C™, (,)) devine spatiu unitar.

Propozitia 1. Fie (V,(, )) un spatiu euclidian, dim V' = n. Atunci:

a) Orice sistem ortogonal de vectori nenuli din V' este liniar independent.

b) Orice sistem de n vectori ortonormati din V' formeaza o baza ortonor-
mata.
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Demonstratie. Fie {vy,vq,....,v,} C V ortogonali si ayvq + ... + v, =0
o combinatie liniara nula. Facand produsul scalar al acestui vector nul cu v,
obtinem,

aq (vy, v1) +ag(vy, v2) + ...+ a,(v1, v,) = 0. Dar (vy, v2) = ... = (vy,v,) =0
deoarece vectorii erau considerati ortogonali, iar (vy,v1) # 0, astfel cd ag = 0.
Analog facand produsul scalar cu vy, .., v, obtinem perand ca s = ... = o, =

0. Deci vectorii sunt liniar independenti. Punctul b) este o consecinta a lui

a).

Propozitia 2. Fie (V,(, )) un spatiu euclidian, dim V' = n. In orice baza
ortonormata expresia produsului scalar a doi vectori coincide cu produsul lor
scalar uzual.

Demonstratie. Fie x =Y " | a'e; iy = Z?Zl y/e; scrigi in baza ortonor-
mata B = {ej1, €g,..., €}

Atunci < z,y >= Y 1 2y < eep >= Y x'yoy = YL 2y,
adica tocmai expresia prescurtata a produsului scalar uzual.

Propozitia 3. Fie (V,( , )) un spatiu euclidian, dimV = n, B =
{e1,eq,...,€,} baza ortonormata si v € V. Atunci v = > | < v,e; > e;.

Demonstratie. Fie v ="  v'e;. S& observdm ca < v,e; >=> " V' <
e ej >= y o v'0; = v;. Inlocuind In scrierea initiald a lui v obtinem
raspunsul cerut.

Propozitia 4. Fie (V,( , )) un spatiu euclidian, dimV =n g S < V
un subspatiu, dim S = k. Atunci existd un unic subspatiu S* < V , numit
complement ortogonal al lui S, astfel incat V =S @ S+ si dim S+ =n — k.

Demonstratie. Definim S+ ={v eV / <wv,u>=0, Yu € S}. Verificim
cu usurinta ca S < V.

Fie B = {ey, €s, ..., €, } baza ortonormata in V, din care Bg = {e1, s, ..., €4 }
este baza in S (lucru posibil datorita teoremei completarii de la spatii vec-
toriale), si v = Y " | v'e; descompunerea sa dupa baza B. S observam ca
v € S+ daca este ortogonal pe toti vectorii lui S iar pentru aceasta e suficient
sa fie ortogonali pe fiecare vector din Bg, adica < v,e, >=0, Va = 1,2, ..k.
De aici rezulta ca v = 0,Va = 1,2, ..k, astfel cd v € S* daca si numai daca
este generat de vectorii {1, €xra, ..., €n}, deci dim St =n — k.

Procedeul de ortonormare Gram-Schmidt.

Fie S = {vy, vy, ..., v, } un sistem liniar independent (nu neaparat baza) de
vectori din spatiul euclidian (V,(, )). Se pune problema obtinerii din acest
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sistem a altuia S = {ey,eq,...,€,} ortonormat si care sa genereze acelasi
subspatiu.

Solutia este data de Procedeul Gram-Schmidt, care inductiv construieste
acest sistem.

Intai calculim e1 = Hz—lu
1

Presupunem prin inductie ca am gasit {ey, e, ..., ex }, ortonormati. Atunci
pentru eg,; cautam intr-o prima faza un vector fr,; nu neaparat de lugime
1 dar care sa fie perpendicular pe toti {ej, es, ..., ex }. Fie

fra1 = age; + aseg + ... + agep + ap1Ups1. Observam ca subspatiul gen-
erat de { f1, fo, ..., fr+1} coincide cu cel generat de {vy, va, ..., Vg1 }. Impunem
conditiile de ortogonalitate fr 1 L ey, frr1 L €2, ..., fra1 L e, si obtinem

o]+ Oy < Vgg1, €61 >= 0 adica o= —Oy1 < Vg41,€1 >
g + gy < Vggq,€9 >=0 adica  ap = —agiq < Vgyq, €9 >
g + g1 < Vg1, e, >=0 adica  ap = —gy1 < Vki1, e > .

Inlocuind pe acestia in scrierea lui fiy1, obtinem ca

fra1 = Qrat (ka — > (k1 ei>ei) . Cum lungimea lui fj 1 nu ne in-
tereseaza la acest moment putem lua ay 1 = 1 si deci

k

Crt+1 = ﬂ unde fr41 = Vg1 — Z(Ukﬂ, €i)€;- (1.4.3)
| fren | —

pentru fiecare k pana la n.

Aplicatie: 1. Sa se arate ca vectorii v; = (1,2,—1) , v = (0,1,2) sunt
ortogonali, sa se ortonormeze sgi sa se completeze la o baza ortonormata a
spatiului.

Solutie. Calculam (v1,v9) = 1.0 4+ 2.1 — 1.2 = 0, deci v; §i vg sunt
perpendiculari. Ii ortonormam, e; = Hz_iH = \/ié(l, 2,—1) gl ey = ﬁ =
\/LE(O, 1,2). Pentru a-i completa la o baza ortonormata avem nevoie de inca
un vector ez care sa satisfaca: (e1, e3) =0, (e2,e3) =0, || e3 ||= 1. Luand e5 =
(2,9, 2) aceste conditii se scriu: x4+2y—2 =0, y+22z=0si 22 +y*+22 = 1.

Sistemul admite urmatoarele doua solutii e3 = :I:\/%)TO@7 —2,1).

2. Sa se ortonormeze sistemul de vectori S = {v; = (1,1,1),v =
(1,0,1),v3 = (0,1,1)} in raport cu produsul scalar uzual.

Solutie. || vy ||= v/3 si deci e; = \%(1, 1,1).
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Calculdm fo = vy — (vg, e1)e; = (1,0,1) — 2(1,1,1) = 3(1,—2,1), din care
80— L2 — 11 _
rezultd ey = 127 = \/6(1’ 2,1).

Calculdm f3 = v3—(v3, e1)e1—(v3, ea)ea = (0,1, 1)=3(1, 1, 1)+5(1, —2,1) =
7 )

Wl

%(—3,0,3) = %(—1,0, 1), din care rezulta ez = m = —2=(—1,0,1).
Sistemul S" = {e; = \/Lg(l, 1,1),e0 = \/ié(l, —2,1), e3 = \%(—1,0, 1)} este

ortonormat si genereaza acelasi subspatiu ca si S.

1.4.2 Proiectia ortogonala

Fie (V,(, )) un spatiu euclidian (nu neaparat de dimensiune finita) i S <V,
dim S = k.

Propozitia 1. Fie v € V un vector fixat. Exista un unic vector w € S,
numit proiectia lui v pe subspatiul S, astfel ca vectorul wt = v — w sa fie
ortogonal lui S. Notam atunci w = prg v.

Demonstratie. Fie Bs = {ey, e, ..., e} baza ortonormata in S (ea exista
comform procedeului G-S). Cautam w = Zle w'e; astfel ca wt = v — w s&
fie ortogonal lui S. Pentru aceasta este suficient sa fie ortogonal vectorilor
bazei, adica < v — Zle w'e;,e; >=0,Yj =1,2,.... k. Din faptul ca baza este
ortonormati rezultd ci < v,e; >= S5 w' < e;e; >= S5 w'dy = w;.

Astfel ca
k

prsv=w = g <, e > e (1.4.4)
i=1
in baza ortonormata Bg. Subliniem ca baza trebuie sa fie ortonormata pentru
a avea acesta expresie.

Consecinta. Fie S < V, dimS = 1, Bg = {e} cu || e ||= 1. Atunci
prsv=w=<uv,e>e.

Daca e nu este unitar atunci prg v =w = HeIHQ <wv,e>e.

Teorema Pitagora. In notatiile din Propozitia de mai sus avem
o l2=l w [+ | w™ 1%

Demonstratie. Avem, || v [?=< w + v, w 4+ wt >=< w,w > 42 <

w, wt >+ < wtwt >=||w ||? + || w ||?, deoarece < w,w >= 0.

Propozitia 2. Fie v € V, w = prgv si w™ = v — w. Dintre toti vectorii de

forma v — v cu u € S, vectorul w' are norma cea mai mica.
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Demonstratie. Vectorul v —u = (v — w) + (w — u) = w' + (w — u). Dar
w —u € S deoarece ambii sunt din S. Deducem ca prg(v —u) = w — u si
aplicim Th. Pitagora obtinem || v — u ||?=| w* |2 + || w — u ||?, adic&
| v —u||>|| wh || . Intuitiv avem desenul de mai jos.

Exercitic propuse.
1. Sa se ortonormeze sistemul {v; = (1,1,0) , vo = (—1,1,2)} i sa se

completeze la o baza ortonormata a spatiului.

2. Sa se ortonormeze cu Gram-Schmidt {v; = (=1,1,1),v, = (1,2, —1),
V3 = (1, 2, 3)}

3. Sa se gaseasca un complement ortogonal subspatiului
a) S = {(z1,x9,23)/x3 = 0}. b) S = {(x1, 22, 23) /71 = T2 = 73}

4. Sa se determine proiectia vectorului v = (1,1, 1) pe subspatiul generat
de vectorii

a) {Ul = (1,2,3),?)2 = (2, —1,0)} b) SQ = {{(Il,l’g,l'g)/l'l = Ty = 1'3}

O aplicatie importanta privind spatiile euclidiene se refera la metoda celor
mai mici patrate, dar aceasta implica si cunostinte de analiza matematica.
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Capitolul 2

Spatii afine

In capitolele anterioare am studiat vectorii din punct de vedere algebric,
eventual luand in discutie probleme geometrice privind lungimile (norma)
lor, unghiuri, perpendicularitate, etc.

Fiecare din noi gtim ca geometria se ocupa cu puncte, drepte, plane,
figuri geometrice, curbe, suprafete s.a. De o parte din aceste probleme ne
vom ocupa in capitolul de fata, asociind bijectiv componentelor unui vector
intr-o baza coordonatele unui punct. Aceasta corespondenta face trecerea
de la notiunile algebrice studiate anterior la geometrie si este fundamentul
geometriei analitice. In particular vom studia in acest capitol un spatiu
vectorial care constituie tocmai modelul pentru structura geometrica pe care
o analizam, este vorba despre spatiul vectorilor liberi geometrici.

2.1 Spatiu afin. Definitie, exemple

Fie (V, +, K) un spatiu vectorial gi M o multime oarecare. Vectorii lui V" o sa
ii notam de data aceasta cu ¥/, @, b, ...(fara a le da deocamdata alta semnificatie
decat in capitolele anterioare), iar elementele lui M cu A, B, C, ..., si le vom
numi puncte.

Definitie. Numim spatiu afin, atasat spatiului vectorial V, tripletul A =
(M, p, V), unde p : M x M — V este o aplicatie ce satisface axiomele:

Al. Fiecarui A € M si v € V 1i atasam in mod unic punctul B € M
astfel incat (A, B) = v.

A2. Pentru orice A, B,C € M , avem (A, B) + ¢(B,C) = ¢(A,C)

(axioma adunarii).

33
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Multimea M se numeste multime suport, iar V' se numeste spatiul direc-
tor al spatiului afin. Perechea (A, B) se mai numegte segment orientat sau
bipunct. Dupa cum K = R sau C spatiul afin A se numeste real sau com-
plex. Dimensiunea lui V' defineste dimensiunea lui 4, si notam dim. A = n
daca dimV =n

Consecinte:

1. VA,B € M si a € K, exista un singur punct B’ € M astfel incat
©(A, B") = ap(A, B), (axioma amplificarii cu scalari).

2. Dacid B = A, din A2. rezultd ci o(A4,A) =0¢e V.

3. Daca A = C, din A2. rezulta ca (B, A) = —¢(A, B).

4. Fixand un punct O € M | aplicatia po : M — V, po(A) = ¢(O, A),
defineste o bijectie.

Definitie. Tripletul Ao = (M, @0, V) se numeste spatiul punctual afin
legat punctului O. Ao se poate identifica atat cu M ca multime, cat si cu V
ca spatiu vectorial prin aplicatia po. Vectorul (O, A) se numeste vectorul
de pozitie al lui A si se mai noteaza cu OA. Elementele lui Ao, ca vectori
privite, se numesc vectori legati in O.

Daca V are o structura de spatiu euclidian cu produsul scalar notat pentru
cele ce urmeaza cu a - b, atunci acesta induce in spatiul punctual afin Ap
produsul scalar notat OA.- OB.

5. Pe multimea bipunctelor unui spatiu afin A introducem o relatie prin:

(A, B) ~ (C,D) < o(A, B) = o(C, D). (2.1.1)

Se verifica cu ugurinta ca relatia este de echivalenta (numita echipolenta)
i descompune pe M x M/~ in clase de echivalenta.

Definitie. Clasa lui (A, B) o notam cu AB si o numim wvector liber .
Multimea vectorilor liberi (spatiul cat) este in corespondenta bijectiva cu
V', prin aplicatia 7 € V — AB = {(A,B) / (A, B) = v}.

In baza acestei bijectii putem extinde ¢ de la multimea bipunctelor la
multimea vectorilor liberi, iar axiomele Al. si A2. nu vor depinde de
reprezentanti si se scriu:

A'l. VA € M i ¢ € V, exista un singur punct B € M astfel incat

AB =7
A2. VA B,C e M avem AD + BC = AC.
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2.1.1 Exemple de spatii afine

1. Orice varietate liniara L = vg + Sp, cu vg € V i Sp subspatiu intr-un
spatiu vectorial (V, 4, K), are structura de spatiu afin.

intr—adevér, consideram M = L si A=vy+v,B=vy+v3 € M, cu
v1,v9 € Sp, .

Definim aplicatia ¢ : (A, B) — B—A = (vg+v2)—(vo+v1) = va—v; € Sp.
Obtinem ca A = (L, ¢, Sp) verifica axiomele de spatiu afin.

In particular, orice subspatiu vectorial (deci chiar intreg spatiu V') are
structura de spatiu afin.

Urmatoarele exemple pot fi considerate cazuri particulare de varietati
liniare afine.

2. Spatiul afin standard. Am vazut ca spatiul (K", 4, K) este un spatiu
vectorial, numit gi aritmetic, K fiind un corp. Deci el are o structura de
spatiu afin A = (K", p, K"). Pentru A = (a',...,a") si B = (b', ..., b") definim
o(A,B)=B—-A=("—a',..,b" —a") € K"

Daca O = (0,0,...,0) si A = (a',a®...,a™) atunci vectorul de pozitie al
punctului A este OA = (a',a?...,a"). Putem considera relatia de echivalenta
de mai inainte (A, B) ~ (C, D) daci b’ —a' = d'—c', pentru orice i = 1,2..,n.
Obtinem vectorul liber AB ca fiind clasa de echivalenta a lui (A, B).

Sa observam ca vectorii O?,M,B—B>, .., definesc aceeasi clasa, numita
vectorul nul si notat cu 0.

Pentru n = 1,2,3 si K = R recunoagtem aici cunostinte de geometrie
analitica din liceu, pe dreapta, in plan, in spatiu.

Pana a clarifica lucrurile mai avem de introdus un exemplu si apoi aceasta
generalizare pentru un n natural oarecare.

3. Spatiul afin al vectorilor geometrici. Acest exemplu a condus prin
generalizare de-a lungul timpului la notiunea de spatiu afin. Este vorba de
un spatiu vectorial care poate fi privit cu structura afina descrisa mai sus la
varietatile liniare afine.

Presupunem cunoscuta introducerea axiomatica (a lui Hilbert, spre ex-
emplu) a planului sau spatiului euclidian. Notam cu M = {4, B, ..} punctele
planului sau spatiului euclidian (mediul ambiant).

Pentru orice A, B distincte putem discuta de dreapta suport (directie)
determinata de ele gi de segmentul orientat (A, B), lungimea sa notandu-
se cu || AB || si se face cu o unitate de masura. A se numeste originea
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segmentului orientat iar B extremitatea sa, sensul fiind de la origine spre
extremitate.

Definitie. Doua segmente orientate (A, B) si (C, D) se numesc echipolente
daca au aceeasi directie (sunt pe aceeagi dreapta sau pe drepte paralele),
aceeagi lugime si acelagi sens (extremitatile lor se gasesc in acelagi semiplan
determinat de dreapta ce uneste originile).

D

B
C

A
Relatia de echipolenta este o relatie de echivalenta pe M x M.

Definitia 2. Se numeste vector geometric liber clasa de echipolenta a unui
segment orientat (A, B) si il notam cu AB. Pentru prescurtare vom mai folosi

notatia AB =a.

Pentru a avea o imagine intuitiva vom desena reprezentantul vectorului
ABin punctul A, asigurandu-ne ca ce urmeaza a discuta despre el nu depinde
de reprezentat. Notam cu 0 = AZ, si 1l numim vectorul nul.

Notam cu V = M x M/ ~ multimea vectorilor geometrici liberi. In con-
tinuare pentru comoditate o sa-i numim simplu vectori. Dupa cum M este
o dreapta, plan sau spatiul euclidian o sa mai precizam cu Vi, V,, respectiv
V3 vectorii corespunzatori.

Pe V definim urmatoarele operatii:

I. Suma a doi vectori, a + 5, ca fiind clasa de echipolenta a segmentului
orientat diagonala dintr-un punct fixat O in paralelogramul determinat de
reprezentarile vectorilor a@ si b in punctul O. Definitia data este cunoscuta
sub denumirea de requla paralelogramului si din considerente de asemanarea
figurilor nu depinde reprezentantii alesi.

—

Q
QL
+
Syl
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In baza definitiei echipolentei vectorilor o regula echivalenta este regula
triungiului:
7 b

0 a+b

Numim opusul vectorului a@ clasa de echivalenta a segmentului de aceesi

lungime cu @ dar de sens opus pe dreapta suport. Notam opusul cu —a.
Verificam cu uguringa urmatoarele axiome de grup abelian pentru (V, +) :
1. adunarea este asociativi, @+ (b+ @) = (@ +b) + ¢ ;
2. adunarea este comutativa, a + b=b+a ;

3. vectorul 0 verifica, @+ 0 =a ;

1

4. opusul lui @ verifica, @ + (—a) = 0,
pentru orice @, g, cev.

I1. Definim amplificarea cu scalari o € R a unui vector a ca fiind vectorul
ad al carui reprezentant intr-un punct are aceeasi directie cu @, acelasi sens
daca a > 0 sau contrar daca o < 0, iar lungimea || ad ||=| a ||| @ || .

Definitia nu depinde de reprezentanti si satisface axiomele:
1. (o« + p)ad = ad + pa;

2. a(@+b) = ad+ ab;

3. a(Ba@) = (a- B)a;

4. la=a,

pentru orice o, 5 € R si a, be .

Din aceste lucruri deducem ca

Teoremda. (V,+, R) este un spatiu vectorial real.

Constructia spatiului afin corespunzator este cea de la varietati liniare.
De fapt, noi aici am plecat de la un sistem geometric axiomatic si am construit
aceasta structura afina.

V1, +, R), Vs, +, R), (V3, +, R) reprezinta spatiile vectorilor de pe dreapta,
din plan, respectiv din spatiul euclidian. Doi vectori din (V;, +, R) se mai
numesc coliniari, iar doi vectori din (Vs, 4+, R) se numesc coplanari.

Propozitia 1. Pe dreapta V; orice doi vectori sunt liniar dependenti. Ex-
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ista vectori de lungime 1.

Demonstratia este clara deoarece v; si U5 avand acelasi suport ei sunt
proportionali, adica v; = ats, deci sunt liniar dependenti. Orice vector
nenul impartit la lungimea sa devine de lungime 1.

Fie O fixat pe dreapta gi € € V; cu || € ||= 1, numit versor pe dreapta.
Ansamblul R = {O, €} se numeste reper pe dreapta. Daca M este un punct
arbitrar pe dreapta, exista un unic x € R astfel incat vectorul legat OM = z¢.
Am obtinut in reperul R o corespondenta bijectiva M € V; < = € R, numita
sistem de coordonate pe dreapta si spunem ca M are coordonata x in reperul
R , scriem M (z). Conditia ca || € ||= 1 nu este obligatorie intr-un reper pe
dreapta. In acest caz general reperul se numeste afin pe dreapta.

Dreapta cu orientarea data de reperul R , se mai numeste axa. Deducem
ca dim Vl =1.

Propozitia 2. In planul V, orice trei vectori sunt liniar dependenti. Exista
doi vectori liniar independenti in plan.

Demonstratie. Fie v1,05,U3 € V5 si O un punct fixat. Reprezentam
vectorii in punctul O si descompunem paralel U3 dupa directiile lui o si Us.

Obtinem ca OAs; = aOA; + fOA; si trecand la clasele respective rezulta
ca U3 = av) + [, adica vectorii sunt liniar dependent;.

Daca consideram O, Ay, As trei puncte necoliniare atunci vectorii OA; =
€1 §i OAy = €5 sunt liniar independenti, neavand aceeasi directie. Ansamblul
R = {0, €1, ey} se numeste reper afin in plan. Daca M este un punct arbitrar
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din plan atunci OM se descompune unic paralel dupa directiile O—Al> si O—AQ>
adica, OM = 2OA; + yOA; = x€; + yés, cu x,y € R numite coordonatele
punctului M in reperul R si notam M (z,y). Corespondenta bijectiva M «
(z,y) se numeste sistem de coordonate in plan. Notam ca dim Vs = 2.

De observat ca vectorii reperului nu sunt neaparat de lungime unitate
sau perpendiculari. Daca in particular se intampla ca vectorii reperului sa
fie de lungime unitate si de directii perpendiculare, atunci reperul se numeste
cartezian i pentru a-l distinge se noteaza cu R = {O,Z;} si se reprezinta
intuitiv ca mai jos:

(.

Propozitia 3. In spatiul euclidian V5 orice patru vectori sunt liniar dependent;i.
Exista trei vectori liniar independenti in spatiu.

Demonstratie. Fie vy, U5, 03,04 € Vo si O un punct fixat. Reprezentam
vectorii in punctul O si descompunem paralel v, dupa directia lui 3 pana
obtinem un punct A} in planul OA; Ay (presupunand ¢, 7, necoplanari).

Apoi descompunem in planul OA; Ay pe OA, dupa directiile lui o5 si 0.

Obtinem ci OA, = aOA, + fOA; . Dar OA, = OA, + A|A, = aOA, +
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BOAs +~v0OA;s. Trecand la clasele respective rezulta ca vy = avy + Pvs + U3,
adica vectorii sunt liniar dependent;.

Daca consideram O, Ay, Ay, A3 patru puncte necoplanare atunci vectorii
m = €] si O—>AQ = €3, OA3 = é3 sunt liniar independenti. Ansamblul
R = {0, é&),é, €3} se numeste reper afin in spatiu. Dacd M este un punct
arbitrar din spatiu atunci OM se descompune unic paralel ca mai sus adica,
OM = x0A; + yOA; + 20A; = x&) + yés + 263, cu z,y,2 € R numite
coordonatele punctului M in reperul R si notam M (z,y, z). Corespondenta
bijectiva M « (z,y, z) se numeste sistem de coordonate in spatiu. Notam
ca dim Vs = 3.

Daca se intampla ca vectorii reperului sa fie de lungime unitate si de
directii perpendiculare, atunci reperul se numeste cartezian in spatiu si pen-
tru a-l distinge se noteaza cu R = {0, 1, j, k} si se reprezinta intuitiv ca mai
jos:

Cele trei propozitii de mai sus, desi elmentar de simple, se cuprind intr-un
singur enunt, numit teorema fundamentalda a geometrieir analitice.

Daca intr-un reper, sa zicem din spatiu R = {O, &}, €, €3}, consideram
punctele A si B de coordonate A(a',a?,a®) si B(b', %, b3), atunci din axioma
A’2 a unui spatiu afin avem ca OB = Oj—l—A—B>, astfel ci AB = OB —OA =
(0" — aV)é, + (b2 — a2)é, + (b8 — a®)é;. Obtinem ci vectorul AB fixat in O ar
avea componentele (b — al,b? — a2, b® — a?).

Am obtinut astfel o corespondenta mai clara intre V ca spatiu afin si
spatiul afin standard. Aici am folosit indici sus pentru a pune in evidenta
tocmai acesta corespondenta. De regula vom folosi indici pusi jos.

2.1.2 Sisteme de coordonate in planul si spatiul euclid-
ian

Am obtinut in planul si spatiul euclidian repere afine la modul general,
iar atunci cand luam in considerare structura euclidiana am obtinut repere
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carteziene pentru care bazele reperelor sunt ortonormate. Avem mai sus
reprezentarea lor geometrica. Coordonatele unui punct in acest caz se numesc
coordonate carteziene.

In aplicatii, in special in tehnica, se folosesc si alte tipuri de coordonate
pe care le introducem in continuare gi vedem legatura lor cu cele carteziene.

a) coordonate polare in plan. Consideram o axa {O,i} si ca sens de
parcurs in plan raportat la axa cel trigonometric

Un punct M va fi precis cunoscut daca dam distanta p =|| OM || si
unghiul ¢ dintre axa si (OM), orientat trigonometric.

Sistemul (p, @), cu p > 0 si ¢ € [0,27), se numesc coordonate polare in
plan.

Daca {O, 1} o consideram drept axa Oz si construim Oy perpendiculara
in O pe Oz, obtinem un reper cartezian in care M are coordonatele M (x,y).
Legatura intre cordonatele polare si cele carteziene este

T =pcosy ;y=psing (2.1.1)

Invers, p = /22 + y? i pana la precizarea cadranului tgp = y/x.

b) Coordonate cilindrice in spafiu. Cosideram pentru simplitatea ex-
punerii de la inceput un punct M (x, y, z) intr-un reper cartezian R{O, i, 7, k}.
Proiectam ortogonal punctul M pe planul Ozy si obtinem punctul M’ pentru
care consideram coordonatele sale polare in acest plan, p si .

M(z,y,2)
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Punctul M este perfect determinat de (p, ¢, z) numite coordonate cilin-
drice in spatiu. Legatura intre coordonatele cilindrice gi cele carteziene este
T =pCcosp; y=psing; z==z.

c) Coordonate sferice in spatiu. Consideram aceeasi constructie ca la
coordonatele cilindrice, dar in locul lui p =|| OM’ || sialui zdam R =|| OM ||
si unghiul 6 € [0, 7] dintre axa Oz i OM.

Cum || OM' ||= Rsinf si z = Rcos#, inlocuind in coordonatele cilindrice,
obtinem

x = Rsinfcosy ; y= Rsinfsiny; z = Rcosb. (2.1.2)

Legatura inversa se obtine imediat, R = /2% +y>+ 22, tgp = y/x,

cost = z/ \/x? 4+ y? + 22

2.1.3 Repere intr-un spatiu afin. Schimbarea reperelor.

Consideratiile privind vectorii geometrici liberi ne permit sa generalizam
notiunea de reper la un spatiu afin oarecare de dimensiune finita, A =

(M, p, V), dim A = n.

Fie O un punct fixat si B = {€}, €3, ..., €, } 0 baza in V. Consideram spatiul
punctual afin Ao ca spatiu vectorial. Atunci din unicitatea scrierii intr-o
baza, vectorul OM se descompune unic dupa baza B, pentru orice punct
M, adica OM = ', + 228, + ... + "¢, = >or '€ Astfel corespondenta
M e A« (2t 2% ...,2") € K" este bijectiva.

Definitie. Numim reper in spatiul afin A = (M, p,V) ansamblul R =
{0, €}, 86, ..., &, }. In acest reper spunem c& M are coordonatele M (x!, 22, ..., z™).
De reguld vom folosi prescurtarile R = {0, €;} si M (x?).

Intr-un spatiu afin pot exista mai multe repere afine. S& consideram dous
dinele R = {0, ¢} siR' ={0,¢ Fie S = (s}) matricea de trecere

i=1n i=1n"
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de la baza B = {¢;} la baza B’ = {€/} si vectorul 00 sil descompunem
dupa baza B :

W:ZS@ D= sid, j=1,2,..n. (2.1.3)
=1 =1

Un punct M din spatiu afin poate fi privit atat din reperul R cat si
din R/, astfel c& el va avea coordonatele M(z?) in R si M(z") in R’, asta

inseamnd i OM = S0 2i¢ si OM = S, 2. Scris dupd baza B
= 2= V6§ = 2.j=1 776 p
—
7 o n s n 1§ n iz n n AN
vectorul O'M = Y7, 098 = Y0y ¥ (L, 5065) = Yy (), i) &,

= / . A o N .
Dar OM = 00'+0'M si egaland componentele dupa vectorul €; obtinem,

Teorema. La schimbarea de repere R — R’, coordonatele unui punct M
se schimba dupa regula

p=Y sl s i=1,2..n (2.1.4)
j=1

Putem memora mai usor aceasta formula folosind o scriere matriceala.

Fie X matricea coloand cu componentele (z%), X’ cu componentele (z) si
S = (s}) matricea patratica de trecere de la baza B = {&;} la baza B’ = {¢}},
(vezi notatiile de la schimbari de baze). Notam cu Sy matricea coloana de
componente (s', ..., s"). Atunci formula (2.1.4) devine

X =8X"+ 5. (2.1.5)
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Daca Sy = 0 schimbarea de repere se numeste centroafina iar daca S = I,
matricea unitate, obtinem o translatie a reperelor afine.

2.2 Produse cu vectori geometrici

Dupa ce am facut acesta generalizare privind reperele afine revenim cu inca
cateva chestiuni privind spatiul vectorilor geometrici liberi. Vom arata ca
acest spatiu vectorial are o structura de spatiu euclidian si in plus chiar o
structura de algebra.

2.2.1 Produsul scalar a doi vectori

Intai vom defini unghiul a doi vectori ca fiind unghiul mai mic dintre directiile
lor. Notiunea de lungime (norma) a unui vector am definit-o ca fiind lungimea
segmentelor orientate echipolente.

Definitie. Prin produsul scalar a doi vectori a si b intelegem numarul real
a-b=[allllb cos(a,b).

Deci un produs scalar defineste o aplicatie - : V x V — R.

O prima observatie este ca @-b = 0 daca si numai daca @ L b sau eventual
unul din vectori sa fie vectorul nul.

Prpoprietati:

l.di-b=b-a

2. (ad)-b=a(@-b)=a- (ab)
3.d-(b+&)=a-b+a-c

Exceptand 3. demonstratia acestor afirmatii este imediata. Pentru 3.
dam o justificare utilizand proiectia unui vector pe o axa. Dar de observat
este faptul ca aceste proprietati sunt tocmai axiomele unui spatiu euclidian,
deci (V,-) este un spatiu euclidian.

Definitie. Fie (O, €) o axa si b un vector dat. Prin proiectia vectorului b
pe axa intelegem

=, =

preb = b || cos(€,b) €= (¢ b)é.
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B

Mai general, daca consideram € versorul unui vector a, adica € = |

B

atunci prin proiectia lui b pe d intelegem

—,

prab = (€-b)e =

S
[\
8y

(2.2.1)

o

S

=

a

Folosind proiectia pe directia lui @ obtinem, pra(l; +0) = prdl; + prac.

Folosind acum formula (2.2.1), obtinem ¢& @- (b+¢&) =d-b+a- ¢
Sa facem acum cateva observatii privind spatiul punctual afin.

Fie R = (O,Z, 7, /2) un reper cartezian si A(ay, ag,as), B(by, by, b3) doua
puncte.

—

Tmand cont cd reperul este ortonormat, i ; =i -k = j k=0 si
I z 1=l j ||—H k H si de proprletatﬂe produsului scalar, vectorii @ = OA =
alz + CL2] + agk si b=0B = blz + sz + bgk: vor avea produsul scalar

—

a-b= Cllbl -+ a/2b2 -+ a3b3 (222)

adica tocmai produsul scalar uzual (gtim ca in orice baza ortonormata orice
produs scalar coincide cu cel uzual).

Avem || a@ ||= \/a1 + a3 4 a3 si lungimea vectorului AB = OB — OA =

(b1 — a1)i + (by — as)j + (bs — a3 )k va fi

| AB ||= /(b1 — a1)? + (by — az)? + (b3 — az)?. (2.2.3)
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2.2.2 Produsul vectorial a doi vectori geoemetrici liberi

Vom introduce intai notiunea de orientare in spatiu.

Doua repere afine in V' se numesc la fel orientate daca matricea schimbarii
de baze are determinatul pozitiv. In caz contrar ele sunt invers orientate.

Prin definitie reperul ortonormat R = (O, 1, 7, l;) se zice ca este direct
orientat (sau pozitiv orientat). Orice alt reper care se obtine in O printr-o
schimbare de baze cu determinat pozitiv este direct orientat, spre exemplu
R = (O, 7, E Z) in schimb reperul R = (O, .1, E) este invers orientat.

Mai general, vom arata in capitolul urmator ca daca i este Versorul lui

k: este versorul lui ¢ si b este un vector nu neaparat de versor j dar
51tuat in planul perpendicular pe (O,d,¢) i obtinut din @ printr-o rotatie
in sens trigonometric de unghi < 7, atunci reperul (O,d, I;,c_) este direct
orientat. Aceasta este cunoscuta si sub denumirea de regula burghiului.
intreg ansamblul poate fi privit independent de (O, Z, f, E)

Definitie. Prin produsul vectorial a doi vectori intelegem vectorul definit
de aplicatia

-

x:VxV oV, (@b)—dxb
astfel Incat:

@ x b are directia perpendiculara pe planul vectorilor a si b fixati Intr-un
punct O.

-

@ x b are sensul astfel ca reperul (O, a, 5, a x b) sa fie direct orientat.

laxbl=[alllbllsin(@b).
Proprietati.
1.@axb L (ab).
dxd=0sgadx b =0 daci si numai daca b este coliniar cu @

2

3

4. @ xb=—bxad.
5 | @x b ||= aria paralelogramului construit pe vectorii @ si b fixati
intr-un punct, deoarece Ay, = || @ || h=| a@ ||| b] sin(a@,b) =|ax b .
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Sx!
>

ST

6. Constructia lui a@ x b intr-un punct.

Consideram un plan 7 perpendicular in O pe @ si proiectam pe m extrem-
itatea B a vectorului b, rezulta punctul B’ € .

1 T . /o T o 1 - . o
Avem || OB ||=|| b || sin(d@,b). Amplificam OB’ cu || @ || si rezulta
ARl AR = AR
OB"=0B"||d| cu||OB" ||=]|axb]| .
Rotim OB" cu un unghi de 90° si obtinem OB"” = @ x b, construit in O.
Folosind aceasta constructie, prin proiectia paralelogramului construit in
O pe vectorii b si ¢, i apoi rotit cu 90°, obtinem:
7.ax (b+8)=axb+axCd
Sé facem cateva consideratii privind produsul vectorial intr-un reper ortonor-
mat R = (0,1, ], k).

Fie ¢ = alf—i— Clzj—i— a;;E si b= bJ—l— bgj—i— ng. Din definitia produsului
vectorial obtinem urmatoarea tabla pentru inmultirea vectorilor bazei

x |7 |7 |k
0 [k |7
Jl-k|0 |7
k] |0

si folosind proprietatile produsului vectorial obtinem:
EI: X b = (agbg — agbg);— (a1b3 — (l3b1>j+ (a11)2 — agbl)k,
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sau sub o forma mai usor de memorat avem determinantul formal scris

i gk
axb= a) ag as (224)
by by bs

Daca My (zg, Yk, 2k ), sunt varfurile unui paralelogram, k = 1,2, 3,4, atunci
aria paralelogramului este || My Myx My My ||, iar aria triunghiului AM; My M,
este % H M1M2 X M1M4 H .

2.2.3 Produsul mixt (exterior) a trei vectori geometrici

Acest produs nu presupune o operatie in plus.

Definitie. Prin produsul mixt al vectorilor a, b si ¢ intelegem scalarul

(a, b, 5) —G-(bx ). (2.2.5)

Acesta se mai noteaza (c?, b, E) = a A bACgiin aceasta notatie mai este

cunoscut sub denumirea de produs exterior.
Proprietati:

1. <c_i, g, 5) =0<a, l;, ¢ sunt coplanari.

Intr-adevir, ( b, E) = 0 implica @ L (5 x C), dar (I; x ) L (5,6’), deci
a € (b,¢) adica @, b, ¢ sunt coplanari.

Invers, d, g, ¢ sunt coplanari implica @ = ﬁg + ¢ si deci
@ (bx@) = (Bb+78) - (bx &) = Bb- (bx &) +7T (b x &) = 0 deoarece
bl (bxc)sicLl (bxc)

In particular deci retinem ca (g, Z;, 5) = 0.

2.

dimensiuni, fixati intr-un punct.

| BX = Ay ey 51 Volpar = Ay gah =l BxE [ @ ||| cos(@, (bx ) |=

D
| (a,z?,a) |

— —
I — —

a, b, c) |= volumul paralelipipedului construit pe vectorii @, b, ¢ ca
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3. Volumul tetraedrului construit pe a, 5, C este (din geoemetria elemen-
tara) % din volumul paralelipipedului construit pe vectorii a, b, ¢ ca dimensi-
uni.

4. Expresia analitica a produsului mixt.

Fie d = aJ—l— agj—i— aglg , b= bﬁ—i— bﬁ—i— b3E sic= cJ—i— cgf—i— 0312 trei vectori
intr-un reper ortonormat. Vectorul b x ¢ se calculeaza cu un determinant de
forma (2.2.4) si tinand cont de formula de calcul a produsului scalar uzual

rezulta ca (c?, b, E) = d - (b x ¢) este tocmai dezvoltarea pe prima linie a
umatorului determinant

. a; Gz as
<6,b,5> = by by by (2.2.6)

C1 Cy C3

Aplicatie. Fie My(xg, yx, z), k = 0,1, 2,3, patru puncte necoplanare. Sa
calculam volumul tetraedrului de aceste varfuri.

Consideram a = M()Ml, g: MOM2 §l c= M()Mg. Atunci

1 . 1 — 2o Y1 — Yo %1 — 20
Vol = 6 | <a7bac> |= Ty —To Y2 — Yo 22 — 20
T3 —To Ys — Yo 23 — 20

™

unde € = +1 astfel ca aceasta cantitate sa fie pozitiva.

2.2.4 Dublul produs vectorial

Definitie. Numim dublu produs vectorial al vectorilor @, l;, ¢ vectorul dat de
ax (bxa).
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De notat ca inmultirea vectoriala nu este asociativa si deci ordinea paran-
tezei conteaza esential.

Intr-adevir, s& observam ci (bx &) € unui plan L (b, @) si atunci @ x (bx )
este perpendicular pe (5 X €), deci in planul lui b si ¢ astfel ca @ x (l; X €)=
ab+ Gc. Urmeaza determinarea scalarilor a, 3. Acest lucru se face prin calcul
direct intr-un reper ortonormat, eventual convenabil ales. Se obtine

-,

Ax (bxd&) = (@ ab— (@ b)e (2.2.7)

cunoscuta sub denumirea de formula lui Gibs.

Si observam ci (@ x b) x @= —&x (@ x b) = —(¢- b)a@ + (- @)b, adica cu
totul alt vector decat @ x (b x ©).
Aplicatie. Aratati ca

Ax(bxd)+bx (@xa)+ex(@xb) =0 (2.2.8)

numita ¢dentitatea lui Jacobi.

Demonstratie:
ax (bxd) = (@ -ab—(a-b)e
bx (@xa)=(b b

-a)c— (b-0)a
Ex (@xb)=(Z-b)a— (¢-a)b.
Prin adunare, din comutativitatea produsului scalar, doi cate doi din
vectori se reduc si rezultatul este 0.

Incheiem cu o remarci. (V,+, R) are o structura de spatiu vectorial si
in plus pe V am definit o operatie interna, cea de produs vectorial care este
distributiva fata de adunarea vectorilor gi verifica un fel de asociativitate la
amplificarea cu scalari reali. Ansamblul acesta de spatiu vectorial plus un
produs cu proprietatile amintite se numete algebra , ((V,+, R), X).

Algebra vectorilor geometrici liberi este anticomutativa, nu este asocia-
tiva dar verifica identitatea lui Jacobi. Se spune ca este o algebra Lie si este
exemplul cel mai la indemana de o astfel de algebra ce constituie un capitol
in sine in matematica.

2.2.5 Extinderi ale produsului mixt si vectorial

Fie (V,+, R) un spatiu vectorial real, dimV = n si B = {e;};,_1;; o0 baza a
sa.
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Sa consideram n vectori z, , a = 1,2,...,n. Descompusi dupa baza B
acestia se scriu

n
To = g xie;, Ya=1,2,..n.
i=1

si deci scriem x, = (2}, 22, ..., 2") componentele vectorului z, in baza B.

Definitie. Numim produsul mizt (exterior) al vectorilor {z4} .1 In baza
B urmatorul numar real

(1, T2, .oy xp) = det (:L”a) =1 ) (2.2.9)
Ty e Ty

Proprietati.
1. Produsul mixt depinde de baza aleasa.
2. (21,29, ...,2,) = 0 daca gi numai daca vectorii sunt liniar dependenti

(un determinant este 0 daca si numai daca o linie este combinatie liniara de
celelalte).

3. Daca schimbam ordinea a doi vectori, produsul mixt igi schimba sem-
nul.
4. Fie B' = {e};-15; 0 altd bazd si S = (s}) matricea de trecere de la B la

B, adica ¢} = > 71" s’e;. Aceasta determina schimbarea de coordonate 7, =

>y siad, Va = 1,2,...,n. Trecand la determinanti obtinem ca det (z},) =

Adet (27) , unde A = det S. Altfel scris am obtinut
(Q?l,IQ,...,Qﬁn)B :A(l’l,xg,...,.fn)B/ (2210)

unde primul produs mixt este in baza B iar cel din dreapta in baza B’.

Presupunem ca V' are structura euclidiana cu produsul scalar g(z,y).

Avem gi, = glef, €) = 9301y skei 251 Sn€i) = D51 Sishglen €j) =
2 ij=1 SkShii-

Adica, matriceal G’ = S*-G- S, si trecand la determinanti rezulta det G’ =
A%det G.

Sa presupunem in continuare ca B este o baza ortonormata in raport cu
produsul scalar g, deci g;; = 6;; 51 G = 1.

Deducem ca det G/ = A?, adica A = +v/det G'. Daca bazele sunt la fel
orientate atunci A = v/det G/, iar daca sunt invers orientate A = —+/det G'.
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Revenind in (2.2.10), rezulta ca
(Ih T2y -uny xn)B = t+Vvdet G,<CL’1, T, .., xn)B’ (2211)

Daca si B’ este ortonormata si la fel orientata ca B atunci A = 1, si deci
produsul mixt a n vectori este acelasi in orice doua baze ortonormate si la
fel orientate.

Aplicatie. Sa consideram B o baza ortonormata fixata, deci produsul
scalar coincide cu cel uzual, z -y = Y7 | &'y §i {Za}toets » {Vataetn doud
sisteme de n vectori. Produsele lor mixte in baza B satisfac

(Z1, T2, ey ) (Y1, Y2, oy Y) = det (@) - det(y}y) = det (a?)) - det(y))! =
det((x%) - (y))").

Dezvoltat aceasta Inseamna

T1-Yr T1°Y2 - T1°Yn
(21, T2, ooy ) (Y1, Y2y ooy Yn) = To Y1 T2 Y2 952 “Yn (2.2.12)
Tn Yl Tp Yo eoee Ty Yn
numit determinantul Gram al celor doua sisteme de vectori.
In particular daca cele doua sisteme de vectori coincid, obtinem
T1+T1 T1°-T2 ... T1°*Tp
(21, oy oy )% = | T2 T2 e T2 (2.2.13)
Tp L1 Ty T2 oo. Tp Ty

si ca o consecinta avem ca n vectori intr-un spatiu n dimensional euclidian
sunt liniar dependenti daca si numai daca determinantul lor Gram este 0.

Sa introducem o notiune care sa generalizeze si produsul vectorial.

Fie z1, x9, ..., x,_1 vectori intr-un spatiu cu n dimensiuni, B = {ei}i:m 0
v . n )
baza si xo =) . xhe; , Va=1,2,..,n— 1.
Definim produsul vectorial al celor n — 1 vectori ca fiind vectorul
€1 €9 B
1 2 n
(1'1 X XTg X ... X 1'7171)3 = 1 1 1 (2214)
1 2 n
Th—1 Tp-1 Lp—1

Aplicatia f : V — R data de f(z) = (z, 21, 22, ..., ©,_1) verifica



Varietati liniare afine 53

flax + By) = af(x) + Bf(y), s mai incolo o si o numim liniara.
Prpoprietata.
1. Produsul vectorial depinde de baza aleasa.

2. Daca vectorii x1, o, ..., ,_1 sunt liniar dependenti atunci produsul lor
vectorial este 0.

3. Presupunem ca B este baza ortonormata in spatiul V' euclidian si
facem schimbarea de baze B > B Tinand cont de aplicatia liniara f si de
(2.2.11) deducem ca

+

vdet G

4. Tot tinand cont de f si dezvoltarea unui determinant pe prima linie,
obtinem ca z, - (1 X X9 X ... X ,,_1)p = 0,Vao = 1,2,...,;n — 1, adica z, L
(r1 X T3 X ... X T,_1) sl aceasta indiferent de baza aleasa.

(331 X XTg X ... X an,l)B = (;Ul X Tg X ... X .Cl,’nfl)B/.

2.3 Subspatii afine. Varietati liniare afine

In aceastd sectiune vom introduce geometria analitica a dreptelor, planelor
si a generalizarilor lor intr-un spatiu afin. In particular spatiul punctual afin
il vom considera cu structura euclidiana.

Fie A = (M, p,V) un spatiu afin, M’ C M o submultime nevida si
V' <V subspatiu.

Definitie. Se numeste subspatiu afin tripletul A" = (M’ o/ ppxanr, V') cu
proprietatile:

A'l. ¢(A,B)e V!, VA, Be M’

A2, VA € M’ i ¥ € V' exista un singur punct B € M’ astfel incat
©(A, B) = .

Remarcam deci ca A’ are la randul sau o structura de spatiu afin. Di-
mensiunea lui V' da dimensiunea subspatiului afin. Se defineste ca la spatii
afine relatia de echipolenta si clasa lui (A, B) o notam AB.

Propozitia 1. Fie Aun spatiu afin si V' < V subspatiu, M, € A fixat.
Atunci

A={M/MecA, MM =4v,VieV'}

este un subspatiu afin in A, numit subspatiul ce trece prin M, si are pe V'
ca subspatiu director.
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Demonstratia decurge din faptul ca VA, B € M/, AB = M, §—MOZ eV’

In continuare sa presupunem ca dimV = n si ca dim V' = m, generat de
sistemul de vectori {¥, Uy, ..., U, } liniar independenti. Atunci

MoM =" N5, (2.3.1)
j=1

cu N € K scalari.

Definitie. Un sistem de m + 1 puncte { My, My, ..., M,,} din Ase numeste

afin independent daca vectorii { MoM;, ..., MoM,,} sunt liniar independenti
inV.

In acest caz putem inlocui in (2.3.1) vectorii @; cu MyM, si definim:

Definitie. Numim subspatiul afin generat de punctele { My, M, ..., M, }
din A , subspatiul ce trece prin M, si are ca subspatiu director cel generat
de vectorii {M()Ml, ey M()Mm}

Ecuatia acestui subspatiu este

ol = S N, (232)

Fie O € A un punct fixat si Ap spatiul punctual afin atagat. Consideram
M, € A dat si V' < V subspatiu.

Definitie. Numim wvarietate lintara afina o submultime L de puncte M
din A cu proprietatea ca

OM = OM, + V. (2.3.3)

Observam ca orice varietate liniara afina este un subspatiu afin ce trece
prin M, si are pe V' ca subspatiu director deoarece MyM = OM — OM,.
Invers, fixand elementele O, My si V' subspatiul afin se scrie ca o varietate
liniara.

Sa discutam cazul finit dimensional, dim V' = n i dim V' = m, generat de
sistemul de vectori {¥}, Uy, ..., U, }. Din (2.3.1) obtinem ca varietatea liniara
ce trece prin My si are pe V' ca subspatiu director este

OM = OMy + > N3, (2.3.4)
j=1
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iar din (2.3.2) rezulta ca varietatea liniara determinata de punctele
{My, My, ..., M,,} afin independente este

OM = OMy + Y N M,M,. (2.3.5)
j=1

O varietate afina de dimensiune m se mai numeste m—plan.

In particular un 1—plan se numeste dreaptd iar un (n—1)—plan se numeste
hiperplan.

In continuare vom da ecuatii intr-un reper afin R = {0, €;}
dreapta si hiperplan.

=T, bentru

Dreapta. 1. Ce trece prin My si are pe V' = {7} ca subspatiu director:

OM = OM, + M\

ecuatia vectoriala a dreptei, sau scrisa pe componente obtinem ecuatiile para-
metrice:
r=x,+ N ;1=1,n.

Eliminand parametrul A obtinem ecuatiile canonice ale dreptei:

1 1 2 2 n n

i B n

2. Dreapta determinata de punctele M, si M;, ecuatia vectoriala se obtine
din (2.3.5):

OM = OMgy + AMyM;.
Scrisa pe componente obtinem ecuatiile parametrice:
i i iy . T
r=xy+ANz]—xy) ;i=1n
din care prin eliminarea parametrului A obtinem ecuatiile canonice:

1 1 2 2 n n

1 1= 2 2 T T o n
T3 — Xy  T1— Ty Ty — Xy
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Hiperplanul. 1. Ce trece prin M, si are pe V' = {¥}, 0, ..., 0,1} ca
subspatiu director:

n—1
é . N
OZ@ = OM0+ E /\]Uj
Jj=1
care scris parametric ne da

n—1
=z + E NI s e=1,n.
j=1

Observam ca vectorii {OM — OM,, Uy, Vs, ..., Up_1} sunt liniar dependenti
si din proprietatile produsului mixt a n vectori rezulta ca acesta va fi nul,
(OM — OMy, vy, Vs, ...,Un_1> = 0, adica indiferent de reper determinantul

cu componentele lor va fi 0,

1 2 2 n n
IL‘ 1_ ‘/I’.O .’L‘ 2_ xo ...... .1' - xo
n
I 2o " _
1 2 n
ln 1 ln 1 ------ ln 1

numita ecuatia scalara a hiperplanului.

2. Hiperplanul determinat de n puncte afin independente se obtine asemana-
tor scriind faptul ca vectorii {OM — OMy, OM; — OM,, ...., OM,,_; — OM,}
sunt liniar dependenti, adica produsul lor mixt este 0,

1 1 2 2 n n
:L‘l - x? x2 — xg ...... " — x
n n
Ty — x5 X —TF e I N
1 1 2 1 n 1
l’n_l - l’o {En_l - .TO ...... l’n_l - xo

Dezvoltand dupa prima linie oricare din acesti determinanti ce dau ecuatia
unui hiperplan obtinem o ecuatie liniara de forma

Ayt + Agz® + o+ A+ Ay =0 (2.3.6)

numita ecuatia generala a hiperplanului.

Pentru un m—plan oarecare OM = OM, + > iy N sunt de preferat
ecuatiile sale parametrice

=ap+ Y NI i=Tn (2.3.7)
j=1
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sau pentru hiperplanul determinat de m + 1 puncte afin independente vom

avea
m

xi:xé—{—Z)\j(as;—xé) ci=1,n.

J=1

Evident aceste ecuatii liniare depind de m parametrii A\’. S& consideram
intersectia a n — m hiperplane de ecuatii (2.3.6) cu proprietatea ca rangul
matricei sistemului lor este tot n — m. In acest caz sistemul lor se rezolvi
notand variabilele secundare in numar de m cu A, A2, ..\™ si se obtin solutii
de forma (2.3.7). Astfel orice m -plan poate fi scris ca intersectia a n —m
hiperplane.

In continuare s& considerdm c& spatiul punctual afin A4y legat in orig-
inea reperului R = {0, €;},_1;; are o structura euclidiana, pe scurt vom
spune spatiul punctual euclidian si 1l notam cu &,. Subspatiul director al
unui hiperplan V' = {¥}, ¥, ..., ¥,,_1 } are dimensiunea n — 1 gi deci un com-
plement ortogonal in &, al sau va fi generat de un singur vector, N numit
vector normal la hiperplan. Sa presupunem ca raportat la reperul R vectorul
normal are componentele N = (A1, Ag, ... Ap).

N/ M
0

Fie My(z, 23, ..., ) un punct fixat al hiperplanului H. Un punct arbi-
trar M de coordonate M (z',z?, ....,2™) va fi in hiperplanul H daca N este
ortogonal vectorului W , adica daca notam cu - produsul scalar in &,, vom
avea N - ]\ﬂ4> =0, sau echivalent N - (O4J\J> — O—]\/[S) = (. Daca reperul este
ortonormat atunci produsul scalar coicide cu cel uzual si aceasta ecuatie se
scrie pe componente:

Azt —a) + Ag(2* —2d) + .+ A" —2) =0 (2.3.8)

numita ecuatia hiperplanului determinat de M si vectorul normal N.

Comparand aceasta ecuatie cu ecuatia (2.3.6) generala a unui hiperplan
deducem ci in &,, scalarii din fata lui #', 22, ..., 2" sunt tocmai componentele
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unui vector normal la hiperplan. De asemenea, daca notam cu
= = . e . . . .
Ag = —N - OM, ecuatia vectoriala a hiperplanului H de mai sus se scrie

f(M)=N-OM + Ay =0, (2.3.9)

forma vectoriala a ecuatiei hiperplanului pe care o vom utiliza des pentru
scriere prescurtata.

In continuare, consideram util pentru anumiti studenti sa particularizam
ecuatiile scrise la cazul planului si spatiului euclidian &, £3. Regasim ecuatiile
studiate in liceu.

In & un reper ortonormat este R(O, i j) notiunea de dreapta coincide
cu cea de hiperplan. Ecuatia dreptei determinata de un punct si un vector

director este
T — Xo _ Y —%Yo

I 2
iar ecuatia dreptei prin doua puncte este

T — o _ Y—"Y
T1 — Zo Y1 — Yo

o 2 . . .y .
Daca It # 0, scalarul m = §—1 are o semnificatie geometrica, panta unei

drepte, si reprezinta tangenta unghiului orientat dintre axa Ox si dreapta.

Evident ca m = % Daca ['! = 0 atunci ecuatia dreptei se reduce la

xr — xo = 0 gi reprezinta o dreapta verticala In £ un reper ortonormat este

- - =

R(O,1,j, k) dreapta are una din ecuatiile:

T—To Y—Y <220

[t [2 B

dreapta determinata de un punct si vector director, sau

T—To  Y—Y <2~ %

)
T — %o Y1 — Yo Z1 — %0

ecuatiile dreptei prin doua puncte. Utile in aplicatii sunt si ecuatiile para-
metrice ale dreptei, obtinute din acestea prin egalarea rapoartelor cu .

Notiunea de hiperplan in &3 este cea clasica de plan, (alte m—plane nu
exista).
T—=To Y —Y =~ %20
Lo B |=o
LB
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planul determinat de un punct si doi vectori directori (doua drepte ce se
intersecteaza in M), sau

T—Zo Y~ Y% <~ %0

T1—To Y1 —Y 21 —2 |=0

T2 —To Y2 —Yo 22— 20
planul determinat de trei puncte necoliniare. Oricare din acesti determinanti
dezvoltati ne dau ecuatia generala a planului Ajx + Ay + Asz + Ay = 0.
Planul determinat de un punct M, si vectorul normal N (Aq, Ay, A3), este
Aj(x — x0) + Aoy — o) + As(z — z0) = 0.

De aici putem sa deducem ecuatii pentru plane si drepte particulare. Spre
exemplu planul 20y este determinat de O si 7, ;. Din primul determinant
rezulta z = 0 ecuatia planului xOy. Analog Oz are ecuatia y = 0, iar yOz
are ecuatia x = 0.

Planul determinat de punctele My(a,0,0), M;(0,b,0), Ms(0,0, c) se obtine
din al doilea determinant si are ecuatia

e
a b ¢
numita ecuatia planului prin taieturi.

S& consideram N vector normal la planul Ayx + Ay + A3z + AO =0gi

notam cu « masura unghlulul (N z) cu 8 masura unghiului (N , j) sicu vy

N-g A N-j

masura unghiului N k). Avem cosax = 25 = —£L_ cosff = 2 =
& (N, k) NIl — /a2+A2+a2’ f=iw

Az cosy = I%Ikl ——As___ Tnlocuind A;, Ay, A3 in Ay(z — xo) +

)
\/ A2+ A3+ A2 \/ A2+ A3+ A2

As(y —yo) + As(z — 2z9) = 0, obtinem

xcosa+ycosfS+zcosy—p=0

ecuatia normala a planului, unde p = %W va reprezenta asa cum

vom demonstra in sectiunea urmatoare distanta de la origine la plan.

Axa Oz este determinati de O si vectorul 7 si deci se scrie I=8=2,
sau echivalent y = 0 si z = 0, adica intersectia planelor xOy si xOz. Analog
Oyestex=0gi 2=0,iar Oz este x =0si y = 0.

Despre dreapta in spatiu ca intersectie de doua plane vom discuta imediat.

2.3.1 Pozitii relative, unghiuri si distante

Vom aborda cateva idei privind pozitia m—planelor in &,, cu particularizari
pentru & si ;.
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1. Porzitia relativa a doua drepte dy (M, v) si dao( M, ).
-dreptele sunt paralele daca vectrorii lor directori sunt coliniari, 7 = At
-dreptele sunt perpendiculare daca v - vip = 0

-unghiul lor este cos o = ez, unde € = £1 astfel ca a € [0, 7] (deci
cos a > 0).

-in cazul lui & putem vorbi de coplanaritatea a doua drepte (incidente
A~ ~ v v e T o — .
sau paralele), aceasta se intampla daca vectorii M; My, U, Uy sunt coplanari
—_—
si deci produsul lor mixt  ( M; My, vy, 1) = 0.

2. Pozitia relativa a k£ hiperplane, se rezuma la rezolvarea unui sistem
liniar cu k ecuatii si n necunoscute, x!, 2%, ..., ™. Daca rangul matricei sis-
temului este n — m si toti determinantii caracteristici sunt nuli se obtine un
m—plan. Preferam aici sa discutam cazul particular a doua plane din &;.

Fie (Pl) All’ + Agy + A3z + Ao =0 §1 (PQ) Bll‘ + Bgy + BgZ + Bg =0
doua plane.

-daca rangul matricei sistemului lor este doi, atunci una din necunoscute
(spre exemplu z) devine parametru si rezolvand sistemul se obtin ecuatiile
parametrice ale unei drepte (dreapta de intersectie). In aplicatii este util
de multe ori sa gtim doar vectorul director ¢ al acestei drepte. Cum vec-
torii normali la cele doua plane sunt perpendiculari pe dreapta de intersectie
rezultid ci @ = N; x No. De asemenea, toate planele care trec prin aceasta
dreapta de intersectie se spune ca formeaza un fascicol de plane de ecuatie
aPy + P, = 0 cu o, € R. Cum cel putin unul din cei doi scalari este
nenul, spre exemplu « # 0, obtinem ca acest fascicol este P, + AP, = 0, cu
mentiunea ca aici lipseste planul P, = 0.

-daca rangul matricei sistemului celor doua plane este unu, atunci doua
din variabile devin parametrii gi una din ecuatii este secundara. Daca deter-
minantul caracteristic este nul atunci sistemul este compatibil dublu nede-
terminat si deci cele doua plane coincid. Daca determinantul caracteristic
este nenul atunci planele sunt paralele. Ecuatiile a doua plane (hiperplane)
paralele difera (pana la un factor de proportionalitate) prin termenul liber.

Cu totul asemanator se discuta pozitia relativa a trei plane.

Unghiul a doua hiperplane (plane) coincide cu unghiul din primul cadran

al vectorilor normali, cosa = 5%, unde ¢ = £1 astfel ca a € [0, 5]
1 2

In particular planele sunt perpendiculare daca Ni- Ny =0 si paralele sau
confundate daca Ny = ANs.

3. Pozitia relativa a doua mj;— si mo—plane se discuta la fel dupa rangul
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matricei sistemului obtinut prin scrierea lor ca intersectii de hiperplane.

De interes este unghiul dintre o dreapta si un hiperplan, ca fiind comple-
mentul unghiului format de vectorul director al dreptei v §i vectorul normal

la hiperplan ]\77 astfel ca sino = 5“61'&“, unde ¢ = +1 astfel ca a € [0, %]

In continuare dorim sa facem cateva precizari privind distantele intre
varietati liniare din &,.

-distanta dintre doua puncte M; si My este
| MM, [|= /(2] — 23)? + oo+ (2] — 2B)2.
In particular putem scrie distantele din plan si respectiv spatiu.

-distanta de la un punct My la un hiperplan (H) Az + Asz? + ... +
Apz™ 4+ Ao = 0, sau sub forma vectoriala (H) N - OM + Ay = 0.

Cautam M, proiectia ortogonala a punctului My pe (H).

Pentru aceasta intersectam (H) cu dreapta ce trece prin My si este perpen-
diculara pe hiperplan. Vectorul director al acestei drepte este tocmai N nor-
mal la (H) si deci ecuatia vectoriala a acestei drepte (normale) este: (MoM) :

s = . . - S —
OM = OMy+AN. Intersectand cu (H) obtinem A || N ||*> +N-OMy+ A, = 0,

v-OM,
adica \ = —N'HTO;“A“. Aceasta este valoarea lui A din ecuatia dreptei nor-
——
N-OMO+A0N7 dln

male corespunzatoare punctului M;, adica OM = OM, — T
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care deducem ca

N -OMy+ Ay N-OM,+ A
Ao, (1)) = gy =) 2O Ao g [ OMo+ Ao
¥ 17

In raport cu reperul ortonormat R aceasta distanta se scrie

] Ajrt 4+ Aga® + .+ Apx™ + A |

d(Moy, (H)) \/A2+A%+.---+A2

. (2.3.10)

De aici regasim distanta de la un punct la o dreapta in planul & sau
distanta de la un punct la un plan in spatiul &;.

-distanta de la un punct My la un m—plan (nu neaparat hiperplan) de-
terminat de punctele afin independente Py, P, ..P,,.

Consideram vectorul Py M si proiectia sa pe subspatiul generat de vectorii
{MoMy, MyMs, ..., MoM,,}. De la spatii euclidiene gtim ca

d=| wh ||=|| PoMy By ||, (2:3.11)

—pr
P (Mo My Mo, Mo M)
Aceeasi distanta se poate scrie si cu determinanti Gram, sensul geometric
fiind obtinut in cazul particular al distantei de la un punct la un plan ca
fiind raportul dintre volumul unui poliedru si aria bazei, exprimate ambele
cu ajutorul unor determinanti Gram.

Distanta de la un punct la o dreapta intr-un spatiu cu n—dimensiuni se
determina intersectand dreapta cu un hiperplan perpendicular pe ea prin acel
punct. Se determina astfel proiectia punctului pe dreapta si distanta cautata
este tocmai distanta de la punct la proiectia sa pe dreapta. Dupa calcule se
gaseste ca distanta de la M la dreapta d(M;, V) este:

—_—
B 8 V.V
d =|| MM, — 0 | (2.3.12)
|7l

Cazul particular de interes aici este distanta de la un punct la o dreapta
din 53.

Fie My punct si dreapta di(M;, 07). Atunci distanta de la M, la d; este
—
inaltimea din M, in paralelogramul construit pe vectorii MyM; si v;. Folosind
faptul ca aria paralelogramului este norma produsului vectorial, obtinem

[N R
| M0M1 X U1 ||

d<M07dl) = ‘ H ?71 H

(2.3.13)
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Avem desenul:

-distanta dintre doua m;— si my—plane, este prin definitie distanta de
la un punct Mj al primului m;—plan la m—planul ce trece printr-un punct
al mo—planului si are ca subspatiu director subspatiul generat de reuniunea
celor doua subspatii directoare.

Cazul particular de interes in &5 este distanta dintre doua drepte 1n spatiu,
dy (M, 1) si do(Ms, Ts).

Consideram desenul de mai jos, obtinut prin ducerea unor paralele la d;
prin M si respectiv la dy prin M;.

Distanta dintre cele doua drepte este tocmai inaltimea in paralelipipedul
construit pe vectorii M; My, v, si U5 avand ca baza paralelogramul construit
pe U si Us. Deci

s . .
’ (M1M27U17U2) |

| o0 X v ||

d(dy, dy) = (2.3.14)
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2.4 Semispatii

Fie A, un spatiu afin real de dimensiune n si (H) un hiperplan in el, A, B
doua puncte distincte din spatiu neapartinand hiperplanului. Consideram
dreapta d(A, B) determinata de cele doua puncte, dreapta ce nu este continuta
in hiperplan.

Definitie. a) Un punct M € d(A, B) se afla intre A si B (scriem A—M—DB)
daca exista A € (0,1) astfel incat AM = AAB. Numim segment deschis
multimea | AB |={M / A— M — B}, iar segmentul inchis este

[AB] =| AB | U{A, B}.

b) Punctele A si B sunt separate de hiperplanul (H) daca d(A, B) N (H)

={M}si A— M - B. In caz contrar punctele se gasesc de aceeagi parte a
hiperplanului.

Propozitia 1. Un punct M € [AB] daca si numai daca VO € A, fixat este
adevarata una din urmatoarele afirmatii:

a) IA € [0,1] astfel incat OM = (1 — \)OA + AOB.
b) 3k > 0 astfel incat OM = ——0A + £ OB.

1+k 1+k

Demonstratie. Traducem M € [AB] prin faptul ca AM = /\fﬁ, cu
A € [0,1]. Echivalent aceasta inseamna ca OM — OA = )\((ﬁ — (ﬁl) din
care rezulta a). Pentru b) scriem ca AM = kMB cu k > 0 si traducem prin

OM — OA = k(OB — OM).

Faptul ca A € [0, 1] este echivalent cu A\(1 — ) > 0.

Propozitia 2. Fie A,B € A, si hiperplanul (H) de ecuatie f(M) =
N-OM + Ag = 0, raportat la un reper in O. Punctele A si B se gasesc de
aceeagi parte a hiperplanului (H) daca si numai daca f(A) - f(B) > 0.

Demonstratie. Distingem doua situatii.

a) d(A,B) || (H) . Consideram (H') || (H) astfel ca dreapta d(A, B) €
(H') . Ecuatiile a doua hiperplane paralele difera prin termenul liber, adica
(H') are ecuatia f'(M) = f(M)+h =0, cu h # 0. Din faptul ca A, B € (H’)
deducem f'(A) = f'(B) = 0, adica f(A) = —h si f(B) = —h, din care
rezulta f(A) - f(B) = h% > 0.

b) d(A, B)N (H) = {M}. Daca punctele A si B se gasesc de aceeasi parte
a hiperplanului, din propozitia anterioara deducem ca 3k < 0 astfel incat

OM = L. 0A+ £ OB.

1+k 1+k
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Cum M € (H), rezulta ca N-OM+ A = 0, adica N(ﬁm+ﬁ@)+

Ay = 0, sau altfel scris, N - OA + kN - OB + (1+ k)Ag = 0, de unde rezulta
ca N-OA+ Ay + k(N - OB + Ap) = 0. Aceasta ultima relatie ne spune ca
f(A)+Ekf(B)=0si cum k < 0 rezulta din nou ca f(A)- f(B) > 0.

Consecinta. Daca perechile de puncte (A, B) si (B,C) sunt de aceeasi
parte a unui hiperplan (H) atunci si (A, C') se gasesc de aceeasi parte a lui
(H).

Demonstratia rezulta din faptul ca f(A) - f(B) > 0si f(B) - f(C) > 0,
care prin Inmultire ne dau f(A4) - f(C) > 0.

De aici deducem ca:

Propozitia 3. Relatia de a fi de aceeasi parte a unui hiperplan este o

relatie de echivalenta.

Fie A fixat si (H) un hiperplan. Notam cu

Hi = {Me A,/ [(A)- f(M) >0}
Hy = {Me A,/ f(A)-f(M) <0}

clasele de echivalenta definite de relatia de a fi de aceeasi parte cu A.

Cele doua multimi se numesc semispatii delimitate de (H).
Evident A,, = Hj UH, UH.

2.4.1 Multimi convexe

Definitie. O multime C C A, se numeste convexa daca VA, B € C atunci
intreg segmentul [AB] C C.

Propozitia 1. O multime C este convexa daca si numai daca VO punct
fixat I\ € [0, 1] astfel incat din OM = (1-— )\)Oj + \OB atunci M €C .

Propozitia 2. Orice semispatiu este multime convexa.

Demonstratie. Fie A fixat si (H) un hiperplan, H} si H, semispatiile
sale. Vom demonstra cd H} este multime convexa si la fel rezultd pentru
H ;. Pentru simplitate sd presupunem ca f(A) > 0, atunci H} = {M €
Au [ J(A) - F(M) > 0} = {M [ f(M) > 0} = {M / N - OM + 4 > 0}.

Consideram M, si My € HY, adici N-OM; + Ay > 05i N-OM,+ Ag > 0.
Un punct M € [M;M,] dacd si numai daca I\ € [0,1] astfel incat din
OM = (1 = AN)OM; + AXOM; , si deci
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N-OM + Ay = N - (1 = \)OM, + AOM;) + Ay = (1 — A)[N - OM, +
Aol + A[N - OMy) + Ag] > 0 deoarece (1 —A) > 0si A > 0. Astfel ca M € HJ,
adicd H, este multime convexa. Analog se discuta alte situatii.

Propozitia 3. Intersectia unui numar finit de multimi convexe este o
multime convexa.

Demonstratia rezulta din faptul ca daca un segment se gaseste in doua
multimi convexe atunci el se gaseste si in intersectie. intersec‘gia (finite) a
tuturor multimilor convexe ce contin o multime S se numeste infasuratoarea
convezra a multimii S. Evident infaguratoarea convexa este o multime con-
vexa.

Consecinta. Multimea P = {M / A- X < B} este convexa, unde A este
o matrice de tip m x n, B este matrice coloana (b;....by,)" si X este matricea
coloana (xl....:r")t cu coordonatele unui punct M din A,, intr-un reper afin.

Demonstratia rezulta din faptul ca A - X < B poate fi interpretat ca
intersectia a m semispatii care am vazut ca sunt multimi convexe.

Multimea P se numeste politop (sau tronson).

Definitie. Numim program liniar urmatoarea problema:

Se considers politopul P = {M / A- X <B}#0 i N = (A, ..., A,) un

vector scris in reperul R.

Sa se determine coordonatele X ale unui punct M € P , pentru care
N - X =maxim.

Solutie. Fie m = N - X valoarea ciutati pentru care se realizeaza max-
imul. Consideram atunci hiperplanul (H) f(M) = N-X —m = 0 si calculam
distanta d(O, (H)) =

NI
Deducem ca | m | este maxima daca si numai daca d(O, (H)) este maxima.
Astfel ca solutia programului liniar se obtine ducand hiperplane paralele cu
N-X = 0, le intersectam cu P si punctele obtinute situate la distanta cea
mai mare de O sunt solutii ale problemei.

In cazul particular al planului euclidian un program liniar se formuleaza
astfel.

Gasiti solutiile problemei:

max(Ayz + Asy) =7, ce satisface inegalitatile (restrictiile)
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anr + apy <
anr + axny < b

Am1T + am2y >

N
S
3

Aplicatie. Sa se rezolve problema de programare liniara

max(3z +2y) = 7
20 +y < 10
42y <
dr —y > 5

T,y =

Domeniu delimitat de restrictii este cel din figura de mai jos

Oy
B(2,3)
C(4,2)
3 +2y =0
DOMENIU Oz

Ducand drepte paralele cu 3x + 2y = 0, cea mai indepartata de origine
intersecteaza poligonul in xy =4 si yo = 2.

Deci max(3z + 2y) = 3.4 + 2.2 = 16.

2.4.2 Simplex

Fie {My, My, ..., M,,} o multime de puncte din spatiul afin A,, si O punct
fixat.

Definitie. Numim combinatie liniara afina de punctele { My, M, ..., M,,,}
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un vector

m:iaim cu Ya; > 04 iaizl.
i=0 1=0

Propozitia 1. O combinatie liniara afina nu depinde de alegerea punctului

0.

Demonstratie. Fie OM = Yoo a;OM; si O' alt punct. Avem ci OM =
—_— =T . —_— ——
OO0'+0'M si analog OM; = OO'+0O' M. Inlocuind obtinem ci OO’ +0O'M =

—  —3 — —_— T — —
Ziﬂio O{Z(OO/—FO,M@) = (ZZO CYZ)OO/‘{—ZZW;O O{iO/MZ' = OO/_‘_ZZO OéiO/Mi,
— —=
adica O'M = """ ;0" M; si deci scrierea nu depinde de O.

Teorema 1. O multime M este convexa daca si numai daca contine toate
combinatiile liniare afine de punctele sale.

Demonstratie. Presupunem intai ca M contine toate combinatiile liniare
afine de punctele sale, in particular deci pentru doua puncte vom avea ca din
My, M7 € M atunci fie combinatia OM = agOMy 4+ a1OM; unde a; > 0 si
ap+a; = 1. Renotand ag = 1 —Agi oy = X € [0,1], deducem ca M € [MyM;]
si deci segmentul [MyM;] C M astfel ca M este convexa.

Invers, fie M convexa. Demonstram prin inductie ca toate combinatiile
afine sunt in M.

Pentru m = 1, din My, M; € M si faptul ca segmentul [MyM;] C M, ca
mai sus deducem ci OM = agOMy 4+ aqOM; unde o; > 0 si g+ a7 =1 ;
deci M contine combinatiile afine a celor doua puncte.

Presupunem afirmatia valabila pentru n puncte si demonstram pentru
n + 1, adica din faptul ca orice combinatie liniara de n puncte este in M sa
demonstram ¢t OM = Yoo WZ cu Yoy >0 g1 Yo o = 1, implicd
M € M. Cum cel putin un scalar este nenul, fie acesta spre exemplu ay.
Scriem

OM = ao(‘)ﬁo+(1—ao){a36M>+ 4o/, OM.} = aogOMy+(1—ag)OM!

unde o) = la;O,...,a; = . Cum Vo > 0si Y i o) =1, In baza

inductiei M| € M, si deci M E [MOM 1] C /\/l Cu aceasta demonstratia este
incheiata.

Definitie. Fie {My, M, ..., M,,} o multime de puncte afin independente
din spatiul afin A,,. Numim m—simplex & multimea punctelor M definite de
toate combinatiile afine ale acestor puncte.

Deducem ca orice simplex este multime convexa. Din liniara independenta
a vectorilor rezulta ca pentru fiecare M € S, scalarii ag, oy, ..., ap, € [0, 1]
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sunt unic determinati si deci avem o corespondenta bijectiva, numita coor-
donata baricentricd, intre punctele lui S si un subspatiu din R+, data de
M — (g, 01, ..y i) - In particular dacd ap = a3 = ... = q,, = m#ﬂ punc-
tul M este tocmai centrul de greutate al simplexului, din acest motiv M se

numeste baricentrul cu ponderile ag, aq, ..., ay,.

Sa exemplificam notiunea data.
-Pentru m = 1, simplexul este chiar segmentul [MyM,].

-Pentru m = 2, fie simplexul {M,, My, My}. Sa aratam ca el este tri-
unghiul AMyM; M. In primul rand triunghiul este multime convexa si deci
odata cu varfurile sale toate punctele interioare, inclusiv laturile, se vor gasi
in combinatii liniare afine de varfuri, deoarece ele se gasesc pe segmente ce
unesc varf cu puncte de pe laturi (care la randul lor fiind segmente sunt
combinatjii afine de doua din varfuri). Sa aratam ca un punct din exteriorul
AMqyM; My nu poate fi in simplex.

Fie P exterior AMyMy M, si (MoP)N(MoM,;) = {M} Presupunem M; —
M — M,. Din faptul ca punctul P este exterior triunghiului rezulta ca OP =
(1 —a)OM,y + aOM cua>1. Cum M, — M — M, , exista 3 € [0, 1] astfel
i OM = (1 — B)OM; + BOMs;. Inlocuind obtinem, OP = (1 —a)OM, +
a(l — B)OM; + afOM;. Am obtinut o combinatie liniara de puncte afin
independente care nu este afina deoarece (1 — «) < 0, chiar daca suma lor
este 1.

-Analog in spatiu, un tetraedru este un 4—simplex.

Sa analizam urmatoarea situatie, m < n in spatiul A4,.

Consideram pentru m-simplexul {M,, My, ..., M,,} urmatorul reper afin

R = {Mo,MoMl, ...,MoMm7gm+1, 7€n} §l fie m = Z;ﬂio oleMz Atunci
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in acest reper M are coordonatele ' = ag, ..., 2™ = ay,, 2™ =0, .., 2" = 0.
Din faptul ¢ Y% o =1 i a; > 0, rezultd cd un simplex este delimitat de
intersectia unor semispatii la care se adauga hiperplanele de intersectie.

Notiunea de simplex este intens studiata atat din punct de vedere geo-
metric cat gi topologic. Nu insistam aici asupra acestor lucruri.
Incheiem cu o generalizare a notiunii de multime convexa.

O multime se numeste afina daca odata cu doua puncte ale sale, atunci
dreapta lor se gaseste in acea multime, adica daca My, M; € M atunci

MGM,undeW:(l—a)OM0+aOM1 si Va € R.

Multimile afine sunt convexe (restrangand « € [0, 1]), invers nu. Are loc
urmatoarea teorema pe care nu o mai demonstram aici.

Teorema. Fie R = {0, €;}i=1, un reper afin si M C A,,. Atunci M este
afina daca si numai daca 3N matrice de tipul m xn si Ay de tipul m x 1 astfel
caM={MecA,/N-X=A}, unde X este coloana cu componentele lui
M in reperul R.

2.5 Raport simplu. Paralelism si asemanare

Fie A, B, M trei puncte situate pe o dreapta A; din spatiul afin real A,.

Definitie. Prin raportul simplu a celor trei puncte intelegem numarul real
p = (A, B; M) pentru care AM = p]\ﬁ.
Fie R = {O, €} un reper pe dreapta. Atunci avem OM — OA = p(@ —

OM) si pe componente rezulta:

T — XA
pP=— -
IB — TpMm

Sa obsevam ca avem

1
= X +
1+pA 1+p

T T = qpryg +a1Tp cu g+ a; = 1.

Inlocuind mai sus deducem dupa simplificare ca p = —3—(1). Pe baza acestui
fapt se verifica ugor ca raportul simplu are proprietatea de a se pastra (a
ramane invariant) la transformarile afine pe care le vom studia mai tarziu.

Propozitia 1. Daca p := (A, B; C) este raportul simplu al celor trei puncte
in aceasta ordine, atunci prin permutarea literelor A, B, C' se obtine una din

% . 1 1 p_ 14p
urmatoarele valori p, 5 L+ p, T
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Teorema Thales. Daca cosideram triunghiul AABC si M € (AB), N €
(AC), atunci (M N) || (BC) daca si numai daca (A, B; M) = (A,C; N).

Demonstratie. Fie (MN) || (BC), atunci MN = ABC. Notim cu
(A,B; M) =ssi (A, C; M) =t.

Avem ci MN = AN — AM = tNC — sMB si MN = MB + BC + CN,
care inlocuite in MN = ABC , din liniara independenta a vectorilor AB si
AC rezultd s =t = \. Demonstratia reciproca rezulta pe aceeasi cale.

Combinand cu Propozitia 1 rezulta ca (M N) || (BC) daca si numai daca
(M,B;A) = (N,C; A), adica tocmai teorema asemanarii in triunghiuri.

Teorema 2. Fie (H;), i = 1,2, 3 trei hiperplane paralele si d o dreapta din
A, cu dNH; = {M,;}.

Raportul simplu (M;, My; M3) nu depinde de alegerea dreptei d.

Demonstratie. Fie R{O, € }i—1., un reper in spatiu afin si (H;) N - OM +
B; =0,1=1,2,3, ecuatiile celor trei hiperplane paralele.

Consideram d(My, ) o dreapta de ecuatie OM = OM, + MU, sau altfel

scris My M = M\, Intersectia dreptei cu hiperplanele se rezuma la a rezolva
sistemul format de ele, adica N - (OMy + \iv) + B; =0, ¢ = 1,2, 3, din care

N -OM, + B;
deducem ca \; = —N_—OJL, astfel ca MyM; = v cui=1,2,3.
U

Calculam acum p = (M;My; M3) adica My Ms = pM3Ms,, sau altfel scris
MyMsz — MMy = p(MoMy — MyMs). Egalam componentele lui ¢ si rezulta
)\3 - )\1 = p()\g — )\3), adica

XM B - B
_/\2_)\3_B3_B2

p

cantitate ce nu depinde de dreapta d ci numai de termenii liberi ai celor trei
hiperplane paralele.

Consecintd. Fie f(M) = > Aix" + Ag = 0 ecuatia unui hiperplan
(H) si A, B doua puncte situate de o parte si de cealalta a hiperplanului,
(AB)N (H) = {M}. Atunci

—f(4)
f(B)

p=(AB;M)=

Demonstratie. Consideram hiperplanele paralele cu (H) ce trec prin A si
B,
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(Hﬂfwﬂ—f09—0$(Hﬁﬂ ) — f(B) = 0. Din p = =3 rezulta
) Ao — f(A) - A —f(A)
cap= = adica ce trebuia aratat.
Ay — (Ao~ f(B))  f(B)
Din aceasta consecinta rezulta ca pentru punctele situate de aceeasi parte
a unui hiperplan, adica f(A).f(B) < 0, avem ca p > 0, iar pentru cele
separate de hiperplan ca p < 0.

Teorema Ceva. Fie AABC si A’ € (BC), B’ € (AC), C' € (AB) astfel
incat p; = (B,C;A"), po = (C,A;B'), p3 = (A, B;C"). Atunci dreptele
(AA"), (BB'), (CC") sunt concurente daca si numai daca pypeps = 1.

Demonstratie. Consideram demonstratia in planul Ay al triunghiului.
Atunci o dreapta este hiperplan si deci putem calcula raportul simplu cu
formula din consecinta precedenta. Avem

_ B 9@ h(4)
L5y 2T Tga) BT T RB)

unde f, g, h sunt ecuatiile dreptelor (AA’), (BB'), (CC"), respectiv. Dreptele
sunt concurente daca si numai daca sistemul f = 0,9 = 0,h = 0 admite
solutie. Din faptul ca determinantul caracteristic este 0, rezulta ca una din
linii este combinatie liniara de celelalte, adica h = \f+pug. In particular avem

0= h(C) = A(C)+png(C), astfel ca p1prps = — F(B)g(C)Af(A) + pg(A)]

F(@)g(A)NS ()+M%B”
Cum f(A) = g(B) = h(C) = 0, rezulta pipaps = féC’)) <( >) EBi =

1 g(C)

AF(C)



Capitolul 3

Transformari in spatii afine

Am inceput cu studiul unei structuri pur algebrice, cea de spatiu vectorial.
Apoi ne-am apropiat de geometrie adaugand un produs scalar care ne-a per-
mis s& definim unghiuri si distante intr-un spatiu vectorial. In final am legat
algebra de geometrie prin capitolul spatii afine, care aga cum am vazut sunt
in fiecare punct fixat modelate de un spatiu vectorial.

In acest capitol vom studia aplicatii in aceste spatii.

3.1 Transformari liniare

Pentru inceput vom studia un caz particular de morfisme de spatii vectoriale,
notiune intens dezvoltata la cursul de algebra liniara. Aici doar vom readuce
in termenii nogtrii notiunile invatate.

Fie (V,+,.K) si (W, +,.K) spatii vectoriale peste acelasi corp.

Definitie. O aplicatie f : V — W se numeste morfism de spatii vectoriale
(sau operator liniar) daca

flet+y)=Ff@)+fly); flax) =af(@); Yo,y eV, ae K
Evident, conditiile din definitie sunt echivalente cu :

flax + By) = af(x) + Bf(y); Yo,y eV, a,f € K.

Daca in particular W = K (orice corp comutativ este spatiu vectorial
peste el insusi) atunci morfismul se mai numeste aplicatie liniara pe V. Daca
in locul lui V punem VP =V x ... x V de p ori si W = K, morfismul se mai

73
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numeste aplicatie p—liniara. Un mic studiu al acestor morfisme o sa-1 facem
separat.

Propozitia 1. Daca f : V — W este un morfism de spatii vectoriale
atunci:

a) f(0) =0,
b) f(=x) = —f(x),

c¢) Daca V'’ este subspatiu in V, atunci : f(V') = {w € W / Jv €
V', f(v) = w} este subspatiu in W.

d) Daca W’ este subspatiu in W, atunci [~} (W) ={v eV / f(v) e W'}
este subspatiu in V.

(De observat ci f~! este o notatie).

Demonstratia acestor afirmatii este imediata si se cunoaste de la cursul
de algebra liniara.

Consecinta. a) f(V') este subspatiu in W, notat I'm f, i numit subspatiul
imagine.

b) f71(0) este subspatiu in V', notat Ker f si numit subspatiul nucleu.

c) f7Y(W) este subspatiu in V, numit subspatiul imagine inversd sau
contraimagine.

Propozitia 2. Fie f: V — W un morfism de spatii vectoriale. Atunci:
a) f este injectiv daca si numai daca Ker f = {0}.
b) f este surjectiv daca gi numai daca Im f = W.

Propozitia 3. Daca f : V' — W este un morfism injectiv de spatii vecto-
riale si {v1,...,v,} este un sistem de vectori liniari independenti in V, atunci
{f(v1), ..., f(v,)} este liniar independent in W.

In particular, daci f este injectiv si cele doua spatii au aceeasi dimensiune,
atunci f duce baze in baze.

Notam cu £(V, W) multimea tuturor morfismelor f : V. — W. Definim
pentru f,g € L(V, W)

(f +9)(x) = f(x) + 9(z) ; (af)(z) = af(z).

Atunci se verifica ugor ca (L(V,W),+, K) este un spatiu vectorial, al
morfismelor celor doua spatii vectoriale.

Definim compunerea (sau produsul) a doud morfisme ca fiind (fog)(x) =
flg(x)) , Vz e V.
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Propozitia 4. Daca f,g € L(V,W) atunci fog e L(V,W).

De notat ca (L(V, W), +, o) este un inel si ca daca consideram submultimea
morfismelor bijective atunci acestea formeaza grup fata de compunere.

3.1.1 Transformari liniare

Alici vom considera un caz particular de morfisme, anume V =W gi dimV =
n finita. Pentru a le delimita le vom nota cu T : V' — V si evident avem ca
T(ax+ py) =aT(z)+ pT(y); Ve,y eV, a, B € K.

Morfismele T le vom numi in continuare transformari liniare.

Sa ne fixam o bazd in V, B = {e1,€q,..,e,} 5i x = Y x’e; un vector. Din
liniaritatea lui 7" obtinem c& T'(z) = . x'T(e;) si deci T este bine determi-
nata daca cunoasgtem vectorii

n
1 2 ; .
T(ei) = ajer + ajes + ... + aje, = E ale; , Vi=1,2,..n.
i=1

Obtinem astfel o matrice A = (af ) In care coloana ¢ este scrierea lui T'(e;)
dupa baza B.

Daca notam matricial componentele vectorului x ca fiind coloana cu

(z' 22 2™)! = X, atunci matriceal transformarea liniara este coloana
Y=T(X)=AX

si deci o transformare liniara intr-o baza se scrie ca un sistem liniar

1,1 1,.2 1n _ o1
axr+ ar+ ... oa,r" =y

n .1 n .2 n — 2N
ar+ ayr"+ ... a,r, =y .

Astfel, variind liniar variabilele z', 2%, .., 2" obtinem diverse raspunsuri
despre fenomenul studiat. De aici interesul pentru astfel de aplicatii.

Daca schimbam baza B — B’ cu matricea S obtinem vectorul Y’ =
T(X') = A'".X". Ne intereseaza ce legatura exista intre A gi A’. Raspunsul il
gasim daca tinem cont ca X = S.X’ ¢i analog Y = S.Y’. Traducem faptul ca
Y = A.X si obtinem

A =S5"1AS. (3.1.1)
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Definitie. Doua matrice A si A’ pentru care exista S cu A’ = S71.A.S se
numesc matrice asemenea.

n *
Dezvoltat conditia de matrice asemenea se scrie a; = E st 51 ay.
ij=1
Definitie. Se numeste rangul transformarii liniare 7" dimensiunea lui

T(V), notat rangT. Se numeste defectul lui T" dimensiunea lui KerT', no-
tat defT.

Propozitia 1. Avem

dimV = rangT + defT. (3.1.2)

De notat ca liniara dependenta a vectorilor lui Im T implica liniara
dependenta a coloanelor matricei A a lui 7" intr-o baza. Din conditia de
matrice asemenea deducem ca acest rang nu depinde de baza aleasa si deci
rangT este dat de rangul matricei A intr-o baza fixata.

Putem stabili o bijectie intre £(V, V') si matricele patratice M, (K) si
deci dim L(V, V) = n?.

Afirmatiile se pot extinde pentru L(V, W) cu dimV =n si dimW = m.
Atunci dim L(V, W) = m.n

3.1.2 Vectori si valori proprii

Fie V' un spatiu vectorial, dimV =mn, si T' € L(V, V) o transformare liniara.

Ne intereseaza sa determinam acele subspatii ale lui V' care sunt pastrate
(lasate invariante) prin 7'

Definitie. Un vector x € V se numeste vector propriu pentru T daca
exista A € K astfel ca T'(z) = Ax.

Scalarul A se numeste valoare proprie corespunzatoare lui x.

De fapt, pentru un A dat putem vorbi nu numai de un vector propriu x
ci de un subspatiu propriu

Ww={zeV /T(x)= A} (3.1.3)

acesta fiind lasat pe loc prin transformarea 7T". Din liniaritatea lui T" verficam
usor ca V) este subspatiu in V.

Daca lucram matricial intr-o baza atunci T'(z) = Ar ne da A.X = \X,
adica sistemul liniar omogen

(A= A)X =0. (3.1.4)



Vectori si valori proprii 7

El are solutii nenule daca

p(A) =det(A — ) = 0.

p(A) este un polinom de grad n in A numit polinom caracteristic.
Dezvoltat acest polinom caracteristic se poate scrie ca
pA) = (1) A" — S AT+ A2 — L+ (=1)"6,},

unde &; = TraceA = al + a3 + ... + a”, d, = suma minorilor de ordin doi
de pe diagonala lui A, ..., §,, = det A.

Printre radacinile din K ale polinomului p(A) = 0 gasim si valorile proprii
ale transformarii liniare 7. Rezolvand sistemul (A — AI)X = 0 pentru aceste
valori proprii obtinem vectorii proprii (subspatiile proprii) corespunzatori.

Propozitia 1. Doua matrice asemenea au acelagi polinom caracteristic.

Demonstratie. Fie A’ = S71.A.S si p(A\) = det(A — \I), p'(\) = det(A’ —
M),

Avem p/(\) = det(A' — AI) = det(S™LA.S —AI) =det STL(A—NI).S =
det S7.det(A — AI).det S = p(\) deoarece S.S™' = 1.

Consecinta. 1. Polinomul caracteristic al unei transformari liniare nu
depinde de baza aleasa.

2. Multimea valorilor proprii (spectrul) lui 7" nu depinde de baza aleasa.

3. Urma TraceA (suma elementelor de pe diagonala principala) a doua
matrice asemenea este aceeasi.

Teorema. (Hamilton-Cayley). Orice matrice isi satisface propriul polinom
caracteristic, adica

p(A) = (1) {A" — 5 A" + A2 — L+ (=1)"5, 1} = 0.
Nu insistam la acest curs asupra demonstratiei.

In concluzie, pentru a determina vectorii proprii intai rezolvam ecuatia
caractristica det(A — M) = 0, solutiile din corpul K ale sale sunt valorile
proprii, apoi pentru fiecare valoare proprie gasita determinam subspatiile
proprii corespunzatoare rezolvand sistemul (A — AI)X = 0. Este posibil
ca o valoare proprie sa fie radacina multipla a ecuatiei caracteristice. Se
demonstreaza ca dimensiunea subspatiului propriu corespunzator unei valori
proprii nu depaseste ordinul de multiplicitate al acelei valori proprii. Deci
daca radacina este simpla (nu este multipla) atunci subspatiile proprii vor
fi de dimensiune unu, adica generate de un singur vector propriu. Daca
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radacina este multipla de ordin k atunci subspatiul propriu corespunzator va
avea dimensiunea < k, deci este generat de cel mult k& vectori proprii liniar
independent;i.

Deoarece aici doar repetam chestiuni de algebra liniara este util sa ilustram
aceste idei printr-un exemplu.

Aplicatie. Aratati ca T'(x) = (21 + 22,21 + T3, T2 + x3) este o transfor-
mare liniard in R

a) Determinati 7°(1,0, —1)

b) Scrieti matricea lui T' in baza canonicd din R® si in baza B’ = {¢} =
(—=1,1,1),e, = (1,2, —1), 5 = (1,2,3)}.

c¢) Gasiti valorile si vectorii proprii ai transformarii.

Solutie. Se verifica direct luand x = (21,29, 23) si ¥y = (y1,92,y3) ca
T(ax + Py) = oT'(x) + T (y).

a) T'(1,0,—1) = (1,0, —1), deci este vector propriu pentru A = 1

b) Matricea A in baza canonica B = {e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0),e3 =
(0,0,1)} se obtine calculand T'(e;) = (1,1,0), T'(ez) = (1,0,1) , T'(e3) =

110
(0,1,1)gideci A= 101
011
-1 1 1
Matricea S a schimarii de baze B — B’ este S = 1 2 2] sideci
1 —-13
A" = S71A.S, calcul direct.
1-Xx1 0
¢) Rezolvam ecuatia det(A — A\[) = 0, adica| 1 =X 1 = 0.
0 1 1-=A
Obtinem A\ = 1, Ay = —1 , A3 = 2, valorile proprii.
) =0
Pentru A; = 1 sistemul (A — AI)X = 0 devine ¢ x1— 22+ z3 = 0 cu
T9 =0
solutia V), = {(a, 0, —a)}.
(pentru a = 1 se obtine cazul a) ).
2131+ T =0
Pentru Ay = —1 sistemul (A — AI)X = 0 devine { a1+ a9+ 3 = 0
To+ 21‘3 =0

cu solutia V3, = {(a, =20, ) }.
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—T1+ ) =0
Pentru A3 = 2 sistemul (A — AI)X = 0 devine 1+ —2x9+ 23 = 0
To— XT3 = 0

cu solutia Vi = {(a, a, ) }.

Acestea sunt subspatiile proprii din care putem extrage spre exemplu
urmatorii vectori proprii v; = (1,0, —1),ve = (1, =2,1),v3 = (1,1, 1).
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3.1.3 Forma diagonala a unei matrice

Sa consideram A = (aé-) o matrice patratica de ordin n. Evident ea poate

fi privita ca matricea unei transformari liniare 7' : V' — V| intr-o baza data
B ={ey,....en}.

Ne intereseaza daca exista o matrice A’ asemenea cu A, adica A =
S~1.A.S, astfel incat A’ si fie matrice diagonala, A" = diag{\i, Aa, ..., A }-
Amintim ca In matricea unei transformari liniare coloana 7 este data de
scrierea lui T'(e;) in acea baza.

Problema se reduce la a gasi o baza B’ = {€], ..., e/,} pentru care T'(e}) =
Aieh, Vi =1,2,..,n. Aceasta iInsemna ca €, sunt vectori proprii pentru acea
transformare.

In general problema nu are solutie deoarece nu intodeauna putem deter-
mina n vectori proprii liniar independeti, deci care sa formeze baza i S sa
fie matricea de trecere de la B — B’. Urmatorul raspuns e apoape evident:

Propozitia 1. a) Daca radacinile polinomului caracteristic sunt toate sim-
ple si apartin lui K, atunci exista forma diagonala, data chiar de aceste valori
proprii.

b) Daca polinomul caracteristic are radacini multiple si sunt toate din K,
atunci matricea A admite forma diagonala daca si numai daca ordinele de

multiplicitate ale radacinilor polinomului caracteristic coincid cu dimensiu-
nile subspatiilor proprii corespunzatoare.

La cursul de Algebra liniara s-a dovedit ca daca nu avem aceasta situatie
exista o matrice un pic mai complicata decat cea diagonala, numita forma
Jordan, care sa fie asemenea cu A.

In aplicatia din sectiunea precedenta, valorile proprii sunt toate reale

110
si distincte, Ay = 1 , Ay = —1, A3 = 2, deci matricca A = | 1 0 1
011
10 0
admite forma diagonala A’ = | 0 —1 0 | . Legatura intre A gi A’ este A’ =
00 2

S71.A.S, unde S este matricea de trecere de la baza canonicd B la baza
B’ a vectorilor proprii v; = (1,0,—1),v2 = (1,—2,1),v3 = (1,1,1), adica

1 1 1
S=1 0 =21
-1 1 1

O obsevatie merit# atentie. Lucram in spatiul B3 care am vazut cd poate fi
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dotat cu un produs scalar, produsul scalar uzual < z,y >= zly' +22y>+23y3.
Se observa cu usurinta ca < vy,vy >= 0, < vy,v3 >= 0, < v9,v3 >= 0 i
deci baza vectorilor proprii este ortogonala. Cum subspatiile proprii sunt
generate de acesti vectori in locul lor in B” am putea lua versorii lor, adica

UB’ = {e} = %5(1,0,—1),6/2 = \%(1,—2,1)761d = \%(1,1,1)}, care este o
baza ortonormata.

1 11
V2 V6 V3

Matricea S devine S = 0 —16 \/Lg . Se verifica destul de repede
1 1
V2 V6 VB

ca S.8' = I gi deci S™! = S, astfel cd A" = St.A.S.
Intrebarea este: Putem face un astfel de rationament intodeauna?.

Raspunsul il gasim in sectiunea urmatoare.

3.2 Transformari in spatii euclidiene

O sa discutam aici doua clase de transformari. Prima clasa este intr-un
context mai larg al spatiilor unitare si a doua doar pentru spatii euclidiene.

3.2.1 Transformari hermitiene

Fie U = (V, <,>) un spatiu unitar, deci scalarii sunt numere complexe. Prin
restrangere la numere reale vom obtine afirmatii valabile si pentru spatii
euclidiene.

Definitie. Se numeste transformare adjuncta unei transformari liniare
T :V — V o transformare liniara 7" : V' — V ce satisface conditia

<T(x),y >=<z,T*(y) >, Vr,yeV.

Observam ca daca exista T™ atunci adjuncta sa este T

Problema principala este existenta lui 7. Vom dovedi acest lucru in cazul
finit dimensional

Teorema 1. Fie U = (V,<,>) un spatiu unitar, dimV = n, i T €
L(V,V) o transformare liniara.

Daca B = {e;}i1, este o baza ortonormata din V' in care T" are matricea
A = (a'), atunci existd T* si matricea sa in baza B este A* = A" adica

j
elementele sale se obtin prin transpunerea conjugatelor complexe din A.
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Demonstratie. Fie B = {e;};,—1,, 0 baza ortonormata in V si T'(e;) =
Yo abe; iar T*(e;) = Yo", af'e; . Cautam A* = (a}’). Pentru aceasta
e suficient sa traducem conditia de transformare adjuncta pentru vectorii
bazei B, adica < T'(e;),er, >=< ej,T"(ex) > . De aici rezultd tinand cont
de <,y >=a < x,y >ca )y a <e,e >= " a; <eje>. Din
k
si deci a}’ = a"j, astfel ca A* = A'. Existenta lui A* atrage exisitenta lui T*.

faptul ca baza aleasa este ortonormata, < e;, e, >= d;,, deducem ca o = a;’
Prin particularizare la spatii euclidiene, obtinem ci A* = A’
Din liniaritatea lui T" se verifica ugor urmatoarele afirmatii:

Propozitia 1. Daca T} si T sunt adjunctele lui 7} si 75, atunci
(T + 1) =Ty +T5 5 (Tholp) " =TyoTy ; (a1) =aT™.

Definitie. Transformarea liniara 7' se numeste hermitiana daca T =T.
Aceasta evident implica < T'(z),y >=< z,T(y) >, Vx,y € V si deci
intr-o bazi ortonormats avem A = A'. in particular, prin reducere la cazul

spatiilor euclidiene conditia de matrice hermitiana se reduce la faptul ca
matricea este simetrica, A = At.

Teorema 2. T € L(V,V) o transformare hermitiana, atunci:
a) Toate valorile sale proprii sunt reale.
b) La valori proprii distincte corespund subspatii proprii ortogonale.

c¢) Exista o baza ortonormata a vectorilor proprii in care matricea trans-
formarii sa fie diagonala.

Demonstratie. a) Fie A valoare proprie corespunzatoare lui z, adica
T(r) = Av, x # 0. Din < T(z),z >=< ,T(z) > rezultd ca < A\v,r >=
<z, Ar>gideci A <z,x >=\<zx,x>, adica A = X gideci A € R.

b) Fie A; # Aq valori proprii corespunzatoare lui zy si xo, T'(z1) = Ay,
T'(x9) = Azo. Traducem conditia de transformare hermitiana < T'(x;), xo >=
< x1,T(x9) > i din faptul ca valorile proprii sunt reale obtinem (A; — A\2) <
xr1,xy >= 0, adica < x1,xo, >= 0. Deci vectorii proprii corespunzatori la
valori proprii distincte sunt ortogonali, prin urmare si subspatiile proprii ale
lor sunt ortogonale.

¢) Doar schitam ideia de demonstratie. Daca A; este radacina simpla
atunci subspatiul sau propriu V), = ker(7T" — A\;I) are dimensiunea 1 gi deci
este generat de un vector {e;} pe care putem sa-1 presupunem unitar. Daca
A, este radacina multipla de ordin £ atunci subspatiul sau propriu V, =
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ker(T'— A1) ar putea sa aiba dimensiune mai mica decat k si deci in final
sa nu putem forma o baza a vectorilor proprii. Sa aratam ca asa ceva nu
se poate. Consideram V/\t complementul sau ortogonal si demonstram ca

acesta este invariant la T. Intr-adevir Vo € Vy, siy € Vi avem ci 0 =<
(T — MNeD)zyy >=< x,(T — N\ I)y > si deci y € V). Restrictiile lui 7" la V),
sila V/\J; la randul lor vor indeplini conditii asemanatoare privind radacinile
multiple. In final obtinem o baza a vectorilor proprii care din constructia
facuta se poate considera ortonormata.

De notat ca punctul c¢) al teoremei ne asigura ca dacd o matrice este
simetrica si reala atunci ea admite forma diagonala intr-o baza ortonormata
a vectorilor proprii.

3.2.2 Transformari ortogonale

Fie T'€ L(V,V) o transformare liniara in spatiul euclidian (V, <, >).

Definitie. Transformarea T se numeste ortogonala daca pastreaza pro-
dusul scalar, adica

<T(x), T(y) >=<z,y>, Ve,y e V.

Propozitia 1. a) Orice transformare ortogonala pastreaza distantele si
unghiurile.

b) Orice transformare ortogonala este bijectiva.

Demonstratia rezulta din definitie, luand = = y =| T'(x) ||=|| = || si din
faptul ca cosa = m

Bijectivitatea rezulta din faptul ca presupunand 7'(z) = 0 = T'(x) ||=
| z ||= 0 si deci KerT = {0}.

Afirmam ca daca o transformare liniara pastreaza distantele atunci ea
este ortogonala si deci va pastra si ungiurile. Demonstratia rezulta din
urmétorul caleul. Avem || T(z) ||=| = || , V& € V. Inlocuind pe = —
x + y deducem din liniaritatea lui T' ca || T'(z) + T(y) ||=| = + v ||, adica
< T(z) +T(y),T(x) + T(y) >=< =z +y,xr +y > . Dezvoltand calcu-
lul si tinand cont ca || T(z) ||=|| = || i || T(y) [|=] v || , rezultda ca
<T(x), T(y) >=< x,y >, adica transformarea este ortogonala.

O transformare care pastreaza distantele se mai numeste izometrie. In
concluzie, transformarile liniare ortogonale coincid cu izometriile.
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Propozitia 2. Multimea izometriilor lui (V, <, >) formeaza grup in raport
cu compunerea lor, numit grupul ortogonal GO(V).

Demonstratie. < (Ty0Ty)(x), (T10Ty)(y) >= < T1(Tx(z)), T1(Tx(y)) >=
< Tl(x)7T1<y) >=<T,y>.

Cum T este bijectiva, se deduce imediat structura de grup.

Propozitia 3. O izometrie duce baze ortonormate in baze ortonormate.

Propozitia 4. Singurele valori proprii ale unei izometrii sunt £1.

Demonstratie. Fie A valoare proprie pentru z, adica T'(z) = Az. Inlocuind

in || T(x) ||=] = || rezulta ca |\| = 1 gi deci A = +1. Evident ele pot fi radacini
multiple.

Definitie. O matrice patraticd A se numeste ortogonald dacd A.A* = 1.

Avem de aici c& (det A)?> = 1, deci este inversabild gi avem A' = A~1,
prin urmare si A* A = 1.

Teorema 1. Matricea schimbarii a doua baze ortonormate este o matrice
ortogonala.

Demonstratie. Fie B = {e;}i=1., si B’ = {el},—;,, baze ortonormate si
ifi=1ln B iJi=1n 3
e, = ste;
k= 2ui=15kCi-
. _ ol _ n i, n J _ n n i oJ
Din bpp =< €j, €, >=< D1 spei, 205 Spej >= D Do Sy, <
€€ >= D i > iy SpSy0i; deducem ca Y L s)s), = Opp, sau matricial scris
S.St=1.

Teorema 2. Matricea unei transformari ortogonale intr-o baza ortonor-
mata este o matrice ortogonala.

Demonstratie. Fie B = {e;};,—1,, baza ortonormata, < ee; >= J;;.
Fie T(er) = Y 1, ape;. Din < T(ey), T(en) >=< e ey, > deducem ca
Yo 2 apay, < eiej >=< eg,ep >, adica YOI YT ajapdi; = g, i
deci Y7 | alal = Ok, sau matricial scris A.A" = .

Daca det A = 1 transformarea se numeste rotatie (justificarea o vom
vedea in planul si spatiul euclidian), iar daca det A = —1 transformarea se

numeste antideplasare (simetrie).
Vom incerca sa dam un exemplu de antideplasare.

Definitie. Fie S, subspatiu p dimensional in (V,<,>) , v € V si w =

prspv,wL:v—w.

Numim simetrie fata de subspatiul S, aplicatia S : v — w—wt = 2w—wv,
adica & = 2prg, — Id.
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Intuitiv avem desenul de mai jos:

Propozitia 5. Simetria fata de un subspatiu este o transformare ortogonala
involutiva.

1

Demonstratie. Din S(v) = w — w+ = 2w — v, avem in primul rand ca

transformarea este liniara si ca

I S@) [P=< w—whw—wh >=] w|* + || w" [P=] v | adica
transformarea este ortogonala || S(v) ||=|| v || -

In plus, S2(v) = S(2w — v) = 28(w) — S(v) = 2w — (2w — v) = v, adici
8% = I, deci involutiva.

Sa particularizam. Fie Bg = {e;};_1; baza ortonormata in S pe care o
completam la o baza ortonormata in V,dim V' = n, adica B = {¢;},_15.

N . . .
Vectorul v = )" v'e; se proiecteazd pe w = Y - | < v',e; > ¢; . In

baza ortonormata B matricea simetriei S va fi S(e,) = e, pentru a = 1,p
§i S(eprr) = —epix pentru k = 1,n —p, astfel cd A = (é” _OI ), cu
det A = (=1)". o

Daca S, este un hiperplan (p = n — 1), atunci simetria are det A = —1.

Concluzia ar fi:

Teorema 3. Orice transformare ortogonala este rotatie, simetrie fata de
un hiperplan sau compunerea lor.

Compunerea a doua simetrii fata de hiperplane este de determinant 1,
deci rotatie. Invers nu rezulta. Totusi are loc urmatoarea afirmatie:

Teorema (Cartan). Orice transformare ortogonala intr-un spatiu euclid-
ian (V, <,>) cu n dimensiuni este compunerea a cel mult n simetrii fata de
hiperplane.
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3.3 Transformari afine

Fie A = (M, ¢, V) st A = (M, ¢, V') doua spatii afine peste acelasi corp.
Fixand un punct O combinatia liniara afina OC = am—i-ﬁ@ cua+p=1
nu depinde de alegerea lui O si vom scrie afin ca C' = oA + 3B.

Definitie. Se numeste aplicatie afina o aplicatie 7 : A — A’ ce satisface:

T(eA+ pB) =ar(A)+ p7(B), VA, Be Asia+ (3 =1.

Propozitia 1. 7: A — A’ este afina daca si numai daca aplicatia
T:V =V
T(AB) = r(A)7(B), VA,B € A

este aplicatie liniara de spatii vectoriale.

Demonstratie. Presupunem 7 afina si O fixat, T(O—/K) =T7(0)71(A).

Aratam ca T(aOTl) = aT((ﬁl). Fie 0OA = OB, deducem ci O, A, B
sunt coliniare si deci B = (1 — a)O + aA. Deoarece 7 este afina, rezulta ca
7(B) =7((1 — )0+ aA) = (1 — a)7(0) + at(A), din care obtinem 7(B) —
7(0) = a(1(A) — 7(0)) si deci 7(O)7(B) = a7(0)71(A), adica T(am) =
aT(OA).

Calculam acum T(07 + @) Fie OC = OA + OB i alegem A # 1,0.
Notiam OA" = ﬁ(ﬁ si OB = %O—Eg Obtinem ci OC = (1—)\)_O—f?+)\_0—§7,
astfel ca 7(C) = (1-=\)7(A")+A7(B’), din care se obtine ca 7(0O)7(C) = (1—
MNT(O)T(A")+A7(0)7(B’). Acum, tinand cont de prima parte a demonstratiei,
se obtine T(O71 +OB) = T(04) + T(O?)

Demonstratia nu depinde de alegerea lui O deoarece T(@) =T (@ -
OA) = 7(0)7(B) — 7(0)r(A) = r(A)7(B).

Am demonstrat astfel ca T este o aplicatie liniara. Observam ca aceasta

aplicatie liniara transfera notiunea de liniaritate de la spatii afine la spatiul
vectorial asociat.

Aplicatia afina 7 se zice ca este bijectiva daca si numai daca aplicatia
liniara 7" asociata este bijectiva.

Definitie. Se numeste transformare afina o aplicatie afina 7 : A — A,
bijectiva pe un spatiu de dimenisiune finita.

Teorema 1. Fie R = {0, €;};—1,, un reper afin in spatiul A.
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7: A — A este transformare afind daca si numai daca

T = Za}xj +ab ; det(aé) #0; Vi=1,n, (3.3.1)

j=1

unde (a}), (x'), (z") sunt coordonatele punctelor O’ = 7(0), M, si respectiv
M'" = 7(M) in reperul dat R.

Demonstratie. Presupunem 7 afina si T transformarea liniara asociata
lui 7. Rezulta ca O7(M) = O7(0) + 7(O)7(M). Traducand aceasta relatie
R el )
in reperul R i tinem cont ca 7(0)r(M) = T(OM) = T v'ej) =
> —y @' aé;, obtinem exact conditia (3.3.1) din teorema.

Reciproc, presupunem adevarata conditia din enunt (3.3.1) si aratam ca
7 este o transformare afind. Fie A(z?), B(y") sia,3€ K cua+ 3= 1.

Daca C = oA + 8B atunci fie 2! = ax® + By’ coordonatele Iui C. Coor-
donatele lui C" = 7(C) vor fi

n n n
2" = E az + x5 =« E atz' + 3 E aty’ + x
J J J
j=1 7j=1 7=1

= a(X]7_ ala? 4 ap) + BT ahy’ + ) = ax + By si deci 7(C) =
at(A)+67(B) cu a+3 = 1, adica 7 este afind. Conditia det(a}) # 0, asigura

faptul ca transformarea este bijectiva.

Matricial conditia (3.3.1) se scrie

X' =AX+ Ay, detA#0. (3.3.2)

Observatie. O transformare afina determina o schimbare de repere afine
(vezi Cap.2), X = S. X' + Sy, unde S = A™!, Sy = A~ Xy, si reciproc. In
unele cazuri vom avea nevoie de ambele situatii.

Teorema 2. Multimea transformarilor afine pe A admite o structura de
grup, numit grupul afin.

Demonstratie. Daca X' = A X + Ay si X" = A X' + A} sunt doua
transformari afine, atunci compunerea lor X” = A" AX + (A4¢.Xo + X|) este
tot o transformare afina. Transformarea identica este X' = [.X | iar inversa
este X = S. X' — 5.

Definitie. Se numeste translatie in spatiul afin A transformarea

X' =X+ X, (3.3.3)
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Se numeste centro-afinitate o transformare afina pentru care 7(0) = O,
adica
X' =AX, detA#0. (3.3.4)

Teorema 3. a). Multimea translatiilor unui spatiu afin formeaza grup in
raport cu compunerea, grupul translatiilor.

b). Multimea centro-afinitatilor unui spatiu afin formeaza grup in raport
cu compunerea, grupul centro-afin.

¢). Orice transformare afind este o compunere dintre o translatie si o
centro-afinitate.

Demonstratia este imediata.

Daca spatiul afin este si cu structura euclidiana un interes deosebit il
reprezinta care din aceste transformari sunt si izometrii. Aceste transformari
pot fi interpretate ca translatii, rotatii si simetrii fata de hiperplanele reperelor
afine asociate.

Orice translatie este o izometrie a spatiului, afirmatia fiind imediata. Pen-
tru cento-izometrii vom exemplifica acest lucru in cazul planului si spatiului
euclidian in sectiunea urmatoare.

3.3.1 Izometriile planului si spatiului euclidian

Deoarece translatia de repere afine este izometrie, ne ramane pentru inceput
sa vedem care sunt centro-izometriile planului euclidian &,.

Am vazut ca matricea de trecere de la o baza ortonormata la alta este o
matrice ortogonala. Sa consideram in plan reperele ortonormate R(O, 1, j)
si R'(0,7, "), cu matricea de trecere S = (s}) data de

D A7 27 A7 27
v =811+ 817 5 ) = Syt + S3)

Aceasta matrice trebuie sa fie ortogonala deoarece duce baza ortonormata
in baza ortonormata, adica S-St = I si St-S = I, conditii ce se traduc prin:
17+ (57 = 15 slsb+sisd = 05 17+ (57 = 1,

(51)" + (s2)" = 15 sysi + 835 =05 (1) + (s3)" = 1.

Prima conditie ne sugereaza sa luim s = cosa si s = &1 sina.

Analizand in intregime conditiile date, se obtine ca

cosa  e1sina
S:(

) ) unde €1,69 = £1, a € [0, 7). (3.3.5)
—g198in v €9 COS @
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Acestea sunt toate matricele ortogonale de ordin doi.

Sa vedem ce semnificatie poarta ele. Ele pot fi rotatii sau simetrii fata de
drepte in planul euclidian.

Intr-adevir, daci notdm cu w € [0, 7] unghiul orientat dintre isii cain
desenul alaturat

— —

. v o - YA 1 T o . = - . 1 .

obtinem ca cosw = i -i = s, cos(§ +w) = —sinw = j -1 = 55 si

cosw =7 5 =53 sinw=1i-j=s? Astfel ci, o rotatie de unghi w € [0, 7]
este o centro-izometrie a reperelor pentru @ = w §i —e; = g9 = 1.

Schimbarea de coordonate a unui punct M (z, y) exprimat in R si M (', ')
in R’ este rotatia X = S.X'

x=1x'cosa —y sina
{ y=a'sina+y cosa (3.3.6)
Dacd i’ = fgi j/ = —f se obtine o simetrie fata de axa Ox de matrice
1 . v - . = . . . )
S = (0 _01 , lar daca i/ = —i gi j' = j se obtine o simetrie fata de axa
. —-10 .
Oy de matrice S = 0 1) ambele fiind ortogonale.

Compunand aceste transformari cu o rotatie, eventual de unghi w = 0
(transformarea identica), se obtin toate semnele pentru matricele ortogonale
S din (3.3.5).

Pe de alta parte, am vazut ca o schimbare de repere afine poate fi privita
si ca o transformare centro-afind de matrice S~ = S*. Astfel cd in reperul R

unui punct M (z,y) facem sa-i corespunda printr-o rotatie de unghi o punctul
M'(2',y') dat de X' = S*- X,
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adica desenul

unde

/

2’ = xcosa+ ysina
Yy = —xsina + ycosa

Cu totul asemanator putem discuta de simetriile fata de Ox si respectiv

Oy.

In concluzie,

Teorema 1. Toate centro-izometriile planului euclidian sunt: transfor-
marea identica, rotatiile de unghi orientat w, simetriile fata de axe gi com-
puneri ale lor.

S& vedem acum care sunt centro-izometriile spatiului euclidian &;. Incercim
sa abordam problema tot in acelagi mod. Sa determinam matricele S ortogo-
nale de ordin trei ce schimba reperele ortonormate R (O, i 7, lZ) siR' (O, 7,7, K )
. Evident problema este mult mai dificila, de aceea pentru a obtine o clasifi-
care a centro-izometriilor ne vom rezuma la a observa intai ca o transformare
ortogonala are ca valori proprii pe 1 si deci putem alege o dreapta Ox’ pen-
tru care i’ este vector propriu corespunzator lui +1 sau —1. Cum restrictia
unei transformari ortogonale la subspatiul ortogonal acestei drepte este o
transformare ortogonala in plan, putem afirma ca astfel de matrici ortogo-
nale sunt de forma

+1 0 0
S = 0 cosa  grsina
0 —eq1e98ina €9 COS

In concluzie, ele pot fi transformarea identicd, simetrii fatd de plane (si
deci fata de axe), rotatii in plane perpendiculare pe axe sau compuneri ale
lor.
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Vom exemplifica printr-o schimbare de repere in spatiu ce se descompune
in trei rotatii in plane perpendiculare pe axe, anume Unghiurile lui Fuler.

Sa obtinem rotatia reperului R(O, i, l;) in R'(0,7,7, E’)

Avem desenul:

unde ¢, 1,0 € [0, g] )

Vom descompune aceasta schimbare de repere in trei schimbari succesive
dupa cum urmeaza:

a) Pentru inceput rotatia de unghi ¢, R(O, i 7, E) 2 R1(O, i1, g1, ki = lg)
in planul zOy.

Ecuatiile acestei rotatii sunt X = .57 - X3

cosp —sing 0
unde S; = | sing cosp 0
0 0 1

b) Apoi, rotatia de unghi 6, Rl(O,Zl,jl,El) 5 RQ(O,;Q = zi,jé,l%) in
planul perpendicular pe Oy (linia nodurilor). Ecuatiile acestei rotatii sunt
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X =5-X
1 0 0
unde So, = | 0 cosf@ —sinf
0 sinf cos@

Obtinem desenul

c) In final pentru a obtine schimbarea de repere propusa este nevoie sa
facem rotatia de unghi 1, RQ(O,fg,jQ, Ez) 5 R’(O,Z’,j’,ly = Eg) in planul
perpendicular pe Oks.

Ecuatiile acestei rotatii sunt Xy = S3 - X’

cos® —siny 0
unde S3 = | siny cosy 0
0 0 1

Transformarea in intregime este compunerea celor trei rotatii X = S -

Sy - S5 - X',
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3.3.2 Grupul asemanarilor

Am vazut ca o transformare afina este compunerea a unei translatii cu o
centro-afinitate si am studiat dintre centro-afinitati doar izometriile.

Definitie. Se numeste omotetie de centru My si modul A € R* transfor-
e ——"
marea afind 7 : A — A data de T(M) = M’ astfel incat MoM' = A\Mj M.
Intr-un reper afin R din spatiu aceasta conditie se scrie

" =ah+ ANzt =), i=1,n. (3.3.7)

Daca centrul de omotetie este O, obtinem 2/t = \a'.
Se verifica usgor ca
Propozitia 1. Multimea omotetiilor de centru M, formeaza grup in raport

cu compunerea lor.

Mai mult, compunerea a doua omotetii de module diferite este o omotetie
de modul produsul modulelor celor doua omotetii.

Definitie. Numim asemanare de modul A € R* transformarea afina T :
A — A data de T(M) = M’ astfel incat oricare ar fi doua puncte M, N sa

NG T . . v oy .
avem M'N’ = A\MN. Intr-un reper afin R din spatiu aceasta conditie se scrie

1

y'—a" =Ny —2") ,i=1,n. (3.3.8)

Evident ca omotetiile sunt asemanari particulare. Daca spatiul are si
structura euclidiana, trecand la norme obtinem ca |M'N'| = |A| |[M N|.

Propozitia 2. Multimea asemanarilor spatiului afin formeaza grup in ra-
port cu compunerea.

Deci asemanarile in cazul euclidian amplifica distantele cu |A|. Se demon-
streaza ca in geometria sintetica ca:

Propozitia 3. Orice asemanare este izometrie, omotetie sau compunere a
lor.
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Capitolul 4

Forme liniare, multiliniare si
patratice

In acest scurt capitol vom repeta cateva notiuni de algebra liniara si vom jus-
tifica notatiile utilizate pana in prezent privind indicii unor marimi intalnite,
este vorba de tensori afini.

4.1 Forme liniare

Fie V un K— spatiu vectorial.

Definitie. Se numeste forma liniara pe spatiul vectorial V' o transformare
liniara f:V — K.

Am preferat sa tratam aceste transformari liniare separat din motivele pe
care le vom vedea.

Am afirmat in capitolul precedent ca multimea transformarilor liniare
L(V, W) are structura de spatiu vectorial. In particular, pentru W = K,
L(V, K) multimea formelor liniare are structura de spatiu vectorial peste
corpul K. Vom nota L(V, K) = V* gi-l vom numi spafiul dual spatiului V,
elementele sale sunt deci aplicatii (forme) liniare.

Vom aborda in continuare cazul finit dimensional. Presupunem dim V' =
nsi B={e},_t; obazdinV, z=3"" x'e un vector dat. Din liniaritatea
lui f rezultd & f(z) = f(Oo1, 2'e;) = >0 ' f(e;) si dacd definim a; =
f(e;), atunci

fla) =) ax', (4.1.1)

i=1

95
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expresia formei liniare f € V* in baza B.

Aceasta scriere se poate pune ca produsul unei matrice linie A cu una
coloana X.

Deci oricarei forme liniare intr-o baza 1i corespunde o matrice linie cu n
elemente, adica un element din R", corespondenta fiind bijectiva. Deducem
ca dim V* = n. Ne-ar interesa determinarea unei baze in V*. Pentru aceasta
s& consideram formele de coordonate in baza B, f*:V — K date de f'(z) =
2t i =1,n.

Propozitia 1. B* = {f'},_1; este o baza in V*, numitd baza duald lui B.

Demonstratie. S& observam ca f'(e;) = 5;'» gi cd {f'} sunt liniar indepen-
dente, deoarece ay f! + ... + o, f™ = 0 aplicata oricarui e; implica a; = 0.

Apoi, dacd consideram x € V, x = "' | 2'e;, atunci f(z) = Y1 az’,
de unde f(z) = >, a;f*(x), si deci orice forma liniard este o combinatie
liniara de {f*},_1;, adica B* este baza.

Teorema 1. Daci B > B’ este o schimbare de baze in V', atunci bazele

. . . N s-1
duale se schimba cu matricea inversa B* — B* .

e o — N i o deed i — N i) i —
| Demnonstfa;?e. Flenej = Zizl sje; si deci a® =30 sy, Avem f'(z) =
at =0 sir? =370 sif7(x). Astfel ca baza veche se leaga de cea noua

cu matricea S si deci cea noud de cea veche cu S~

Se poate verifica ca (V*)* este izomorf cu V' i in consecinta se pot iden-
tifica.

4.2 Forme p-liniare

Vom generaliza definitia de mai sus la produsul cartezian VP = V xV x...x V.

Definitie. Numim forma p— liniara o transformare f : VP — K liniara
in fiecare argument.
Notam f € L£,(V, K) si aceasta multime este un spatiu vectorial fata de
suma a doua aplicatii p— liniare si amplificarea cu scalari din K.
. . VoA n )
Presupunem dimV =n si B = {e;} obazainV, z, = _ wioe,,
a = 1, p, descompunerea a p vectori dupa baza B. Aici am folosit subindici

i=1,n
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pentru a nu-i confunda. Atunci din liniaritatea in fiecare argument vom avea

n

f(z1, 20, .., 2p) = Z x?xég....x;”f(eil,em,...,eip) (4.2.2)

01,09, ip=1

si deci p—forma este perfect determinata daca se cunosc
f(eim €igy oony eip) = aili%ip (423)

Astfel o p— forma in baza B se va scrie

n

flz1, 20, 2p) = Z aili?.”ipx’fxg"....:cép. (4.2.4)

01,02, ip=1

Ne intereseaza dimensiunea lui £,(V, K) si, de asemenea, cum arata o
baza.

Pentru p— forme liniare gy, ..., g, definim produsul lor g = g1 ® ... ® g, ca
fiind aplicatia

g('rlvx% "'7gp) = gl(‘rl) ’ g2(x2) Tt gP('Tp)'

Propozitia 1. g = g1 ® ... ® g, este o forma p—liniara.

Demonstratia este imediata din definitia lui ¢ si faptul ca fiecare din g;
erau forme liniare.

Fie V spatiu de dimensiune n, B = {¢;},_1;; o baza in V, B* = {f'},_15;
baza duala in V*. Putem atunci face produse, numite tensoriale, de p din
cele n forme liniare f¢, adica

frizin — fit g i o fin (425)

Propozitia 2. Multimea formelor p-liniare (4.2.5) formeaza o baza in

spatiul £,(V, K).

Demonstratie. Liniara independenta se arata ca si in cazul formelor
liniare dar pe fiecare din componente. Sa aratam ca genereaza intreg spatiul
L,(V,K). Din (4.2.5) rezulta ca fi12-r(ey, e, ...,€,) = Qi Ay ...a;,. Notam
pentru simplitate a;, a;,....a;, = aj,...i, $i (4.2.4) ne spune ca

n

f($1,$2,-~-a$p)= Z az‘lig...z‘,,fim""ip(901,$2;~-~$p)

11,09, ip=1
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astfel ca orice p— forma este o combinatie liniara de fi1%2-i,
Ca o consecinta sa observam ca dim £,(V, K) = n”.
Fie B" = {ej};,—1;; o alta baza in V si S matricea schimbarii de baze,
PN i :
e = > iy 8jei. Are loc:

Propozitia 3. La schimbari de baze B 5 p componenta unei p-forme
liniare se schimba dupa legea:

n

/ — jl jQ jp L .
Qiig..iy = E Siy Sia -+ Siy Qi1 ja...jp- (4.2.6)

jl,j27---jp:1
In final putem observa ca produsul tensorial se poate extinde asupra

p—rformelor.
Propozitia 4. Fie f € L,(V,K) si g € L,(V, K). Atunci definim

(21, s Ty Y1y s Yg) = F(@1, i) - (Y1, s Yg)- (4.2.7)

si este o (p + ¢)—forma liniara notata h = f ® g, si numita produsul lor
tensorial.

Demonstratia este imediata.

4.3 Tensori afini

In acest paragraf amintim intai ca pana in prezent am intalnit urmatoarele

marimi care la schimbari de baze ¢} = Y7 | she; se transforma dupa regulile:

-vectorii, care se schimbau dupa regula 2/ = >
*1) .
(Sj ) ’
k oxt h

9] . . . /l _ n n .
-transformarile liniare, pentru care a7 = Y /| >, sisyay ;

n *7 .7 -1 _
j=1 85'2?, unde 577 =

-formele p—liniare, pentru care avem formula (4.2.6).
Vom generaliza aceste reguli.

Fie V' un spatiu vectorial real, dimV = n, B = {e;},_; o baza in V,
B* = {f'},_15 baza duald in V* spatiul dual. Notam cu X v si XV
produsele carteziene de p ori ale lui V* gi de ¢ ori ale lui V.

Definitie. Numim tensor afin de tip (p,q) o forma (p + ¢)— liniara
t: (i V*) x (f< V) —R.
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Un tensor va fi perfect cunoscut in baza B si B* daca se cunosc numerele
reale o
t(€iyrs Cigy -ns iy FpR ) = tzllljijp (4.3.1)
numite componentele tensorului ¢ in bazele date.
Sé observam ca la schimbari de baze ¢} = 371 | ste; i f7 = 30", s f
vom avea transformarile:

n
!'hiho..hp i1 i iq shy _xho shyp ,3152.-.Jp
ko ey = E Sy Sk Sk i Siy S5, Ciria e (4.3.2)

i1, 0pJ1..,jg =1

Teorema 1. Pentru ca un sistem de n?t? numere sa fie componentele unui
tensor de tip (p + ¢) este necesar si suficient ca sa avem (4.3.2).

Notam cu ?7 (V') multimea tensorilor de tip (p, q). Se zice ca este de p ori
contravariant si de g ori covariant.

S& observam ca un vector este un tensor de tip (1,0), o transformare
liniara definegte un tensor de tip (1, 1), iar o g— forma defineste un tensor
covariant de tip (0, q).

Fara dificultate verificam ca multimea tensorilor 27(V) formeaza un
spatiu vectorial fata de operatiile ¢; + t5 si at definite uzual, dimensiunea
sa fiind nP*9.

Am vizut ca { [ ® f2 ®....® f»} formeazad o baza in spatiul £,(V, R)

. p . o 4 RV
izomorf cu x V*. Fie {e;, ® ¢;, ® .... ® e, } baza duala in x V. Fara a intra
in detalii se verifica ca

{6/, ®e,®..0€, @ 'R f?®...® fr}

este o baza in 2T (V).

Daca notam cu 7 (V) multimea tuturor tensorilor pe V, indiferent de
tip, atunci pe 7 (V') putem defini operatia de adunare a tensorilor (formal
completand cu 0 daca nu sunt de acelagi tip) si operatia de amplificare cu
scalari reali. Se verifica imediat axiomele de spatiu vectorial pentru 7 (V') .

In plus putem defini produsul tensorial a doi tensori (vezi pentru p— forme),
PT(V)xLT(V) —P T (V) prin

J1--Jpn1ene  J1edp mq..mg
11..5gM1..Ms ~ “i1.0q ~M1..Ms"

T (V) capata astfel o structura de algebra , numita algebra tensoriala a
lui V.
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Definitie. O p—forma liniara se numeste simetrica in indicii h si k daca

F@1 ooy Thy ooy Tl ey Tp) = F(T1, ooty Ty ovey Ty oey Tp)

si complet simetrica daca este simetrica in orice doi indici.

Putem defini deci tensori complet simetrici, ei formand o subalgebra a
algebrei tensoriale.

Definitie. O p—forma liniara se numeste alternata daca pentru indicii h
si k avem

9 = — e e o
f(xl '-axhu"ka?‘“axp) f(xh y Ly oy LThyy 7xp>

Multimea formelor alternate formeaza spatiu vectorial, dar in general nu
este algebra fata de produsul tensorial clasic. In schimb produsul

1
(fAG) (@1, s T, Tt s Tprg) = il > o f (To(1) s To()) 9 (o), - Tolgra)

sumat dupa permutarile o, este o forma alternata, numita produsul exterior
al formelor date.

Algebra obtinuta se numeste algebra exterioara a lui V.

4.4 Forme patratice

In acest paragraf vom trata intai cazul particular al formelor biliniare si apoi
legat de cele simetrice vom defini o aplicatie numita forma patratica.

Pentru claritate amintim definitia unei 2—forme sau, aga cum o vom numi
in continuare, forma biliniara.

Fie V un spatiu vectorial peste corpul K.
Definitie. Numim forma biliniara o aplicatie f : V x V — K liniara in
ambele argumente, adica:

flanzy + aore,y) = aif(z1,y) + aaf (22, y)
[z, Biyy + Baye) = Bif(x,y1) + Bof (2, 92).

Forma biliniara se numeste simetrica daca f(z,y) = f(y,z) ,Vr,y € V.

Multimea formelor biliniare L£o(V, K) formeaza un spatiu vectorial in ra-
port cu adunarea lor gi amplificarea cu scalari. Formele simetrice L2S(V, K)
formeaza un spatiu vectorial.
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Sa particularizam discutia la cazul finit dimensional.

Presupunem dimV = n si B = {e;},_1; o baza in V, z = Y1, 7'e;,
y =Y, y'e;, descompunerea vectorilor x si y dupa baza B. Din liniaritatea
in fiecare argument vom avea

flz,y) = Z 2"y’ f(e;, e;) (4.4.1)

ij=1
si deci forma biliniara este perfect determinata daca se cunosc
flei ;) = ai (4.4.2)

Astfel o forma biliniara in baza B se va scrie

f(x,y) = Z agz'y’. (4.4.3)

ij=1

Forma biliniara va fi simetrica daca f(e;, e;) = f(e;,€:) , Vi, j ,n, si
(i

deci a;; = aj; astfel ca matricea formei biliniare in baza B , adica A =
este o matrice simetrica, A = A’

La schimbarea bazei B > B’ coeficientii a;; ai formei biliniare se schimba
dupa regula
n
a; = Z 3§3?akh (4.4.4)
k,h=1
sau in scriere matriciala
A'=8'AS (4.4.5)
unde S este matricea schimbarii de baze.

Din (4.4.5) si faptul ca S este o matrice cu det S # 0, rezulta ca rangul
matricei A este invariant la schimbari de baze.

Sa extindem acum la corpul numerelor complexe conditia de simetrie.

Definitie. O aplicatie g : V x V — C se numeste forma hermitiana peste
spatiul complex V', daca:

glonzy + aawa,y) = ong(wr,y) + aag(za,y)
9(z,y) = g(y, ).

Evident, liniaritatea in y se schimbd, adica: f(x, Biy1 + Bay2) = Bif(x,yp) +
62f<x7 y2)
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In baza B conditia a doua se traduce prin g;; = g;;, adica matricea unei
forme hermitiene satisface G = G, iar la schimbari de baze avem G’ = S*.¢.S.

Sa revenim la cazul formelor biliniare simetrice.
Definitie. O aplicatie h : V' — K se numeste forma patratica pe V daca
exista o forma biliniara simetrica f € L£,S(V, K) astfel incat

h(z) = f(z,xz) , Yz eV. (4.4.6)

Forma biliniara f se numeste forma polara lui h.

Multimea P (V') a formelor patratice formeaza un spatiu vectorial peste
K.

Propozitia 1. Spatiile L,S(V, K) si P(V) sunt izomorfe.

Pentru demonstratie sa definim aplicatia care face sa-i corespunda oricarei
forme biliniare simetrice f forma patratica h. Ea este bijectiva cu inversa

Fle.y) = & (b +9) — h(x) — hiy)}.

Conditiile de izomorfism se dovedesc imediat.

Sa exprimam intr-o baza B = {e;} o forma patratica. Din (4.4.1)

deducem ca

i=1n

h(z) = Z z'z? f(ei, e5)

ij=1
si daca f(e;, e;) = a;; atunci
n
h(z) = Z a;;jx'r? cua;; = aj; (4.4.7)
irj=1

este expresia formei patratice in baza B.

Matricea A = (a;;) a formei patratice se schimba dupa aceeasi regula
(4.4.4).

Ne intereseaza in continuare existenta unor baze in care maticea formei
patratice sa fie diagonala, adica A" = diag{ A1, Aa, ..., A} i deci In acea baza
B’ = {e/}._— forma patratica si se scrie:

iJi=1n

h(z) = M(2™)? + Xao(2)? + .+ N (@)% (4.4.8)

O astfel de scriere se numeste expresie canonica a formei patratice.
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Sa observam ca deoarece rangul matricei A este un invariant, doar r =
rangA dintre acesti scalari sunt nenuli.

Teorema 1. Orice forma patratica admite o expresie canonica.

Pentru demonstratie vom da doua metode.

Metoda lui Gauss.
Teorema. Fie h(zx) = Z?Fl a;jz'z? o formd patratica de rang r scrisd in
baza B = {e;},_1;. Exista o baza B’ = {e}},_; In care forma patratica sa
aiba expresie canonica h(z) = A(2/1)? 4+ Mo (2?)? + ... + N (2)%

Demonstratie.Vom proceda inductiv. Daci n = 1, atunci h(z) = a1, (z')?
si deci conditia se verifica.

Presupunem problema rezolvata pentru n = m — 1 si discutam pentru
n = m. Distingem urmatoarele situatii:

Cazul a). ay; # 0. Atunci h(x) = ayi(2h)? + 2ap20' 2% + .. + 2a1,2 2" +
hi(z), unde T = (zg,23,...., ¥m) §1 h(Z) = D275 aia’a’ este o forma pa-
tratica in m — 1 variabile.

Deoarece a1; # 0, putem scrie:

h(z) = a; {2, (x")? + 2ay a0 2% + .. 4 2a11a1,2 2"} + hy (), adica

h(z) = ap] {anz +apz® +..+a1,2"}2+hi (2) —ha(z), unde hy(Z) depinde
doar de (xg, 23, ..., ).

Daca notam hz(z) = hi(Z) — he(Z) si facem urméatoarea schimbare de
coordonate, determinata de o schimbare de baze:
1

7' =anr! + aper® + .+ appa”
~2 2
- = e O _
adicd X = S7L.X
:E.TL —_ :C’Vl

atunci h(Z) = a;] (#')? + hs3(Z), unde h3(F) este o nouad forma patratica in
m— 1 variabile pentru care putem aplica procedeul inductiv. In final obtinem
o expresie canonica in baza determinata de schimbarile de coordonate.

Cazul b). a;; = 0 dar exista un agg # 0. Consideram 1n locul bazei initiale
baza B' = {eg, ea, ..., €1, ..., e, }. In raport cu B’ avem a); # 0 si putem aplica
cazul a).

Cazul ¢). Toti a; = 0. Daca forma patratica este nenula atunci exista cel
putin un gp, # 0. Pentru simplitate sa presupunem ca acesta ar fi g5 # 0.

Facem schimbarea de coordonate X = S.X ce va defini o schimbare de
baze in V,
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Astfel cd: h(Z) = a12{(2')?* — (#%)?} + .... va fi o form& patratica din cazul
a). Deci forma patratica va admite expresie canonica.

Observatie. Baza B’ In care avem expresie canonica nu este unica. Este
usor de vazut ce s-ar intampla daca la cazul a) am grupa termenii dupa alt
patrat. Mai mult, putem alege baze in care expresia canonica sa aiba primii r
coeficienti +1, numita si expresie normald. In concluzie, vorbim de o expresie
canonica, ea nefiind unica.

Vom exemplifica metoda printr-o aplicatie.

Sa se reduca la expresie canonica forma patratica scrisa in baza canonica
din R3.

h(z) = 22 + 223 — 422 + 23179 — 47103 + 27273

Solutie. Sa observam ca x; este la patrat. Grupam toti termenii ce contin
pe x1. Obtinem

h(z) = (21 + @2 — 2x3)? + 23 — 823 + 6x223. Pentru ultima parte avem o
noua forma patratica in x5 si 3. Grupam dupa x,.

h(l‘) = (ZEl + Ty — 21‘3)2 + (132 + 31’3)2 - 17ZL':23

Ty =1 + 19 — 213
Acum daci notam rh=1x9+3x3 , obtinem ca h(z') = (27)* +
A
(x4)* — 17(x4)? , adica expresie canonicd. Pentru a determina baza in care
x =) — aby + baly
avem aceasta, inversam sistemul gi rezulta: Ty = T — 3
T3 = x4

Comparandu-1 cu X = SX’ | matricea schimbarii de baze este

1 —-15
S=10 1 =3 |, iar vectorii noii baze sunt coloanele lui S.
00 1

Metoda Jacobi.

Teorema. Fie h o forma patratica de rang r scrisa in baza B = {e; },_17 si
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A(a;;) matricea sa In aceasta baza. Daca urmatorii determinanti sunt nenuli

aiy .. Aair

a11 Q12
Ay =ay, Ay = ey A, =

Q21 Q22
Ar1 0 Qpp

atunci exista o baza B’ = {el},_15 in raport cu care forma patratica sa

[ 1n
admita expresia canonica

_ 1 11\2 Ay
AT

h(z) () + ... +

Demonstratie. Fie f forma polara lui h si construim o baza B’ = {e}},_i
de forma urmatoare
e) = sie;
eh = shei + siey

I el r
€, = S,e1+ ... + 5.6,

> ! _ !
Sl€. 1 =€y1,..,€, = €y,

Impunem asupra lor conditiile f(e;, ¢;) = 0, pentru j < i, si f(e}, e;) = 1,
_ Ai—1

R y
=5 B’ este o baza.

pentru i = 1,2..,r. Se obtine c4 s
Aceeasi aplicatie rezolvata prin metoda lui Jacobi ne da:

h(z) = 2% + 223 — 423 + 22129 — 42173 + 27973 i matricea sa in baza
canonica este:

1 1 -2 11
A= 1 21 CUA1:17A2: :1,A3:detA:—17
12
-2 1 —4
Deci expresie canonicd este h(z') = 1(2})? + 1(a})? — 2%

Sa observam ca ea nu coincide cu cea din metoda Gauss, dar exista o
legatura pe care cititorul poate o va sesiza.

Din moment ce nu exista o unica expresie canonica se pune problema
ce leaga totusi doua expresii canonice. Raspunsul este dat de urmatoarea
teorema:

Teorema Sylvester. (Legea de inertie). Pentru o forma patratica reala
numarul termenilor pozitivi sau negativi este acelasi in orice expresie canonica.

Demonstratie. Am vazut ca rangul se pastreaza la schimbari de baze si ca
putem considera expresii normale ale formei patratice in care toti coeficientii
nenuli sunt +1.
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Consideram doua baze si fie
h(z) = a; |x1{2 +da 2" inB=1{ep,...en}
2 2
hy) = ar|y'|" 4+ +a y | in B ={f1,...fn}

expresii canonice pentru aceeasi forma patratica in cele doua baze.

Notam cu p si respectiv ¢ numarul coeficientilor pozitivi pentru h(x)
respectiv h(y), in expresiile lor normale,

hz) = |2+ o+ 27 = (|27 4 o [2]P)
h(y) = [y + o+ 1977 = (v e+ D)

Daca am presupune p > ¢, atunci consideram subspatiile generate de

W, ={e1,...ep}t, dimW, = p, i Up—y = {fos1, - fry - fu}, dim U,y = 1 — q.
Sa observam ca dim W, + dim U,,_, > n si deci exista v € W, N U,_,, v # 0
in care vom avea v = vle; + ... + vPe, sl v = Uq+1fq+1 + ..+,

Calculam acum h pentru z = y = v si obtinem

h(v) = }vl‘z—l—....—l— P> >0
hw) = =0 + oo + 7P < 0.

Absurd !. La fel se procedeaza daca am presupune p < q.
In concluzie p=q.

Numarul termenilor pozitivi, al celor negativi si rangul formei patratice
defineste signatura formei patratice.

Forma se numeste pozitiv (negativ) definita daca signatura sa contine
numai termeni pozitivi (negativi).

4.4.1 Forme patratice in spatii euclidiene.

Sa consideram (V, <, >) un spatiu euclidian, dim V' = n. Intr-o bazi ortonor-
mata produsul scalar coincide cu cel uzual. Asa cum am remarcat intre
spatiul formelor patratice gi spatiul matricelor simetrice exista un izomor-
fism gi deci putem asocia unei forme patratice o matrice simetrica ce core-
spunde unei transformari liniare intr-o baza data. Astfel avem aplicatia

g:VxV o<z Ty >.
Intr-o bazi ortonormata B = {e;} vom avea h(z) =< z,T(z) >=

Xt AX.

i=1n
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La schimbari de baze ortonormate, S* = S~—!, atunci avem A’ = S*.A.S =
S—1.A.S si de aici identificarea matricei formei patratice cu cea a unei trans-
formari liniare simetrice.

Am demonstrat in capitolul transformari hermitiene ca o matrice simet-
rica reala admite intodeauna forma diagonala intr-o baza a vectorilor proprii
ortonormati. Obtinem astfel o noua metoda de reducere la expresie canonica
a unei forme patratice reale intr-un spatiu euclidian, numita Metoda trans-
formarilor ortogonale .

Ea consta deci in a lua matricea formei patratice intr-o baza ortonor-
mata, a gasi valorile sale proprii si baza ortonormata a vectorilor proprii
corespunzatori. In aceastd bazd forma patratica admite expresie canonica
data de valorile sale proprii.

Incheiem acest capitol observand ca un produs scalar este de fapt o forma
biliniara simetrica si pozitiv definita, adica

<z,y>=g(r,y) = szzl 9i 0"y cu gi; = gji st h(x) = g(x,z) > 0.

Tensorul g;; se mai numeste si tensorul metric al produsului scalar (metricii).

Aplicatie. Utilizand metoda transformarilor ortogonale sa se reduca la o
expresie canonicd forma patratica h(x) = (z')? + (23)? + 2222 + 2223,

Solutie. Matricea A in baza canonica B = {e; = (1,0,0),es = (0,1,0),e3 =
110
(0,0,1)} este A= 101
011
Observam ca este chiar matricea pentru care am gasit vectorii si valorile
propii de la capitolul transformari liniare. Acolo am gasit ca valorile proprii
sunt /\1 = ]_,)\2 =—-1 §1 )\2 = 2.
Vectorii proprii ortonormati erau B’ = {e} = \%(1, 0,—1),¢e), = \/Lé(l, -2,1),

ey = \/Lg(l, 1,1)}, care determina o baza ortonormata. In aceasta baza forma
patratica admite expresia canonica

h(l‘,) — (xll)Q _ (I/2)2 + 2(5(3/3)2.
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Capitolul 5

Conlice

In acest capitol vom studia o generalizare a unor locuri geometrice studiate
in liceu: cerc, elipsa, hiperbola, parabola.

Daca la inceput in liceu s-a studiat cercul cu centrul in origine si apoi
cercul cu centrul intr-un punct oarecare, pentru celelalte locuri geometrice
s-a studiat numai cazul cand centrul este in originea reperului si axele de
coordonate sunt axe de simetrie. Dar la fel de important este studiul, spre
exemplu, al unei elipse avand ca centru un punct oarecare si axele de simetrie
nu neaparat paralele cu axele de coordonate.

La fel putem discuta despre cazul hiperbolei sau al parabolei.

5.1 Clasificarea conicelor

Desi teoria care urmeaza poate fi dezvoltata intr-un reper afin din spatiul A,
preferam pentru claritatea expunerii spatiul euclidian geometric de dimensi-
une doi, &, in care se considera reperul ortonormat cartezian R = {0, 1, 7}.

109
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Definitie. Se numeste conica o multime (I') de puncte M din planul
&y, ale caror coordonate M (x,y) in raport cu reperul R, satisfac o ecuatie
algebrica de gradul al doilea:

f(z,y) = an2® + 2a102y + agy® + 2a137 + 2a3y + ass = 0, (5.1.1)

numitd ecuatia conicei in raport cu reperul R, a;; € R, 7,5 = 1, 3.
Cel putin unul din primii trei coeficienti este nenul.

Din studiile anterioare sunt cunoscute cateva exemple de astfel de multimi
de puncte, numite curbe plane de ordinul al doilea:

(1) ‘g—z + z—j — 1 = 0, numita elipsd, care este o curba simetrica fata de
O, axele Ox si Oy, gi are reprezentarea grafica din figura alaturata.

In cazul particular a = b, ecuatia devine 2% + 3% — a? = 0 si reprezints

cercul cu centrul in O si de raza a.

2

2 o . . L. .. o
(2) % — 4% —1=0, numita hiperbold, care are aceleasi simetrii fata de

O, Ox, Oy si reprezentarea grafica este in figura alaturata elipsei.
Dreptele y = igx se numesc asimptotele hiperbolei.

(3) y? — 2pz = 0, numita parabold, este o curbd neméarginita, simetrica
fata de Ox. Punctul F (g, 0)se numeste focarul parabolei.
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Reprezentarea grafica este in figura alaturata.

Nu vom insista acum asupra proprietatilor geometrice ale acestor curbe
studiate dezvoltat in liceu.

Vom observa in continuare ca daca sunt date doua drepte:
(di) a1z +bry+c1=0si(d2) agw +byy+c2 =0

distincte, atunci multimea de puncte (dy) U (ds) este reprezentata de
ecuatia:

(4) dy -dy = 0 adica: (a1x + by + 1) - (aox + boy +¢2) =0

si este o curba de gradul al doilea, adica o conica.

Daca d; = dy atunci ea reprezinta o dreaptd dubld: (5) d? = 0, de ecuatie
(a1 + by +¢1)° = 0.

Putem considera ecuatia de forma:

(6) (di)?+ (dy)* = 0 cu dy neparalel cu dy (adici % # Z—i)

care reprezinta un punct dublu, si anume punctul de intersectie al dreptelor
(dv) si (do).

In sfargit un alt exemplu este:

(7) 22+ y*+a*>=0, a € R—{0}

gl care reprezinta o conica vidd (nu exista puncte din plan al caror coor-
donate sa satisfaca (7).

In cele ce urmeaza vom arata ca singurele conice sunt exemplele de mai
sus, raportate eventual la alte repere ortonormate din &s.

Vom face cateva notatii legate de ecuatia (5.1.1). Fie:

a1 ai2 T
A pu— ; B pu— 5 5 X pu—
<CL21 CL22) (@12, 022) ( Yy )

A Bt a11 Q12 413

D = B = Q21 Q22 G23
a33

a31 az2 33
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cu conditiile a;; = aj;, ¢, = 1,2, 3.

In scriere matriceala ecuatia (5.1.1) va capata forma echivalenta:

Teorema 1. La schimbari de repere afine ecuatia unei conice se transforma
tot In ecuatia unei conice.

Demonstratie. Fie X = S.X  + X, o schimbare afing de repere, de la R =
1

1
{O,z’,j} la R = {O,z”,j’}, unde S = (S% §§> este matricea schimbarii
2

51
bazelor de vectori gi Xy = (zo )este datd de coordonatele lui O’ (x0,Y0) In
0

raport cu reperul R.

Atunci (5.1.4) se scrie in reperul R':

FX) = (S.X’ + X0>t A (S.X’ n XO) +2B (SX’ v X0> ¥ ags =

= X'*tSTASX + X1SUAXy+ XLASX 4+ XEAX, +
+QBSX/ + 2BX0 + a3z — 0

Tinand cont ca A = A*, rezultd c& urmatorul numar real verifica

X'1.80AXy = (X150 AX,) = X[.AS.X', obtinem ci:
F(X) = X" (S'48) X' +2 (X§.A.S + B.S) X'+ X, A.Xo+2BXo+ags = 0.

Facem notatiile:

A'=S5"AS, B =X AS+B.S, a3 =X, AX,+2BX)+ass (5.1.3)
si rezulta:
f (X) = X" A X +2B X +dy, =0, (5.1.4)

adica f (X’) = () este tot o conica.

Dacil det A # 0 atunci det A" = (det S)*. det A # 0.
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Observatia 1. In demonstratie nu s-a folosit faptul c& reperele R si R’ sunt
ortonormate, deci demonstratia este valabila pentru repere afine oarecare.

(Se spune ca proprietatea are caracter geometric).
Observatia 2. ags = f (Xo) = f (20, 0) -

In continuare vom face notatiile:

d=detA, A=detD , I =as + axn

Teorema 2. Numerele 6, A, I sunt invariante (nu igi schimba valoarea) la
schimbari de repere ortonormate.

Demonstratie. Si considersm schimbarea X = SX + X, a reperelor
ortonormate R = {O,;,j} si R = {O,Z’,j”}. Atunci matricea S este o

. o _ . i v .
matrice ortogonala St = S~ & Xy = y reprezinta matricea cu coordo-
0

natele lui O’ (xg, yo) in raport cu R.

Siardtimcia 6 =0 , A=A T=1.

Avem: 6 = det A" = (det S)*.det A = det A = ¢, deoarece S este or-
togonala. Sa observam ca I = aj; + ags este urma matricei A si cum

A" = S71AS sunt matrice asemenea vor avea acelasi polinom caracteristic si
. “ /
aceeagi urma, I = 1.

Pentru a demonstra invarianta lui A sa consideram matricea:

5153 %o S X, A Bt
S =182y | = (0 10) si fie D' = (B/ / ) matricea core-
00 1 33
spunzatoare lui D in R’. Dupa schimbarea de reper avem:
D - < St.A.S (z4.A.S + BX,)" >
-\ XLAS+ BXy XJAXy+2BXo +azs )

Facand produsul matricelor (S/)t .D.S'(scrise dezvoltat) se constata prin
calcul ca D' = (S')lt .D.S". Cum det S = det S, obtinem c&

A" = (det 5)*.A = A.

Observatia 3. Pentru a evita acest calcul matriceal pentru D’ putem tine
cont de faptul ca o schimbare de reper este o translatie, plus o centro-afinitate
si deci sa aratam invarianta lui A la cele doua transformari.

Definitie. Cantitatile 6, A, I se numesc invariantii izometrici (ortogonali)
ai conicei (5.1.1).

In continuare ne propunem sa facem o clasificare izometrica a con-
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icelor.

Pentru conica (5.1.1) sau (5.1.2) consideram forma patratica:
h(X)=X"AX = a1 + 2a122Y + as0y? (5.1.5)

a11 Q12

cu matricea A =
a21 Q22

) simetrica si reala. Ea admite expresie canonica

prin metoda transformarilor ortogonale intr-o baza ortonormata R’ = {O, i’ g } :

Expresia canonica este:
/ ! 2 / 2
h(X) Y (:c) T (y) (5.1.6)

/ A0 . .. - .
cuA = ( 01 \ > , unde Aq, Ao sunt valorile proprii ale ecuatiei caracteristice
2

aj; — A a2

det(A — A\I) = 0, adica: =0,
et( ) aulca‘a21 agz—)\‘
sau dezvoltand determinantul obtinem:
M —IAN+6=0 (5.1.7)

(ecuatia caracteristica a conicei, sau ecuatia seculara).

Rezolvand sistemul caracteristic: (A — AI) X = 0, obtinem vectori pro-
prii ortonormati corespunzatori valorilor proprii A; si Ao, adica baza B’ =
{Z’,f/} . Fie S matricea de trecere de la B la B'.

In continuare consideram schimbarea de repere afine: R = { 0,1, j} —

R, = {O,Z’,j”}, cu X = S.X'. Aceasti centro-afinitate am vizut ci nu
poate fi decat o rotatie, simetrie plana sau compunere a lor.

In urma sa f (X) capitd forma:
/ 2 ’ 2 !/ ’ ’ ’
f(X)=X\ (x) + Ao (y) + 2a15¢ + 2a93y +az3 =0 (5.1.8)
Din (5.1.3), deoarece Xy = 0, rezulta ca:

A = (/\1 0 )’B’ = B-S siag = ass . Conform cu Th.2, avem

0 Ao
5:)\1')\2:5/,I:A1+)\221l §1

A=A =10 X ay|=0bazs— X\ (a;3)2 -\ (a,23)2~

/ !
Q3 Gg3 A33
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In continuare luam in discutie urmatoarele cazuri:

I. Cazul § # 0, adicd Ay, s nenuli. In (5.1.8) vom efectua urméatoarele
grupari de termeni:

Y ’+a/13 ’ A ! a'/23 ’ (a'/13>2 (CL/23)2+ =0
1| x N + A2 y+/\—2 " o a33 =

sau:

a/ 2 CL, 2 A
X’)zA g+ B) n(y+2) +==0
f ( 1( + " 2| Y Mo 5
In continuare efectuand translatia reperului Ry = {O, Z’,j’ } cu reperul

Ruz{og&f}dmade;

a
x/ — x// o 137 y/ — o 23 (5 1 9)
A A2
.o ~ ! ah
adica O in raport cu reperul R, are coordonatele: =’ = —%3 cy = -3,

Ecuatia (5.1.8) devine:

—1=0 (5.1.11)

al). Sa remarcam ca daca § = A1 - Ay > 0 atunci A\; gi Ay au acelasi semn
si deci, daca IA < 0 atunci (5.1.11) este ecuatia unei elipse (reale) raportata
la reperul R'.

Daca IA > 0, (5.1.11) nu are solutii reale si deci este o conica vida (elipsa
imaginara);

a2). Daca § = A\ - Ay < 0, atunci (5.1.11) repezinta o hiperbola. In plus,
daca I = 0, hiperbola este echilatera.

b). Daca A = 0, atunci daca:

2

b1). 0 > 0,atuncil; i A au acelasi semn; deci: (z)* = 0si (y)2 =0,
adica conica este punct dublu.
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b2). Daca § < 0, atunci A si Ay au semne contrare si deci Ay (z”)* +
A2 (y")? = 0, se va descompune cu produsul a doui drepte concurente.

IT. Cazul 6 = 0. Cum § = Ay - A9, rezulta ca putem lua Ay = 0 si Ay # 0.
Ecuatia (5.1.8) devine:

F(X) =X (i) + 2d,42" + 2dbsy/ + ass = 0

care se scrie:

s\ (alys)?
(X)) =N <y' + ﬁ) + 2a)32" + agz — 20 = 0. (5.1.12)
/\2 /\2
Calculim invariantii izometrici: A’ = A = =Xy (a/3)* si I’ = 1 = Xy.

a). Daca A # 0, atunci a5 # 0, ecuatia (5.1.12) se scrie:

2 2
a: a (ah3)

X/ E)\ / 23 2 / / 33 _ 23 —
f(X" 2(y +—A2 +2ay5 |z +—2a,13 DPrgl

-

In continuare efectuam translatia reperului R; = 0,7, 4" ¢ 1In reperul
3 ) )

R = {0’,?,}"} dati de:

ay)®  asy a:

v =a"+ (ay;)” _ siy =y — -2 5.1.13

Dodls  2d, 0 T TN (5.1.13)
(a4s)” sy

Ly = —%3 ; i ecuatia (5.1.12)

in care O’ are coordonatele 2’ =

! !
2/\2a13 2af4

devine: A, (y”)2 + 2ajy2" = 0, sau Inlocuind Ay = I si ajy = £4/—2,
obtinem:

—A
(') £ 24/ —— 2" =0, (5.1.14)

adica ecuatia unei parabole.

b). Daca A = 0, ecuatia (5.1.12) se scrie f(X') = Ay (y’+%‘)2 +
a3 — 0%2)2 = 0. Efectuand translatia reperelor R; = {O,f’,?} — R =
{O',?,f’} data de: 2’ = 2" si ¢y = —%3 | obtinem:

!
2
A2

2
m2 , 433 Qo3
— -] =0 5.1.15
W) += (I) (5.1.15)
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care reprezinta:

L\ 2
bl). doua drepte paralele, daca (a23> > 48

N

b2). doua drepte confundate daca (%) = 4
L\ 2
b3). conica vida daca (%) <

In concluzie:

Teorema 3. Clasificarea izometrica a conicelor este data de urmatorul
tabel:

| AF£0 | A=0
0>0 IA <0, elipsa punct dublu
0>0 IA >0, conica vida punct dublu
0<0 hiperbola doua drepte concurente
0=0 parabola doua drepte paralele, confundate,
conica vida

Definitie. Conicele pentru care A = 0 se numesc conice degenerate re-
spectiv, pentru A # 0 conice nedegenerate.

Ecuatiile (5.1.11), (5.1.14), (5.1.15) se numesc ecuatiile canonice ale con-
icelor.

5.2 Proprietati geometrice ale conicelor

5.2.1 Centrul unei conice

Definitie. Prin centrul unei conice nedegenerate intelegem un punct C' al
planului & in raport cu care conica admite simetrie.

Sa observam din exemplele date ca simetrii admit numai elipsa si hiper-
bola iar din (5.1.9) rezulta ca centrul (de simetrie) al conicei este
O’ (z§ =0,y = 0), sau din (5.1.10):

!/

al a
/ 13 / 23
- 13 - 23 591
'TO )\1 ? yO )\2 ( )

in raport cu reperul Ry = {O, Z’, b } In raport cu reperul ortonormat initial
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R = {O, i j} centrul va avea coordonatele C' (g, yp)astfel incat X, = S.X|

/
unde Xy = ( ayco ) , X = <§/0 > si S matricea schimbarii bazelor reperului.
0 0

Ecuatiile (5.2.1) sunt echivalente cu : \jay +aly =0, Aayy +aby =0,
sau in scriere matriceald cu A* - X} + (B')" = 0, unde

A0
w= (3 5,) B = ).

Stim ca la schimbari de baze matricea unei forme patratice se schimba
dupa regula A" = S*.A.S si folosind (5.1.3) , obtinem: S*. A.S. X[+ S B" =0,
de unde prin inmultirea la stanga a ecuatiei cu S (avem S.S* = I, matrice
ortogonala) si inlocuind SX{ = X, obtinem:

AXo+B'=0 (5.2.2)
adica dezvoltat:

fo = anz+apy+az =0 (5.2.3)

fy = anx + any +as =0

sistem ce da coordonatele (xg, 7o) ale centrului C' in reperul R = {O, i, j}

Teorema 1. Daca (I') este o conica nedegenerata gen elipsa sau hiperbola,
atunci coordonatele centrului C' in raport cu reperul R = {0, Z j} sunt date
de sistemul (5.2.3).

Observatia 1. Rezolvand sistemul (5.2.3), dupa regula lui Cramer obtinem:

a11 ais
Q21 Q23

12 Q13
C (%, @), unde Asz; = a a
22 023

S 7A32:_

Din acest motiv conicele gen parabola (§ = 0) se mai numesc cu centrul
la infinit.

Observatia 2. Daca conica este degenerata, A = 0, § < 0, punctul de
intersectie al celor doua drepte este tocmai C.
5.2.2 Axe de simetrie la o conica

Definitie. Se numesc azxe de simetrie la o elipsa sau hiperbola, axele reperului
R = {O/, i’,j’} in care avem expresia canonica (5.1.11) a conicei.
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X imetrie a unei par X 2" areperului’ R’ = 1,7
Axa de simetrie a unei parabole este axa O'x” a reperului R’ o5

in care avem expresia canonica (5.1.14).
Teorema 1. Pantele axelor de simetrie sunt date de :
a) i si ] daca a;o =0
b) ajom?® + (a1, — age) m —ayp =0, daci ajg # 0

¢) daca
_an _ a1

1 a2’

conica este parabola, axa de simetrie a parabolei are panta: m =
2

—

S
S

Demonstratie. a) Daca ajp = 0, forma patratica are expresie canonica si
deci, ' =1, j' = j.

b) Fie S matricea schimbarii de baza de la {;,j} la {?’,f’ } .

Cum S este ortogonala, rezulta: S.S* = I. Notdm cu « unghiul orientat
dintre ¢ si i’ si cu [ unghiul orientat intre 7 i 7', atunci:

i =cosai+ sinaf

j =cosBi+singj

Vectorul 7 este vectorul propriu corespunzator lui A; # 0 in (5.1.10),

astfel ¢c& T(7) = M7 , unde matricea lui 7' in baza {;, ;} :

o a1 a12 . . . 2 2
Daca A = (a " este matricea lui T, atunci avem: A.7/ = A7,
21 022

(o) () o (250) oy
a21 A92 S1n & SN &

a1 cosa + ajgSina = Aj cos o

adica:

sau dezvoltat:

. . 5.2.5
Q91 COS ¢ + a9 SIN v = Ay Sin ( )
S y o . a1 + ag2m
Impartim cele doua ecuatii gi notam tg a = m, obtinem: m = ———
a1 + aj;gm

sau

2

ajom” + (a11 — agg) m — a9 = 0. (526)

Analog, T(7") = A\2J’, si ne conduce la aceeasi ecuatie (5.2.6), unde m =
tgp.
c¢) Daca Ay = 0, sistemul (5.2.5) se reduce la:

ajpcosa+ ajpsina =0
a1 cosa + agsina =0
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adica: tg o =m = g
12 22
Observatie. Din prima relatie (5.2.5) obtinem pentru una din axe:
ay1 + aptga = A
iar pentru cealalta axa:
arn + aptgf = Ay

din care obtinem:

a12 (thé — tgﬁ) == )\1 — )\2. (527)

In concluzie, pentru a obtine o rotatie de unghi o € (0, %) este suficient
sa alegem A1 si A\ astfel ca:

semn aja = semn (A — Ag) .

5.2.3 Intersectia unei conice cu o dreapta.

T =ux0+ It
Yy =1yo+ ht
unde My (g, yo) este un punct al dreptei, ¥ (I, h) vectorul director si ¢ € R.

Fie (d) dreapta din &, data parametric de ecua@iile:{

Intersectia conicei cu dreapta va fi data de solutiile sistemului alaturand
dreptei ecuatia conicei (5.1.1). Dupa inlocuirea lui x §i y in ecuatia conicei
si gruparea termenilor obtinem:

2o (I, h) + 2t [Lfs (Mo) + hfy (Mo)] + f (20, 50) = 0 (5.2.8)

unde:

@ (I, h) = ayl?® + 2a19l.h + axh?
Je (Mo) = a1120 + aroyo + a13
fy (M) = anxo + azyo + asgs.

In functie de discriminantul ecuatiei (5.2.8) avem numirul punctelor de
intersectie al conicei cu dreapta:

V = (If. (Mo) 4+ hf,(Mo))* — @ (I,h) - f (M) . (5.2.9)

Daca V > 0, conica este intersectata in doua puncte de dreapta.

V < 0, dreapta nu intersecteaza conica



Diametrul conjugat unei directii 121

V =0, dreapta este tangenta conicei.
In particular, V = 0 si M, pe conici, rezultd f (My) = 0 si inlocuind
l=(x—um)/t,h=(y—1o)/t, obtinem:

(z — o) fo (Mo) + (y — %0) fy (Mo) =0 (5.2.10)

ecuatia tangentei in My € (I") la conica.

5.2.4 Diametrul conjugat unei directii.

Definitie. Se numeste diametru conjugat unei directii v (I, h) dreapta ce
contine locul geometric al mijloacelor corzilor taiate pe conica de drepte de
directie@ .

Teorema 1. Diametrul conjugat directiei @ (I, h) are ecuatia:
l-fa+hfy,=0 (5.2.11)

unde f, = anx + a2y + aiz si fy = anx + ay + ass.

Demonstratie. Dreapta ce trece printr-un punct My (zg, yo) si are directia
T (I,h) este x = zg + It, y = yo + ht, t € R. Intersectand dreapta cu conica
f (z,y) = 0 obtinem pentru V > 0, doua puncte P, (z; = xo + lt;, y; = yo + ht;),

i = 1,2, unde t1, t5 sunt solutiile ecuatiei (5.2.8).
Mijlocul segmentului P P, are coordonatele:
T+ x2 i+t . y1+ye t1 +to

et — ot h .
2 Toti—o— 8t /5 Yo+ Iy

Conditia ca M, sa fie mijlocul acestor segmente P; P, este deci ca t; +
ta = 0. Astfel ca locul geometric al punctelor M se obtine din (5.2.8) cand
t1 +ty = 0, adica:

Lfe (Mo) + hfy (Mo) =0
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Cum M, este un mijloc arbitrar, rezulta (5.2.11).

Observatia 1. Orice diametru trece prin centrul conicei.
h

Observafia 2. Diametrul conjugat unei drepte de panta m = 7 este:
fa+mf, =0 (5.2.12)
Inlocuind f; si fy din (5.2.11) se obtine dreapta:
(CLH —+ malg) T + ((Izl + ma22> Yy + (CL13 + magg) =0 (5213)
de panta:
m = _ G+ maip (5.2.14)
a1 + Mmago
adica:
agom.m’' + ayp (m+m') +a; =0 (5.2.15)
care reprezinta conditia de conjugare a doi diametri.
Daca m' = —% (directiile sunt perpendiculare), obtinem ecuatia (5.2.6)

astfel ca axele de simetrie ale unei elipse sau hiperbole sunt doi diametri
conjugati perpendiculari. Deci ecuatiile axelor sunt date de (5.2.12) cu m
din (5.2.6).

Conditia ca un diametru al unei hiperbole sa fie asimptota, este ca el sa
intersecteze conica la oo , deci m’ = m, astfel ca

a22m2 + 2a12m +a; = 0 (5216)

care ne di pantele asimptotelor unei hiprbole (§ = a2, — ag - a1 < 0).

5.2.5 Pol si polara la o conica.

Consideram o dreapta in planul Oy ce trece prin My(zo,yo) si de vector
director v (I, h),

r=x0+1lt, y=1yo+ht, teR.

Fie Py, P, P, si P patru puncte pe dreapta corespunzatoare valorilor
to,t1,to si t In ecuatiile parametrice ale dreptei.

Definitie. Se numeste biraport al punctelor Py, P, P; si P, numarul :

ti—to ta—ty _ (Fo, P; P1)
tl—t'tg—t (P(),P,Pz)

[P07P;P1,P2]=
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Daca [Py, P; Py, P,] = —1 se spune ca punctele formeaza o diviziune ar-
monica §i ca P este conjugatul armonic al punctului Py in raport cu P si
Ps.

O diviziune armonica este data deci de conditia:

t —to

ty — to
t —t

to —t

=0
In particular daca Py =

2 1 1
My, adica ty = 0, atunci obtinem: — = —

J— _|_ —_
t ot t
Sa consideram (I') o conica si Py (2o, yo) un punct fixat.

Dreapta x = xo + lt,y = yo + ht, t € R va taia conica in cel mult doua
puncte Py (z1,y1), P2 (22, 92) -

Teorema 1. Locul geometric al conjugatului armonic P al punctului Py
in raport cu punctele Py, P, de intersectie al dreptelor ce trec prin F, este o
parte dintr-o dreapta de ecuatie:

anx.xo—l—alg(.ryo—i—yxo)—|—a22y.y0—|—a13 (ZL‘ + x0)+a23(y+y0)—|—a33 =0 (5217)
sau altfel scris:

vfy (Po) +yfy (Fo) + fo(Fy) =0
unde:

(5.2.18)
fr (FPo) = a11xo + a2y + a3

fy (Po) = @120 + agoyo + ass
fo (Py) = as1zo + asayo + ass

Demonstratie. Punctele Py si Py se obtin pentru t = t1,t = t, iar conju-
2

gatul armonic al lui F in raport cu conica se obtine pentru ¢ dat de relatia:
1,1
=141
t t1 to
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2 ti+t Lf: (P hf, (P
Astfelcé:—:—(1+2):— fo (o) + 1y (F)
t 322 f(R)
Pentru a gasi locul geometric cautat, eliminam ¢,[, h din aceasta ecuatie
si ecuatiile parametrice ale dreptei si se obtine:

(am folosit (5.2.8)).

(@ = x0) fa (Po) + (y — yo) fy (Fo) + f (Fo) =0
din care dezvoltand se obtine (5.2.17) sau echivalent (5.2.18).

Definitie. Dreapta (5.2.17), sau (5.2.18), se numeste polara punctului Py
in raport cu conica (I'), f(z,y) = 0.

Fiind data o dreapta (d), punctul Py al carei polara in raport cu con-
ica este dreapta (d) se numeste polul dreptei (d). El se poate determina
identificand ecuatia (5.2.17) cu ecuatia dreptei date.

5.2.6 Conice prin conditii initiale. Fascicole de conice.
Fie conica (T'):
f(z,y) = an2® + 2a122y + asy® + 2a137 + 2a3y + ass = 0. (5.2.19)

In aceastd ecuatie coeficientii a;; nu pot fi toti nuli (cel putin unul din
primii trei este nenul), astfel ca impartind ecuatia prin unul din ei (nenul)
raman doar cinci coeficienti esentiali. Obtinem ca o conica poate fi determi-
nata de cinci conditii independente. Spre exemplu o alegere a cinci puncte
independente de pe conica poate determina unic conica.

Date patru puncte ale conicei, conica nu este unic determinata.

Sa observam ca date fiind doua conice: (I'y) si (I'2) de ecuatii f(z,y) =0
si g(x,y) = 0, intersectia lor se poate face in maxim patru puncte (dat fiind
ca avem un sistem de doua ecuatii de gradul al doilea).

Date patru puncte, rezulta ca prin ele vor trece o infinitate de conice
depinzand de un parametru.

Teorema 1. Fiind date doua conice (I'1) si (I'2) de ecuatii f(z,y) = 0 si
g(z,y) = 0, multimea conicelor (I') ce trec prin punctele de intersectie ale
conicelor (I'y) si (I'z) este data de

al'1 + T, =0 , a, 3 € R. (5220)

Demonstratie. (5.2.20) reprezinta ecuatiile unor conice, (I'y) gi (I'y) sunt
cuprinse in aceasta multime. Intr-adevar, pentru a = 0, 8 = 1, obtinem
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[y = 0, iar pentru @« = 1, § = 0, obtinem I'y = 0. Astfel ca (5.2.20)
reprezinta conice ce trec prin cele maxim patru puncte de intersectie intre
(T1) si (Ty). In (5.2.20) cel putin unul din parametrii a sau § sunt nenuli.
Spre exemplu, daca a # 0, atunci:

unde \ = g

(5.2.21) reprezinta ecuatia fascicolului de conice determinat de (I';) si
(T'y). Acest fascicol depinde de un singur parametru , A € R.

Astfel ca, date fiind patru puncte de intersectie ale conicelor I'y si I's |, o
conica din fascicol va fi determinata unic de o a cincea conditie ( indepen-
denta).

Conicele (I'1) si (I'2) se numesc conice fundamentale ale fascicolului de
conice. Luéand alte doua conice din (5.2.20), TV = ayI'y + (15 si TV =
aol’y + (oI, fascicolul de conice al” + BI' = 0 coincide cu al'; + 8Ty = 0.

Obtinem ca:

Propozitia 1. Intr-un fascicol de conice, orice doua conice ale fascicolului
pot fi luate drept conice fundamentale.

In continuare sa consideram patru puncte P;, P, P3, Py ce reprezinta
punctele de intersectie a doua conice. Atunci, conicele:

(Fl) (Plpg)(P2P4):0§l
(I'2) (PiPy) - (P3Py) =0

sunt conicele degenerate ( produsul a doua drepte) si pot fi luate drept
conice fundamentale ale fascicolului de conice ce trce prin cele patru puncte,
adica:

reprezinta fascicolul de conice determinat de cele patru puncte.
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Daca (I') este una din conicele ce trec prin cele patru puncte, consideram
cazurile limita cand P, — P3 gi P, — Py. Atunci dreptele (P P;) si (PyPy)
vor deveni tangente conicei (I'), iar (P Py) = (P3P;) . Astfel ca, fascicolul de
conice tangente unei conice (I') in punctele P, si P, se obtine din (5.2.22)
luand drept conice fundamentale conica (') si (P, P,) - (P P,), adica:

T+ )\ (P P)° =0. (5.2.23)

(5.2.23) se numeste ecuatia fascicolului bitangent de conice.
Incheiem capitolul conice privind o proprietate metrica ce defineste o
conica.

Teorema 2. Locul geometric al punctelor din plan pentru care raportul
distantelor la un punct dat F si la o dreapta (d) este constant, este o conica
nevida. Notand cu e= excentricitate valoarea acestui raport, avem:

I. Daca F' ¢ (d), atunci:  a) Pentru e < 1, conica este o elipsa
b) Pentru e > 1, conica este o hiperbola
¢) Pentru e = 1, conica este o parabola
II. Daca F' € (d), atunci: a) Pentru e < 1, conica este un punct dublu

b) Pentru e = 1, conica este o dreapta
dubla

c¢) Pentru e > 1, conica este produsul a
doua drepte concurente in F.

Demonstratie. Alegem reperul ortonormat zOy, unde Ox este perpen-
diculara prin F' la (d), O este mijlocul segmentului cuprins intre F' si (d) pe
Oz, iar Oy este paralela prin O la (d).
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Fie F (¢, 0) in reperul zOy. Atunci: |MF|| = y/(z — ¢)* + y2si | MN|| =
x +c.

Conditia | MF|| = e|[MN|| ne duce la: (z — ¢)*+4* = €2 (z + ¢)*, adica

(1-e)®+y" —2c(1+e)z+P(1-¢*) =0 (5.2.24)
Reducerea la forma canonica a conicelor ne demonstreaza in intregime

teorema (6 =1 —e*, A = —4c%e? [ = 2 — ¢?). Punctul F se numeste focarul
conicei, iar (d) se numeste directoare a conicei.
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Capitolul 6

Cuadrice

In acest capitol vom aborda teoria unor suprafete din spatiu ce nu au fost
studiate in liceu dar care au o anumita analogie de studiu cu conicele. Am fi
putut aborda o teorie generala in spatii cu n dimensiuni ale (hiper)cuadricelor
dar, probabil, intelegerea teoriei ar fi fost mai dificila si mai putin utila.

6.1 Cuadrice. Exemple de cuadrice

Fie R = {0, 1, ], E} un reper ortonormat in spatiul &s.

Definitie. Se numeste cuadrica locul geometric (I') al punctelor M ale
caror coordonate (x,y, z) satisfac ecuatia algebrica:

f(2,y,2) = ana® + agny® + azzz” + 21372 + 2a3y2 +
2&1433' + 2(1243/ + 2&342 +aqq = 0 (611)

in care cel putin unul din coeficientii termenilor de ordin doi este nenul.

Vom studia pentru inceput cateva exemple:

6.1.1 Sfera

Definitie. Se numeste sfera locul geometric al punctelor spatiului £ pentru
care distanta la un punct fix, numit centrul sferei, este constanta (raza sferei).

In raport cu R = {0, i 7, E} fie C'(a,b, c) centrul sferei gi R raza sferei.
Atunci locul geometric (S) al punctelor M(x,y, z) ale sferei este:

(z—a)’+(y—b2>+(2—¢)’ =R? (6.1.2)

129
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sau echivalent:
2+ + 22200+ 20y + 272+ 0 =0 (6.1.3)

unde: a = —a, B=—b, v=—c, 6 =a*+b>+c*— R%

Din (6.1.3) rezulta ca sfera este o cuadrica in care a;; = age = agg # 0 i
a2 = a3 = asz = 0, adica conditia

A(@®+y*+2*)+Bx+Cy+Dz+E=0 (6.1.4)

reprezinta ecuatia unei sfere.

Consideram patru puncte necoplanare: P; (x;,y;, 2;) ,1 = 1,2, 3, 4. Punctele
P; se vor gasi pe sfera (6.1.4) daca verifica ecuatia respectiva.

Daca P(z,y, z) este un punct oarecare al sferei, atunci obtinem urmatorul
A@*+y*+2)+Br+Cy+Dz+E=0
Ai+y?+2))+ Bri+Cy1+ Dz + E=0
sistem de ecuatii: { A (22 +y5+ 23) + Bro+Cys+ Dz + E =0
A@2+y2+22) + Baz+ Cys + D23+ E =0
A(xi+yi+23)+Bra+Cyy+ D2y + E=0
sistem cu cinci ecuatii si cinci necunoscute: A, B,C, D, E, omogen.
Sistemul are solutii diferite de solutia banala daca:
24y oy 21
4yl +22 oy o 1
TR YR+ 1o y2 22 1] =0
T2y 422 13 yz 23 1
iyl 2] vaoys 2l

Ecuatia obtinuta mai sus reprezinta ecuatia sferei determinata de patru
puncte necoplanare.

In continuare sa consideram d (My, ') o dreapta ce trece prin My(zo, Yo, 20)

si vectorul director 7" = l;+mf+nk, ales astfel incat sa fie versor pe dreapta,
adica ||0]| =1, gi deci : I +m? +n? = 1.

Un punct M € (d), daca M, M = pv, p € R, sau parametric:
x—xo=pl; y—yo=pm; z— 2= pn (6.1.5)

Intersectia dreptei (d) cu sfera (S) se rezuma la rezolvarea sistemului de
ecuatii (6.1.5) si (6.1.3). In urma calculelor obtinem:

p? 4 2p (w0 + )L+ (yo + B)m + (20 +v)n] + S (20, Y0, 20) =0  (6.1.6)
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unde S (zo, Yo, 20) se obtine inlocuind coordonatele punctului M, in membrul
stang al ecuatiei (6.1.3) a sferei (5).

Fie A discriminantul ecuatiei de gradul al doilea (6.1.6) in necunoscuta
p. Daca A > 0, dreapta intersecteaza sfera in doua puncte My, M, distincte.

Daca A = 0, dreapta este tangenta sferei, iar daca A < 0 dreapta (d) nu
intersecteaza sfera.

Definitie. Se numeste puterea punctului My(zo, yo, 20) in raport cu sfera
(S) numarul:

pis) (My) = HMOM1 — MM, - MM, (6.1.7)

: HMOM2

unde M; gi My sunt punctele de intersectie a dreptei d (My, @) cu sfera (.5),
iar e = 1 daca MyM; si MoM; au acelasi sens (M exterior sferei), saue = —1
daca MyM; si MyM, au sensuri opuse (M interior sferei).

Trecand la norme in MyM = p7, obtinem | Mo, ||= |pa| si|| MoMs || =
ol (Il T |l= 1), astfel ca ps) (Mo) = elpi| - p2| = €lpr-p2| = prp2 =
S (0, Yo, 20)

Obtinem astfel ca puterea unui punct fata de sfera nu depinde de directia
dreptei (d) ce trece prin My si ca

pes) (Mo) = S (o, Yo, 20) - (6.1.8)

Definitie. Se numeste planul radical a doua sfere, S; =0 si Sy = 0, locul
geometric al punctelor M pentru care pg,) (M) = p(s,) (M) .

Daca M(x,y, z) este un punct al acestui loc geometric, atunci din (6.1.8)
rezulta ca Sy (z,y, z) = Sy (x,y, 2), adica:

51—52:0

este ecuatia planului radical al sferelor Sy si Ss.

Sa observam din (6.1.3) ca este vorba de ecuatia unui plan
2(ar —a)z+2(B1— B2)y +2(1 — )2+ 01 — 02 =0.
Daca sferele Sy gi 5o se intersecteaza, atunci punctele lor de intersectie

verifica (6.1.5), deci sunt in planul lor radical.

Definitie. Se numeste azul radical a trei sfere, S; =0, Sy =0 g1 S3 =0,
intersectia planelor lor radicale.
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Daca S7 — S5 = 0 este planul radical al sferelor S; si S5, iar So — S5 =0
este planul radical al sferelor Sy si S3, atunci planul radical al sferelor Sy
si S3, adica S; — S3 = 0, trece prin dreapta de intersectie a primelor doua.
Astfel ca ecuatia axului radical al celor trei sfere este:

Sl - S2 = O
{ SQ - Sg - 0

In continuare si ne ocupam de intersectia unei sfere (S) cu un plan ().
Fie (S) sfera de ecuatie (6.1.2) si planul : (7) Az + By+ Cz+ D = 0.

1) Daca distanta de la centrul C' al sferei la planul 7, d(C, (7)) < R
|A.a+ B.b+ C.c+ D|

real, de ecuatii:
S=0
=0 "
Raza r a cercului este r? = v/R? — d? iar centrul cercului w este proiectia

ortogonala a centrului sferei pe planul (7).
2) Daca d (C, (7)) = R, atunci planul (7) este tangent sferei (.5).

< R, atunci planul taie sfera dupa un cerc

, adica:

3) Daca d (C (m))) R, planul nu intersecteaza sfera.

Legat de 1) sa facem urmatoarea observatie. Daca S; = 0 gi Sy = 0 sunt
doua sfere, atunci ele se vor intersecta daca planul lor radical () S;—S; =0
intersecteaza sferele, astfel ca ecuatiile cercului de intersectie a sferelor 57 si
S, vor fi date de sistemul: 57 — Sy =0 g1 S; = 0.

Totalitatea sferelor ce trec prin cercul de intersectie a doua sfere formeaza
un fascicol de sfere de ecuatie:

aS;+ (S, =0 a, € R, (619)
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iar daca a # 0, atunci

S1+AS =0 AeR. (6.1.10)

Fascicolul de sfere ce trece prin cercul de intersectie a doua sfere este dat

de : 51—{—)\(51—52):0

Legat de 2) sa vedem cum scriem planul tangent la sfera () intr-un punct
My (x0, Y0, 20) € (5), adica punctul satisface:

T2 4y 4 22+ 2amg + 20yo + 2720 + 6 =0,

sau altfel scris: S (xo, Yo, 20) = 0.

Dreapta (6.1.5) va fi tangenta sferei (S) daca intersectia sa cu sfera se
face Intr-un singur punct, deci A = 0, adica in (6.1.6) avem:

(o +a)l+ (yo+B)m+ (20+v)n=0. (6.1.11)
Inlocuim 7, m, n din (6.1.5), tinem cont ca S (xo, Yo, 20) = 0, obtinem:
rxo+yyo+z2o+a(@+z)+B8y+y) +v(z+2)+5=0 (6.1.12)

ecuatia planului tangent in My la sfera ().
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6.1.2 Elipsoidul

Elipsoidul este locul geometric al punctelor M € &3, ale caror coordonate
(x,y, z) In raport cu reperul ortonormat R = {0, 1, j, k} satisfac ecuatia:

z—z+y—2+2—z—1:0 (6.1.13)
Pentru a vedea care este forma acestei suprafete o intersectam cu:
- axele de coordonate: cu Oz = A (a,0,0) si A" (—a,0,0)
cu Oy = B(0,b,0) si B’ (0,—b,0)
cu Oz = C(0,0,c) si C" (0,0, —c)
- planele de coordonate:

I T
2Oy si rezulté{02+bz =0

Z =
z2 i . _
2Oz si rezulta: { ete—1=0
y —=
v 22 _
yOz si rezulta: { T =Z—1=0
Tr =

adica elipse in planele de coordonate;
- plane paralele cu planele de coordonate:
z=nh

care reprezinta elipse reale daca |h| < ¢. Analog, cu y = h,x = h.

cu z = h, rezulta: {

Daca a = b = ¢ se obtine o sfera. Reprezentarea elipsoidului este:
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6.1.3 Hiperbolidul cu o panza

De ecuatie

2y

Intersectam ca mai sus suprafata (6.1.14) cu:

Ox = A(a,0,0) si A" (—a,0,0)

Oy := B(0,b,0) si B' (0, —b,0)

Oz : pentru x = 0,y = 0, cuadrica nu are intersectie.

o4y _1=0

-cu planele de coordonate: zQy : { 0 , elipsa
z =
2 2
L-%5-1=0 .. o
a ¢ hiperbol
{ o , hiperbola

v 2=
yOz:{b2 c l_o,hiperbolé

- cu planele paralele cu planele de coordonate:
T Rz —

z=nh: T <1+C2> 0
z=nh

elipse, pentru V h € R,

y=nh: %_i;_(l_g_j):o
y=nh

hiperbole, h € VR.

Reprezentarea grafica este in figura 2.

135

(6.1.14)

20z :
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Generatoare rectilinii ale hiperboloidului cu o panza.

Numim suprafata riglata suprafata care este generata de drepte. Numim
generatoare rectilinii ale unei suprafete, o familie de drepte astfel incat orice
doua drepte din familie pot genera suprafata. Vom arata ca suprafata:

.’13‘2 y2 22
(H) — 45— 5—1=0

este generata de o familie de drepte. Tntr—adevér, ecuatia este echivalenta cu:

(E+9- G- (DY

astfel ca obtinem urmatoarele familii de drepte:

2pz=)(149Y)
G a c b
e {ETETI

ate=n(l—4)
G ETETETY

Propozitia 1. Prin orice punct al lui (Hy) trece cate o singura generatoare
din fiecare familie (G) sau (G,,).

Demonstratie. Daca My(xo, Yo, 20) € Hi, Inlocuim in G, si se obtine
un sistem liniar cu o singura necunoscuta A, compatibil (M, € H;). Deci
obtinem o solutie unica A\ ce determina o singura generatoare din G. Analog
pentru G,.

Consecinta. Doua generatoare din aceeagi familie nu se intalnesc.

Propozitia 2. Orice generatoare din familia G intalneste o generatoare
din familia G,.

Demonstratie. Sistemul liniar de patru ecuatii si necunoscute x,y, z, A,
(A, 1 dati) format de G si G, are determinantul caracteristic nul; sistemul
este deci compatibil.

6.1.4 Hiperbolidul cu doua panze

De ecuatie:

.T2 2 22
(m)$+%—§+hw. (6.1.15)

Facem cu totul asemanator intersectiile cu axele de coordonate, planele de
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22 Ly (h_ _
coordonate si plane paralele lor. Pentru z = h se obtine: { T c?
z=h

care pentru |h| > ¢ ne dau elipse.

In plancle z = h si y = h se obtin hiperbole. Reprezentarea este data in
figura 3.

6.1.5 Paraboloidul eliptic

De ecuatie:

2 P
(Pe) — + 7w 2pz,  p>0. (6.1.16)

a

Intersectiile cu plane z = A > 0 ne dau elipse, iar in planele x = h, y = h
se obtin parabole. Reprezentarea grafica este in figura 4.
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6.1.6 Paraboloidul hiperbolic

De ecuatie:

12 y2
(Pu) ﬁ—b—2=2p27 p>0.

Intersectia cu xOy ne da dreptele:

z_¥ ) T4 8=
a b 3 a b
{z:O i {z:O

Intersectia cu z = h # 0, ne da:
2
Z—; — ¥ —2ph =0
z=h
Intersectia cu xOz si yOz ne da parabole. Reprezentarea grafica este in
figura 5.

, hiperbola.

Generatoare rectilingi la paraboloidul hiperbolic (Pp) .

Ca gi la (H;) aratam ca paraboloidul hiperbolic:

2 2

(Py) 2—2 i 2pz admite doua familii de generatoare.
T4y =9\, . 2 -4 =2uz

@ {:iT3 R
a b A a b m

Propozitiile 1. gi 2
(

. de la paragraful 6.1.3.s1 consecinta lor se traduc
corespunzator pentru (Pp) .
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6.1.7 Conul

De ecuatie:
2 2 2

x Y z
¥+b—2—§:0. (6.1.17)
Intersectiile cu plane z = h ne dau elipse. Intersectiile cu plane x = 0 i
y = 0 ne dau perechi de drepte ce trec prin origine.

Reprezentarea grafica este data in figura 6.

6.1.8 Cilindrul

- Cilindrul eliptic, de ecuatie:

:L,Q 2
§+‘Z—2—1:0. (6.1.18)

- Cilindrul hiperbolic, de ecuatie:

2 2
%—%—1:0. (6.1.19)

- Cilindrul parabolic, de ecuatie:

y*=2pr, p#0 (6.1.20)
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sunt suprafete definite de drepte paralele cu Oz si care se sprijina pe

elipsa, hiperbola, respectiv parabola din planul z = 0.

6.1.9 Punctul dublu

Determinat de ecuatia: — + = + — =0.

2 2
-secante, de ecuatie: % — ‘z—Q =0
-paralele, de ecuatie 2 —a*=0
-confundate, de ecuatie 2 =0
6.1.11 Dreapta dubla
2 2
De ecuatie: I— + vo_ 0
b2
6.1.12 Cuadrica vida
2?2 2
-elipsoid imaginar, de ecuatie: — + = —l— —+1=0
12 y?
-cilindru eliptic imaginar: — + b_2 +1=0

-plane imaginare paralele: 2 +a?=0
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6.2 Clasificarea cuadricelor

Cuadricele considerate mai sus se numesc cuadrice pe ecuatii reduse.

Putem discuta totusi de un elipsoid, spre exemplu, care nu are drept
simetrii axelg S_} Elanele de coodonate, el avand drept simetrii un reper diferit
de R ={0,1,j,k}.

Fie cuadrica de ecuatie generala (6.1.1). Folosind invariantii izometriei,
vom arata ca o cuadrica poate fi redusa la una cuadricele pe ecuatii reduse
din sectiunea precedenta. Vom asocia cuadricei (6.1.1) urmatoarele matrice:

ai; a2 ai3
A= ag1 Q22 423 s B = (a14 a24 0l44)7
a1z a32 33

A Bt .
l)_(BCMz,L)7 X = Z ’

cu conditiile: a;; = aj, 1,j=14.

In scriere matriceals (6.1.1) devine:

f(X)="XAX+2B.X +ayu=0. (6.2.1)
La schimbari de repere afine: X = SX' + X, ecuatia cuadricei devine:
f(X’) = X" A X +2BX +dy,=0 (6.2.2)

unde:

A=58.A4.5, B=X,-A-S+B-S, ay, = f(Xo). (6.2.3)
Calculele se efectueaza asemanator ca la conice.
Notam:

0 = det A, A = det D, I = a1 + aso + as3 (624)

$icu:
J - suma minorilor de ordin doi cu elemente de pe diagonala principala
din A.



142 Capitolul 6. Cuadrice

K - suma minorilor de ordin trei cu elemente de pe diagonala principala
din D.

L - suma minorilor de ordin doi cu elemente de pe diagonala principala
din D.

Urmatoarea teorema se demonstreaza asemanator ca Teorema 1.2, de la
conice:

Teorema 1. a) 6, A, I, J sunt invariantii izometrici ai cuadricei (6.1.1).

b)K, L sunt invariantii centro-izometrici.

In continuare vom proceda la reducerea izometrica a cuadricelor la forma
canonica. In spatiul euclidian & consideram transformarea liniara 7' : €3 —
Es care in baza B = {1, j, k} are matricea A.

Prin metoda transformarilor ortogonale putem determina o bazi B =
{f’,j”, E’} in raport cu care forma patraticd h(X) = X' - A- X are expresie
canonici, cu matricea A" = diag (A1, A2, Ag), unde Ay, A2, A3 € R sunt valorile
proprii ale matricei A si elementele lui B’ sunt vectorii proprii corespunzatori,
ortonormati. Ecuatia (6.2.1) in raport cu reperul Ry = {0, 7, J, E’} se scrie:

/ 2 ’ 2 / 2 ! / / / / !
Al (x ) + Ao (y ) + A3 (z ) + 24,0 + 249,y + 204,27 + agq = 0. (6.2.5)
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Teorema 2. Clasificarea cuadricelor este data de urmatorul tabel:

) A Io I J K L A1, A2, Az Cuadrica
1 #0 <0 >0 Acelagi semn  Elipsoid
2 #0 >0 >0 Acelasi semn  C. vida
3 #0 =0 >0 Acelagi semn  P. dublu
4 #0 >0 <0 + + F (H)
5 #0 >0 <0 + + F (Hy)
6 #0 <0 <0 + + F (Hy)
7 #0 <0 <0 + + F (Hy)
8 40 =0 =0 = Con
9 =0 #0 )0 + + 0 PE
10 =0 #0 (0 + - 0 PH
11. =0 =0 0 #£0 + + 0 Cilindru E.
12. =0 = (0 #0 + — 0 Cilindru H
13. = = <0 =0 + — 0 Pl secante
14. =0 = )0 =0 Acelagi semn  Dr. dubla
15 =0 =0 #0 =0 =0 <0 <+ 0 0 PL paralele
16 =0 =0 #0 =0 =0 =0 4+ 0 0 PL conf
17 =0 = #0 =0 =0 >0 &+ 0 0 C.vida
18 =0 = #0 =0 #0 + 0 0 Cilindru P.

Demonstratie. Procedam asemanator ca la conice:
Fie cuadrica (6.2.5).
Cazul § #0. Cum § =8 = A\ - Ay - A3 # 0, atunci putem scrie:

’ 2 ’ 2 ’
Ml +88) o (v +%20) g (2% =0 (6.2.6)
)\1 )\2 )\3

Facem translatia reperului R in punctul O’

’
/ " a14 / " a24 / " a/4
TE=T oSSy =Y — i =2 -2 (6.2.7)
1

V2 A B

In raport cu reperul R’ = {O i, 0,k } cuadrica are ecuatia:

A <:1c>2 T <y”)2 W (2')2 + % =0 (6.2.8)

Cazurile 1-8 din tabel se deduc din (6.2.8).
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Cazul 6 =0, 6§ =68 = A\ - Ao+ A3 = 0, cel putin o valoare proprie se

anuleaza. Si presupunem ci A3 = 0. Calculam A" = =\ Ay (aé4)2 = A. Daca

A # 0, atunci Ay # 0, A2 # 0 si afy, # 0,astfel ca:
’ 2 2 r N2 r N2
M2+ Sua + Ay y’ + o4 +2 ! (a14) (%4) (44
)\1 )\2

!
(547 — — — | =0
Facand translatia ceruta de aceasta ecuatie, putem scrie:

2\ 209 2

M (g:)2 + A (y”>2 12" =0 (6.2.9)

din care deducem cazurile 9 gi 10 din tabel.

Daca § = 0, A = 0, presupunem A; # 0, Ay = 0 sau ajy, = 0, calculam .J
cu A3 = 0 gi obtinem J = A; - Ay. Cazurile 11-14 se obtin considerand a;4 =0
i scriem ecuatia:

! 2 li 2 i !
M (x ) T (y ) +2d),y + au = 0. (6.2.10)

Calculam K = A - MAgy — M (a’M)2 — Ay (a/24)2. Daca K = 0, ecuatia
(6.2.9) se scrie:

AT ;G i
A (ZIZ‘ + T) + Xy + 7 =0 (6.2.11)
adica cazurile 13 si 14 din tabel. Cazul 11 rezulta din (6.2.9).

In cazurile 15-18, presupunem J = 0 si rezulta \y = 0, astfel ca:

/ 2 ! ! !/ / ’ ’
A1 (x > +2a1,0 + 2a9,y + 2a3,2 + agy = 0. (6.2.12)

Valoarea lui K este : K=X)\ [((1’24)2 + (a;,4)2} .

Daca K = 0, obtinem \; (x/)z + 2a/14x/ +ag =08 L = N\ag — (a'14)2,

astfel ca rezulta cazurile 15-17 din tabel.
Daca K # 0 din (6.2.12) rezulta cazul 18.

6.3 Generari de suprafete

Teoria suprafetelor va fi studiata in detaliu ulterior la alt curs. Aici vom face
o scurta introducere in definirea unei curbe sau suprafete la modul general
intr-un spatiu afin cu n dimensiuni.
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6.3.1 Subvarietati intr-un spatiu afin

Presupunem cunoscute notiunile de functie diferentiabild de clasia C* si teo-
rema de inversare locala pentru functii de mai multe variabile.

Sa consideram A, un spatiu afin cu n dimensiuni si M(z!, 22, .., 2")
un punct raportat la un reper afin R. Aceasta presupune existenta unei
corespondente bijective ¢ : A, — R ce asociaza lui M coodonatele sale
(', 2% .. am).

Pe A, putem considera topologia indusa prin ¢! de cea din R", astfel
ca ¢ devine o aplicatie continua, adica omeomorfism. Fie S, un subspatiu de
dimensiune p < n i R’ un reper in S, a carui extensie este R. Consideram
Y+ S, — RP aplicatia definita de acest reper ce asociaza unui M € §, —
(ul,u?,..,uP) coordonatele in reperul R,

Definitie. S, se numeste subvarietate de dimensiune p si clasa k daca
po1~t: RP — R" este o functie diferentiabila de clasa C* in fiecare punct
al lui S,,.

Aplicatia ¢ 09! se va exprima sub forma
vt =t (ut, . uP) ;i =T1n, (6.3.1)

si se numesc ecuatitle parametrice ale subvarietatii.
(6%

ox _
Presupunem ca det (W) £ 0, a, 8 € 1, p. Atunci putem aplica teorema
U

de inversare locald si gisim v’ = w”(z!,...,2"), 3 € 1,p, care inlocuite in
urmatoarele n — p ecuatii ne dau

=z, ..,2P) ;a=p+1,n (6.3.2)

numite ecuatiile explicite ale subvarietatii.

In sfarsit, dacil trecem mai sus totul intr-un membru putem scrie,
F(z', .. 2P, ..., 2") =0 ;a=p+1Ln (6.3.3)

numite ecuatitle tmplicite ale subvarietatii.
(67

0
Un punct pentru care det (8_%> # 0 se numeste punct requlatal subva-
U

rietatii.
Ezxemple: 1. Cazul n = 1, p = 0,1 ne dau ca subvarietati doar O si
inreaga dreapta afina.
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2. Cazul n =2 si p = 0,1 din nou nu prezinta interes, dar in cazul n = 2
si p = 1 subvarietatea se numeste curba plana care poate fi data in una din
cele trei modalitati de mai sus:

I =TCcosu )

B} { z = a(u) , curbd parametric (spre exemplu cercul{ i
Yy =rsinu

y = y(u)
-y = y(x), curbd explicit (spre exemplu parabola y = z?)
- F(z,y) = 0, curba implicit (spre exemplu cercul 2% + y* — r? = 0).
3. Cazul n = 3.

Aici prezinta interes cazul p = 1, subvarietatea se numeste atunci curba
in spatiu si poate fi data in una din urmatoarele situatii, cazul explicit re-
ducandu-se la cel parametric:

x = x(u) T =acosu
-parametric ¢ y = y(u) , spre exemplu elicea cilindrica { y = asinu
z = z(u) z=bu

: .| F =0 . : . .
—1mp1101t{ (2,9, 2) spre exemplu cercul in spatiu ca intersectia

Fy(z,y,z) =0"

unei sfere cu un plan.

Alta situatie este cazul p = 2; suvarietatea se numeste atunci suprafata
tn spatiu, pentru care avem una din urmatoarele trei reprezentari:

x = x(u,v) T =rcosusinv
-parametric < y = y(u,v) , spre exemplu sfera ¢ y = rsinusinv
z = z(u,v) z =rsinv

-explicit z = f(x,y), spre exemplu paraboloidul eliptic z = x? + y?,
-implicit F(z,y,2) = 0, spre exemplu sfera x® + 3> + 2% — r? = 0.

Ecuatiile parametrice sunt intodeauna de preferat pentru ca ne permite
sa obtinem o scriere vectoriala prescurtata. Spre exemplu

7= (u) = 2(w)i + y(u)j + 2(u)k

pentru curba, sau

— -

7= 7(u,v) = x(u, v)i + y(u,v)j + z(u, v)k

pentru suprafata.

Observati ca am folosit notatii fara indici pentru coordonatele unui punct
si respectiv pentru parametrii. Nu am precizat in exemple intervalele in care
iau valori parametrii din comoditate.
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In continuare dupa aceasta scurta pregatire ne propunem sa studiem
modul de deducere a ecuatiilor catorva din cuadricele studiate. Vom obtine
si situatii de suprafete de ecuatii mult mai generale.

6.3.2 Suprafete cilindrice

Definitie. Se numeste suprafata cilindrica, suprafata generata de drepte,
numite generatoare, ce raman paralele cu o dreapta data si se sprijina pe o
curba data (curba directoare).

Fie (d) dreapta data, de ecuatii:
(d) { QP i 8 , unde P, () sunt doud plane ce se intersecteaza.

Presupunem (C') o curba obtinuta prin intersectia a doua suprafete (cazul
implicit):

Fi(z,y,z) =0
©) {F2<x,§,z>=o-

.| P=
Toate dreptele paralele cu dreapta (d) vor fi de ecuatii Q= 2 WIS
R. Conditia ca aceste drepte sa se sprijine pe curba (C') este ca sistemul:
P=2
Q=u . . ..
F =0 sa admita solutii.
FQ == 0

Sistemul este subdimensionat, are patru ecuatii si x, y, z, A, 4 necunoscute,
deci in general este compatibil. Eliminand z,y, z din cele patru ecuatii vom
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obtine o singura ecuatie In A si  :
O (A, u) =0, (6.3.4)
numita conditia de sprijin (de compatibilitate).
Pentru a gasi locul geometric cautat eliminam parametrii A = P gi p = @

in (6.3.4) si se obtine ecuatia suprafetei cilindrice, adica:

d(P,Q) =0. (6.3.5)

Aplicatie. Sa scriem ecuatia suprafetei cilindrice cu generatoarele paralele

cu Oz i curba directoare (C) { g i 8 oarecare.
. P=xz=0 )=
Axa Oz are ecuatiile: (d) Q=y—0" astfel ca ~ " vor fi dreptele

paralele cu Oz. Ecuatia suprafetei cilindrice cu generatoarele paralele cu Oz
va fi & (z,y) =0, ecuatie in care lipseste z.

Deci recunoagtem o suprafata cilindrica cu generatoarele paralele cu Oz
prin faptul ca in ecuatia sa lipseste z.

Considerand acum subcazurile in care curba (C') este:

. 2Ly 1= L .
a) elipsa () a © b , se obtine cilindrul eliptic.
Z =
272 i y2 . 1 . 0
b) hiperbola  (C) { a? Ob_ 7, se obtine cilindrul hiperbolic.
z =

z=0
Consideratii asemanatoare pot fi facute pentru cilindrii cu generatoare
paralele cu Oy sau cu Ox.

c¢) parabola  (C) { Y= 2pz , se obtine cilindrul parabolic.

Generalizare. Se numeste (p,q)—cilindru intr-un spatiu afin A4, locul
geometric al punctelor unui p—plan variabil, de subspatiu director V,, dat, ce
se sprijina pe o g—varietate S, (varietate directoare).

Presupunand ca V), este generat de vectorii {&1,¢&5,...,&,} si ca subvari-
etatea directoare are ecuatia vectoriala 7 = 7(u', u?, ..., u?) atunci ecuatia
vectoriala a (p, ¢)—cilindrului este



Suprafete conice 149

p
77\: Fo(ua) + Z uaJraé:*a.
a=1

Consideratii asemanatoare pot fi facute in cazul cand p—planul este dat
ca intersectia a n — p hiperplane gi subvarietatea directoare data implicit ca
intersectie de n—q hipersuprafete. In acest caz se generalizeaza in mod direct
discutia din &s.

6.3.3 Suprafete conice

Definitie. Se numeste suprafata conica, suprafata generata de drepte ce trec
printr-un punct fix si se sprijina pe o curba data.

Fie V punct fix (varful conului). Putem presupune ca V' este obtinut ca
intersectia a trei plane (eventual paralele cu planele de coordonate), adica:

P=0 P=x—20=0
V< Q=0 .Daca V(xg,y,, 20), atunci evident: ¢ Q@ =y —yo=0 .
R=0 R=z—2=0
Dreptele ce trec prin V' pot fi obtinute prin intersectarea fascicolelor de
plane:
P=)Q
{ R—uQ (6.3.6)

Fie (C) curba de sprijin (curba directoare), de ecuatii:(C) {
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Conditia ca dreptele (6.3.6) sa se sprijine pe curba (C) este ca sistemul:

P=)Q

R =pQ

F_0 (6.3.7)
G=0

sa fie compatibil.

Eliminand z,y, z din (6.3.7) se obtine conditia de sprijin: ® (A, u) = 0.
Pentru a gasi locul geometric cautat revenim la A gi p din (6.3.6) si obtinem
ecuatia suprafetei conice cerute:

o <g g) = 0. (6.3.8)

Caz particular: - conul cu varful in O (0,0,0). Atunci: P=x2z=0
: Q =y = 0 si ecuatia conului va fi :

2 4y
Daca particularizam curba (C) , spre exemplu: (C’){ a? b> 0 1 se
z=c
. . . . . 2 2 2
obtine ecuatia conului (eliptic) % + %5 = 4.
Legat de (6.3.8) sa facem urmatoarea observatie:
t =t
Daca { y =1ty este o transformare omogeni de grad a in spatiu,
2 =t

atunci:@(w—:; )Eq)( >—O
Yy yly

Astfel ca ecuatia (6.3.9) este o ecuatie omogena de grad a (oarecare).
Efectuand, eventual translatia @ = z — g, ¥ = y — 4o, 2 = 2z — 2o, unde
V (o, Yo, zo), deducem ca ecuatia (6.3.9) a unei suprafete conice este o ecuatie
omogena, abstractie facand de o translatie in spatiu. Spre exemplu ecuatia,
xy + xz + yz = 0 este o ecuatie omogena deci reprezinta o suprafata conica

(chiar cuadrica con) cu varful in O.

@

Si aici putem generaliza notiunea de suprafata conica la spatiul A,.

Definitie. Numim (p, ¢)—con, subvarietatea din .A,, generata de un p—plan
variabil ce trece printr-un (p — 1)—plan fix gi se sprijina pe o ¢— varietate.



Suprafete conoide 151

Presupunem ca, raportat la un reper afin R, (p—1)— planul fix are ecuatia
p—1
vectoriala ¥ = 74 + E u’é, si ca g—varietatea ), are ecuatia vectoriala
a=1
r=r(u*),a=1q.

Atunci ecuatia (p, g)—conului este
p—1

=7+ g u's, + ufe,
a=1

unde &, = 7 (u®) — 0.

Deducerea acestei ecuatii vectoriale rezulta din desenul de mai jos.

6.3.4 Suprafete conoide cu plan director

Definitie. Se numeste suprafata conoida cu plan director, suprafata generata
de drepte ce raman paralele cu un plan (P), se sprijina pe o dreapta (d) si
pe o curba data (C').

Q

r i 8 si (C) intersectia suprafetelor

Fie (d) intersectia planelor (d) {
F=0 ..
() G-0" Planele paralele cu planul (P) vor avea ecuatiile P = ),

Planele ce trec prin dreapta (d) fac parte din fascicolul de plane @ = pR.
Astfel ca dreptele cautate vor fi printre dreptele:

{ gz ZR . (6.3.10)

Impunem conditia ca aceste drepte sa se sprijine pe curba (C'), obtinem
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sistemul:

(6.3.11)

QO
[
S o= >
oy

care ne conduce la conditia de compatibilitate: ® (A, u) = 0.

Pentru a gasi locul geometric inlocuim A gi g din (6.3.10) si obtinem
ecuatia suprafetei conoide cu plan director:

o (P, %) = 0. (6.3.12)

Si aici se poate generaliza notiunea la spatii afine A,,.

6.3.5 Suprafete de rotatie.

Definitie. Se numeste suprafata de rotatie, suprafata descrisa de cercurile din
spatiu ce au centrele situate pe o dreapta, numit ax de rotatie, sunt situate
in plane perpendiculare pe axul de rotatie si se sprijina pe o curba data.

Fie (d) z _l To_ Y ;nyo =z ;LZO, axul de rotatie gi (C') { Z z 8 curba

data.

Cercurile cu centrul pe (d), situate in plane perpendiculare pe (d) se
obtin intersectand sferele de raza variabila cu centrul intr-un punct de pe
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(d), My(zo,yo, 20), cu planele perpendiculare pe (d) si de pozitie variabila.
Astfel ca ecuatiile acestor cercuri sunt:

= (v —20)"+ (Y —90)* + (2 — 20)° = N2
{ =l(x—x0)+my—wo)+n(z—2)=p (6.3.13)

Impunem conditia ca cercurile (6.3.13) sa se sprijine pe curba (C) si
obtinem conditia de compatibilitate a sistemului: ® (A2, ) = 0.

Revenind cu A\? gi p din (6.3.13), rezultd ci ecuatia unei suprafete de
rotatie este:

® (S, P)=0. (6.3.14)

Sa observam ca ecuatia unei suprafete de rotatie este o functie de ecuatia
sferei S = 0 si a planului P = 0.
Eremplu: xy + xz + yz = 0 am vazut ca este ecuatia unui con gi acesta
este de rotatie, deoarece se scrie: (x4 y + 2)° — (2% + 1> + 2%) = 0.
Aplicatie. Sa se scrie ecuatia suprafetei obtinuta prin rotirea in jurul axei
Oz a elipsei:
22 |y
Lt =1
C a? b2 .
(©) { z2=0

Cercurile (6.3.13) sunt cu centrul pe Oz, deci in plane z = p si se obtin
prin intersectia cu sfere de raza variabila cu centrul O, adica:

2 yP 2=\
=l '
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Impunem condi‘gia ca aceste cercuri sa se sprijine pe (C') si obtinem:
Y R s

Inlocuind A2 si i de mai sus, rezulta ca ecuatia suprafetei de rotatie este
elipsoidul de rotatie:

$2 y2 22

— + o) + o 1=0.
Cu totul asemanator se pot obtine alte cuadrice de rotatie.
-FEcuatii parametrice ale suprafetelor de rotatie:

Sa consideram o suprafata de rotatie in jurul lui Oz, M punct de pe
suprafatii, M proiectia sa pe planul 2Oy. Fie u unghiul dintre Oz si OM’,

OM' = f(v)si MM = g(v).

x = f(v)cosu
Ecuatiile suprafetei de rotatie sunt:¢ y = f (v)sinu
z=yg(v)
Ezemple: 1. Daca f (v) = Rsinwv, g (v) = Rcosv se obtin ecuatiile para-

metrice ale sferei.

2. Daca f(v) = asinv, g (v) = bcosv se obtin ecuatiile parametrice ale
elipsoidului de rotatie.

3. Dacd f (v) = Rsinv, g (v) = R (cosv + Intg%) se obtin ecuatiile para-
metrice ale pseudosferei (titirezul).

6.3.6 Suprafete riglate si desfasurabile

Definitie. Se numeste suprafat a riglata suprafata descrisa de o dreapta ce se
sprijina pe o curba data (curba directoare) si se deplaseaza dupa o lege data.

Sa gasim ecuatii vectoriale ale suprafetelor riglate. Daca 7 = 7(u) este
ecuatia vectoriala a curbei date si 7 (u) este vectorul director al dreptelor ce
se migca in fiecare punct dupa o lege data (deci depinde de u) atunci ecuatia
vectoriala a suprafetei riglate este

m(u,v) = 7o(u) + vy (u). (6.3.15)
Aceasta ecuatie vectoriala ne da prin eliminarea parametrului v urmatoarele
ecuatii canonice:

v —zo(u) _ y—yolu) _ 2= zo(u) (6.3.16)
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-Daca 7] este un vector constant (deci nu depinde de u), se obtine suprafata
cilindrica.

-Daca 7 este constant (deci curba directoare se reduce la un punct) se
obtine suprafata conica.

-Daca ecuatiile parametrice (traducerea ecuatiei vectoriale) sunt liniare
in ambii parametri, se obtin ecuatiile parametrice ale unei suprafete numita
dublu riglata:

x=ay+ au+v(ly+ lLu)
y = by + biu + v(my + miu)
z = co+ cru+ v(ng + nyu).

Acesta determina prin eliminarea parametrilor u si v o ecuatie algebrica
de gradul al doilea, deci o cuadrica. Dintre cuadricele studiate am vazut
ca drepte in intregime contin doar: hiperboloidul cu o panza, paraboloidul
hiperbolic, conul, cilindrii gi anumite cuadrice degenerate.

Definitie. O suprafata riglata se numeste desfasurabila daca planul tan-
gent de-a lungul unei generatoare oarecare este acelasi.

Aici apare o notiune care va fi aprofundata la cursul de teoria diferentiabila
a curbelor gi suprafetelor. Fara a intra in detalii, se va demonstra ca planul
tangent la o suprafatd 7 = 7(u,v) este perpendicular pe vectorii 7, i 7,
obtinuti prin derivare partiala in raport cu u si respectiv v.

In cazul suprafetelor riglate, prin derivare in (6.3.15), acesti vectori au
componentele:

fnd / ! . / ! . / /.
Ty = Ty =2y +0U" 5y, =y, +vm' ; 2, =z, +on';
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Ty = Ty =1 Yyy=m ; 2, =n.
Prin semnul ’ s-a notat derivata in raport cu variabila .

Coditiile ca un vector normal N(A, B, () sa fie perpendicular pe 7, si 7,
se traduc prin

Ax, + By, + Cz, = 0 si respectiv Az, + By, + Cz, = 0, care ne dau ca:
Axg+ Byy+ Czy + v(Al'+ Bm/ +Cn’) = 0
Al+Bm+Cn = 0

Pe curbele u = const aceste conditii nu trebuie sa depinda de v si deci
obligatoriu trebuie ca

Az + By, + Czy =0
Al'4+Bm' +Cn’ =0
Al+Bm+Cn=0

astfel ca sisitemul va admite solutii nenule daca si numai daca

Ty Yo 20
I m n'|=0, (6.3.17)
I m n

conditie necesara si suficienta ca suprafata riglata sa fie desfagurabila.
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Capitolul 7

Probleme rezolvate la Capitolul
1

7.1 Spatii vectoriale

Exercitiul 1. Fie V' = R si operatiile definite pe V:
rNy=x-y; «aly=y” (7.1.1)

pentru orice « € R, x,y € V. Sa se arate ca (V,V, L) are structura de
spatiu vectorial peste corpul numerelor reale.

Rezolvare: Multimea numerelor reale si pozitive este grup abelian in
raport cu inmultirea, deci prima conditie din definitia spatiului vectorial este
indeplinita. Verificam acum conditiile referitoare la amplificarea cu scalari.
Fie o, € R,z,y € V, arbitrar alesi. Membrul stang al conditiei care
afirma ca amplificarea succesiva cu scalari este echivalenta cu amplificarea
cu produsul scalarilor se scrie:

al(BLla)=ala’=(a")" =2
iar membrul drept este
(af) Lz ="

deci conditia este indeplinita. Verificam conditia de distributivitate a am-
plificarii cu scalari fata de adunarea vectorilor, calculand fiecare din cei doi
membri:

al(@Vy)=al(zy=I(zy?*

159
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«

alxValy=az*Vy*=z*- y°,

de unde, tinand cont de proprietatile puterilor numerelor reale si pozitive,
rezulta egalitatea ceruta. Urmatoarea conditie, de distributivitate a am-
plificarii cu scalari fata de adunarea scalarilor, este satisfacuta de asemenea,
dupa cum urmeaza;

(a+f) Lo=atF

alazvpBLlr=a"Vval =2 2l =22t

iar relatiile
11lz=2a'=uz,
reprezinta verificarea conditiei ca amplificarea cu elementul unu al campului

K sa nu schimbe vectorii. Prin urmare (V,V, L) este un spatiu vectorial
peste R, cctd.

Exercitiul 2: Care din urmatoarele perechi de operatii defineste pe R?
o structura de spatiu vectorial peste corpul numerelor reale?

a) (z1,41) + (¥2,42) = (¥1 + 22,91 +y2),  a(z,y) = (az, ay);
b) (z1,y1) + (22, 92) = (21 +22,0),  a(z,y) = (az, ay);
) (¥1,91) + (22, 92) = (21 + 22, 92),  a(z,y) = (az, ay);
d) (z1,91) + (22, 92) =

(,

pentru orice

(@1 + T2, 51 +42) . a(z,y) = (0,ay).
y), (z1,y1), (x2,y2) € R? gi orice a € R..

Rezolvare: Operatiile de la punctul a) dau pe R? structura standard
de spatiu vectorial real, verificarea conditiilor din definitia spatiului vectorial
fiind imediate. Adunarea definita la punctul b) nu admite element neu-
tru, deci conditia de grup abelian in raport cu operatia interna din definitia
spatiului vectorial nu este indeplinita. La punctul c¢), adunarea nu este co-
mutativa, iar elementul neutru este doar la stanga, deci din nou nu obtinem
structura de grup abelian. Ultima varianta de operatii satisface conditiile de
grup abelian din definitia spatiului vectorial, dar nu satisface ultima conditie,
cea prin care amplificarea cu elementul unu al campului de scalari nu schimba
vectorii, prin urmare nici aceste operatii nu dau structura de spatiu vectorial
real pe R?.
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7.2 Subspatii vectoriale. Operatii cu subspatii

Exercitiul 1: Determinati subspatiile generate de urmatoarele submultimi
din R™
1. {uy,uz,u3}, unde wy = (1,2,1),us = (2,3,3),u3 =(3,7,1),n =3
2. {uy,ug,uz}, unde wy; = (1,1,0),us = (1,0,2) ,u3 = (0,—1,2) ,n =3
3. {uy,us}, unde wy =(0,1,2),us = (0,2,4) ,u3 = (0,—1,2),n =3
4. {uy,us,uz}t, unde u; = (1,1,0,2) ,us = (2,1,0,2) ,u3 = (0,—-1,2,1),n =

Rezolvare: 1. Din definitia subspatiului generat de o multime de
vectori, multimea U = [uq, ug, ug] contine toate combinatiile de forma

Uy + Qs + aizus.

Observatie 7.2.1 Daca vectorii din sistemul U sunt liniar dependenti, atunci
subspatiul (U] este generat de o submulfime a lui U formata din wvectori

liniar independenti. Reamintim ca o multime de vectori este liniar indepen-

denta, sau mai spunem ca vectorii sunt liniar independenti (prescurtat l.i.),

daca orice combinatie liniara a acestora este nula doar atunci cand scalarii

coeficienti sunt toti nuli.

Tinand cont de observatia anterioara, verificam mai intai liniar independenta
celor trei vectori. Aceasta revine la a calcula rangul matricei in care coloanele
sunt exact vectorii implicati. In general, pentru a studia liniar independenta
a m vectori din R”, calculam rangul matricei in care coloanele sunt cei m
vectori. Valoarea acestui rang da numarul de vectori l.i., acestia fiind cei
corespunzatori coloanelor minorului principal ales. Aici, rangul matricei

1
2
1

W W N
— =3

fiind egal cu 3, rezulta ca U contine toate tripletele de forma
(041 + 20&2 + 3053, 20(1 + 3062 + 70(3, oy + 3062 + 043>,

unde aq,a0,a3 € R. Cautand alta exprimare pentru elementele din U,
notam cu x, y, z componentele tripletului de mai sus si incercam sa eliminam
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parametii a1, ao, a3 Intre cele trei ecuatii obtinute. Sistemul obtinut este
insa compatibil deterninat, matricea sa fiind exact cea de ami sus, deci orice
element (z,y,z) € R3, se poate scrie in mod unic ca o combinatie liniard a
vectorilor uq, ug, u3, de unde rezulta ca subspatiul generat de cei trei vectori
este chiar R3.

2. Studiem l.i. pentru vectorii dati. Rangul matricei
1
0
-1

O ==
NN O

fiind egal cu 2, alegand ca minor principal coltul din stanga sus al matricei,
rezulta ca [ug, ug,ug] = [u1,us]. Elementele acestui subspatiu sunt toate
combinatiile liniare aju; + asusg, deci toate tripletele de forma

(a1 + ag, aq, 20).

T =0+ Qg
Din relatiile Y =0 putem elimina parametrii si obtinem subspatiul
z = 2009
vectorial generat de vectorii dati ca fiind multimea tuturor tripletelor (z, y, 2)
care verifica
20 — 2y — 2 =10,

ceea ce recunoastem din clasa a XI-a ca fiind ecuatia unui plan. Tinand cont
ca acest plan a fost generat de doi vectori L.i., putem spune ca are dimensi-
unea 2. Astfel, multimea tripletelor care reprezinta coordonatele punctelor
din acest plan este un subspatiu de dimensiune doi al spatiului R?. In gen-
eral, multimea tripletelor reprezentand coordonatele unui plan care contine
originea 1n spatiul ambient este un subspatiu vectorial al spatiului R?.

3. Rangul matricei
00
12
24

fiind 1, alegem minorul principal coltul stanga jos si obtinem [uy, us] = [u4],
deci contine tripletele (0, aq,2a4), a1, as € R. Altfel spus, subspatiul generat
de uq, uy este multimea tripletelor (z,vy, z) care verifica ecuatia

(L’_y_Z

0 1 2
Subspatiul cautat este deci multimea coordonatelor punctelor dreptei a carei
ecuatie este data prin relatia de mai sus. Tinand cont ca acest subspatiu a
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fost generat de un singur vector, acesta fiind deci baza a subspatiului, facand
un abuz de limbaj, spunem ca dreapta care trece prin origine este subspatiu
de dimensiune unu a spatiului R3.

Observatie 7.2.2 Subspatiile vectoriale ale spatiului R® sunt: multimea for-
mata din (0,0,0), singurul subspatiu de dimensiune 0; mulfimi de triplete care
reprezinta coordonatele punctelor apartinand dreptelor care trec prin orig-
ine, subspatii de dimensiune 1; multimi de triplete reprezentand coordonatele
punctelor apartinand planelor care trec prin origine, subpatii de dimensiune
2; spatiul R3, singurul subspativ de dimensiune 3.

4.Rangul mnatricei

120
111
00 2
221

este egal cu trei, minorul principal fiind de exemplu coltul stanga sus. Avem
prin urmare cei trei vectori l.i., agadar subspatiul generat de ei contine toate
4-upletele de forma:

(o + 20, o + g — (g, 2003, 2001 + 209 + (i3).

Egaland cu z, y, z, t cele patru componente de mai sus, putem elimina parametrii
a1, (i, (g §1 obtinem ca subspatiul generat de vectorii dati contine toate 4-
upletele (x,y, z,t) care verifica

y+z—1t=0.

In capitolul ” Spatii afine” vom comenta ce reprezinta din punct de vedere
geometric acest tip de subspatii vectoriale ale lui R*.

Exercitiul 2: Studiati care dintre urmatoarele submultimi ale lui R3
este subspatiu vectorial al R-spatului vectorial standard R?, precizand cate
un sistem de generatori pentru acestea:

Sy = {(x1,29,23) € R® | 21y + a9 + 23 =0};
Sy = {(x1, 2, 73) € R® | x; — 223 = 0};
Sy = {(s1,72.03) € R | my-+aa b a3 = 1
(21,29, 23) € R? |
( ) € R3 |

Sy ={ T = Ty = 2w3};
S5:{ZE1,I2,JI3 I1—1:$2+1:ZE3}.
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Rezolvare: Tinand cont de faptul ca o conditie necesara ca o submul-
time a unui spatiu vectorial V' sa fie subspatiu este sa fie subgrup al grupului
aditiv (V) +), deci sa contina elementul zero al acestui grup, vom verifica de la
inceput care dintre cele cinci submultimi ale lui R? contine originea spatiului,
adica tripletul (0,0,0). Se observa ca acest elelment nu apartine multimilor
Ss3 i S5, deci acestea cu siguranta nu sunt subspatii vectoriale, in timp ce
celelalte trei multimi ar putea fi. Sugeram ca exercitiu verificarea directa
a faptului ca sunt subspatii pentru fiecare din acestea. Conditia necesara
si suficienta pentru ca S sa fie subspatiu vectorial a K-spatiului vectorial V'
este ca odata cu doua elemente (1, z2, 3), (Y1, Y2, y3) din .S, orice combinatie
liniaa a acestora cu scalari din K sa fie in S.

In continuare vom ciuta si scriem fiecare multime ca fiind generata de
niste vectori concreti. Daca reusim acest lucru, dovedim ca sunt subspatii
vectoriale ca fiind subspatiile generate de vectorii gasiti. Observam ca fiecare
multime data reprezinta multimea solutiilor unui sistem de ecuatii cu trei
necunoscute.

Pentru 57, rezolvam sistemul cu o ecuatie:
1+ Tg+ Xz = 0.

Este un sistem dublu nedeterminat, a carui solutie generala este

(Oé,ﬁ, —Q = 6) = (Oé, 07 —Oé) + <07 /67 _6) = Oé(la 07 _1) + 6(07 17 _1>

cu «, # € R arbitrari. Prin urmare, orice element din Sy este o combinatie
liniara a vectorilor u; = (1,0, —1) si v; = (0,1, —1), deci S; este subspatiul
vectorial generat de acesti vectori.

Pentru multimea Sy rezolvam sistemul
I — 21‘3 =0

si gasim solutia generala:
(20, 8,a) = (20, 0,2) + (0, 3,0) = (2,0,1) + 5(0, 1, 0).

unde «, (3 € R arbitrari. Prin urmare, orice element din Sy este o
combinatie liniara a vectorilor us = (2,0,1) si v; = (0,1,0), deci Sy este
subspatiul vectorial generat de acesti vectori.

Remarcam faptul ca in ambele cazuri generatorii sunt si liniar independent;i,
asadar reprezinta baze ale spatiilor vectoriale Sy, respectiv S,, aceste spatii
vectoriale avand astfel dimensiunea 2. Din punct de vedere geometric, multimile
S1 si Sy contin coordonatele punctelor a doua plane ale caror ecuatii sunt
date mai sus. Conform unei observatii anterioare, am fi putut afirma direct
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ca aceste sunt subspatii vectoriale ale lui R®. De asemenea, cum ecuatiile
ce definesc multimea S4 reprezinta o dreapta care trece prin origine, putem
afirma ca S, este subspatiu vectorial in R3?. S& gisim si aici un sistem de
generatori, rezolvand sistemul:

Ty = T = 2w3,
a carui solutie generala este
(2,20, a) = (1,1,2), a € R.

Am obtinut ca orice element al multimii S este generat de vectorul uy =
(1,1,2), astfel ca are loc egalitatea Sy = [u4].

Revenim in final la multimile S3 si S5 despre care am dovedit ca nu
sunt subspatii vectoriale. Incercand si gasim si pentru aceste multimi cate
un sistem de generatori aga cum am procedat mai sus, avem forma generala
a elementelor din Ss

(o, 3,1 —a—p)=a(1,0,—1) 4+ (0,1, —1) + (0,0,1), «,F €R.

Nu putem spune ca S3 este generat de vectorii uz = (1,0,—1),v3 =
(0,1,—1) deoarece intervine vectorul (0,0,1). In schimb, S3 — (0,0,1) =
[us, v3], deci este subspatiu vectorial al lTui R?. Am gasit exact definitia
notiunii de varietate liniara. Asadar multimea S3 este o varietate liniara in
R3.

Analog, forma generala a elementelor din S este

(@ + 1,a1,0) = «a(1,1,1) + (1,—1,0), deci S5 — (1,1,0) = [(1,1,1)].
Multimea S5 este de asemenea varietate liniara.

Observatie 7.2.3 Varietatile liniare de mai sus contin triplete care reprezinta
coordonatele punctelor dintr-un plan, respectiv de pe o dreapta care nu trec
prin. origine. In general, multimile coordonatelor planelor si dreptelor care
trec prin originea spatiului geometric cu trei dimensiuni sunt subspatii vec-
toriale ale lui R?, pe cand multimile coordonatelor punctelor planelor si
dreptelor care nu trec prin origine sunt varietati liniare.

Exercitiul 3: Determinati subspatiile vectoriale S; N .Sy, Si + 5o,
S1 NSy, S1+ 54, SoN Sy, So+S,, unde multimile S7, Sy, Sy sunt definite in
exercitiul anterior.
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Rezolvare: Intersectia subspatiilor S si S, se determina rezolvand

sistemul:
1+ Tg+ X3 = 0
T, — 21‘3 =0

Solutia generala este
(20, —=3c, ) = (2,-3,1), a € R,

deci avem S; NSy = [(2,—3,1)]. O alta forma pentru acest subspatiu o
obtinem notand cu z,y, 2 componentele unui element general al sau. Avem

SN S = {(wy,2) ERP| 3 = & = 2},

Pentru a determina S; + S5, folosim rezultatul care afirma ca suma a
doua subspatii vectoriale este subspatiul generat de reunuiunea lor. Dar S}
este generat de vectorii uy, vy, deci orice element al sau este o combinatie
liniara a acestor vectori; subspatiul Sy este generat de vectorii usy, vs., orice
element al sau fiind o combinatie liniara a vectorilor us, vo. Rezulta ca un
element arbitrar din spatiul [S; U Ss], fiind o combinatie liniara de elemente
din S; si/sau Sy este o combinatie liniara de vectorii wuy, vy, ug, vo. Astfel
avem egalitatea

[Sl U SQ] = [ul, U1, U3, UQ].

Studiem liniar independenta vectorilor uy, v1, us, vo. Rangul matricei

1 0 20
0 1 01
-1 -110

este egal cu trei, deci subspatiul S; 4 .55 este un subspatiu de dimensiune trei
al spatiului R3. Rezulta S; + S, = R3.

Determinam in continuare intersectia subspatiilor S; si Sy, rezolvand sis-
temul liniar si omogen:
X1+ Lo+ T3 = 0
{ T = Ty = 223

Solutia este (0,0,0), sistemul fiind compatibil determinat. Am gasit subspatiul
S1N Sy ={(0,0,0)} . Ca mai inainte, avem egalitatile:

S1+ Sy = [S1USy] = [uy, v1,u4],

unde am tinut cont de rezultatele din exercitiul anterior. Dar vectorii uy, vy, uy
sunt liniar independenti, deci gasim S; + S, = R3. Deoarece S; NS, contine
doar vectorul nul, suma este chiar directa. Lasam ca aplicatie determinarea
subspatiilor Sy N Sy, Sy + Sy.
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Tema 1: Gasiti cate un sistem de generatori pentru subspatiile vec-
toriale S;, Sy, S5 ale lui R3, apoi determinati subspatiile vectoriale S; N Ss,

S1+ Sz, S1MS3, S1+ 83, SN Sz, So + 53, unde
Sy = {(x1, 29, 23) € R® | 21 + 229 — w3 = 0},
Sy = {(x1,29,23) € R® | 29 — x5 = 0},
Sy = {(x1, 79, 3) € R® | 32y = 3y = 23}

Tema 2: Demonstrati ca suma directa a subspatiilor Dy si Dy ale
spatiului vectorial R este intreg spatiul, unde

Dy ={(z,y) € R* | x+2y =0},
Dy ={(z,y) e R* | z —y =0}.

7.3 Schimbarea bazei. Lema substitutiei

Exercitiul 1: Gésiti baza B'={e’;.e%,e3}din R? in raport cu care vec-
torii v1 = (1,1,0),vs = (1,0,3),v3 = (4,3,2) au respectiv componentele
(0,1,2), (1,1,1),(2,1,-1).

Rezolvare: Conditia ca v; sa aiba componenetele (0,1,2) in raport
cu B’ inseamna ca Oej + le), + 3e; = v;. Scriind si celelalte doua conditii,
obtinem sistemul

ey + 2ely = vy
el + €y + ez = vy
/ / !
2e] + e, — €3 = U3
cu necunoscutele €].¢e;, e5. Gasim
/
€1 = —2U1 + 3U2 — V3 = (—3, —5, 7)

ey = 3u; — dvg + 2u3 = (7,9, —8)
eh = —v; + 20y — vz = (—3,—4,4)

Exercitiul 2: Folosind lema substitutiei, sa se determine componen-
tele vectorului x=(6,-5,3) in baza B'={¢].eh, €4} din R® cu ¢} = (1,1,0),
ey =(0,0,1), e5 = (0,1,1).

Rezolvare: Fie {ey, s, €3} baza canonica in R3. Urmand lema substitutiei,
completam Tabelul 1. In prima parte am introdus datele, adica componentele



168 Capitolul 7. Probleme rezolvate la Capitolul 1

Tabel 1.

| [ehenfes] x |
eg | 1 0|0 6

e | 1 10 1| -5

es | O 1 1 3

ety ] 11010 6

es | 010 1 |-11
es | 0| 1 1 3

ety ] 11010 6

ec | O 0| 1 |-11
6‘72 0 1 1 3

ey | 11010 6

es | 0| 0 1 |-11
ey | 0 1 0| 14

vectorilor €], €, €4, In raport cu baza canonica. Cifra ingrogata reprezinta
pivotul, element care arata aici ca substituim vectorul e; prin €}. Regulile
dupa care se completeaza tabelul dupa fiecare substitutie sunt: linia pivo-
tului se imparte la pivot; coloana pivotului devine unitara (are 1 pe pozitia
pivotului gi 0 in rest); elementul ay din tabelul anterior se inlocuiegte cu

Qi Al — Qi1 Ak 4 .
—I—H B unde a;; este pivotul.

In fiecare parte a tabelului, coloanele reprezinta componentele vectorilor

de pe linia de sus in raport cu vectorii din prima coloana. Am obtinut deci
xr = 6e] + 14e, — 11€}.

Exercitiul 3: Gasiti matricea schimbarii de baza de la baza
B'={e’1,e’5,e'3} la bazaB’={e"1,6"9,¢"3} din R? cu ] = (1,-1,1), €}, =
(3,2,1), e, = (0,1,0) si €] = (1,1,1), e5 = (1,1,0), €4 = (1,0,0, ), folosind
lema substitutiei.

Rezolvare: Conform lemei substitutiei, avem Tabelul 2. Matricea
schimbarii de baza are coloanele formate din componentele vectorilor din a
doua baza in raport cu prima baza, deci este

1 —1/2 —1/2
0 1/2 1/2
2 —1/2 —3/2.
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Tabel 2.

671 6’2 6’3 6”1 6”2 6”3
e7 | 1 | 3 0 1 1 1
e | -1] 2| 1 1 1 0
e3 | 1 1 0 1 0 0
ey | 1] 3 0 1 1 1
e | 0| 5 1 2 2 1
es | 0 | -2 0 0 -1 -1
1] 1] 0 ][3/5]-1/5]-1/5] 2/5
en| 0| 1| 1/5]2/5]2/5]1/5
es | 010 |2/5]4/5|-1/5]-3/5
er] 1]0] 0 | 1 [-1/2]-1/2
e 0| 1| 0 | 0 [1/2]1/2
5] 0 0| 1 | 2 [-1/2]-3/2
Tabel 3

(S 671 671 671
er | 1 1 -1 0
eo | 1 | -1 0 1 )
es | 2 1 | 2 | -3
es | 0 0 1 6
ey | 1 1 -1 0 0
es | 0 | -2 1 1 )
es | 0 | -2 3 -2 -3
€4 0 1 0 1 6
1] 110 [-1/2] 1/2 ] 5/2
ey | 0| 1 |-1/2]-1/2]-5/2
es | 010 2 -3 -8
er | 0| 0 | 1/2]3/2]17/2
[ 1]0] 0 [-5/4] 1/2
ey 0 | 1| 0 |-5/4]-9/2
e5| 00| 1 |-3/2] 4
e | 00| 0 |9/4]21/2
e ] 1]0] 0] 0 |5/3
o | 01 1] 0 | 0 |4/3
e’s| 010 1 0 3
es| 010 0 | 1 |14/3
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Exercitiul 4: Sa se rezolve cu lema substitutiei sistemul liniar:

a:1+x2—9c3:0
T — X+ T4 =25
21’1+$3—2$4:—3
To+ 24 =206

Rezolvare: Sistemul este echivalent cu urmitoarea ecuatie din R?:

21(1,1,2,0) + 25(1, —1,0,1) + 25(—1,0,1,0) 4 24(0,1, -2, 1) = (0,5, —3,6)

sau altfel spus, trebuie sia gasim componentele vectorului z = (0,5, —3,6)
in raport cu baza B'={e’;.€5,e’s,e’'s} din R unde ¢ = (1,1,2,0), ¢, =
(1,-1,0,1), ¢4 = (—1,0,1,0) , €}, = (0,1,—2,1). Folosind lema substitutiei,
avem Tabelul 3 din care rezulta solutia (5/3,4/3,3,14/3).

Exercitiul 5:  Folosind lema substitutiei gasiti inversa matricei

1 01
A= -112
1 13

Rezolvare: Fiee) =(1,—-1,1),¢, = (—-0,1,1), ¢4 = (1,2, 3) coloanele
matricei date, gi eq, e, e3 elementele bazei canonice. A gasi inversa matricei
date este echivalent cu a gasi matricea de trecere de la baza B’ = {¢/, ¢}, ¢4}
la baza canonica. Folosind lema substitutiei avem Tabelul 4, de unde inversa

-1 -1 1
matricei este A7t = [ -5 —2 3
2 1 -1

Tema 1: Gasiti matricea schimbarii de baza de la B' = {¢], e}, 4}
la B" = {e], e}, ¢4}, unde €] = (1,2,1), ey = (2,3,3), 5 = (3,7,1) si ] =
(3,1,4), ef = (—5,2,1), e = (1,1,—6). Gasiti componentele vectorului
v = 2¢] + e}, — 2¢4 in baza B”.
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Tabel 4.

e | e |e3|e |e|e3
er | 1 0 1 11010
eo | -1 1270170
es 1 1 3101011
ey | 1 0 1 11010
o | 0l 1] 3]1]0]1
es | 0 1] 21]-1]0]1
el | 1 0 1 17010
el 0] 1 [ 311]1]0
e3 | O O(-1-2]-1]1
eyl 1]o]lof-1]-1]1
ey | 0 1 0O [-5]-2|3
e3 | 0 0 1 121 1-1

7.4 Spatii euclidiene

Exercitiul 1: In spatiul vectorial R? se defineste aplicatia

g9(x,y) = x1y1 + T1Yy2 + Ty + 2X2Ys,

unde z = (z1,22), y = (y1,y2). Sa se arate cd g este un produs scalar.
Determinati in spatiul euclidian (R?,g) normele vectorilor u = (1,0) si v =
(0,1) i unghiul dintre acesti vectori.

Rezolvare: Trebuie sa verificam faptul ca g este un produs scalar in
R?, adica este o aplicatie biliniara, simetrica si pozitiv definitd. Simetria este
evidenta, ¢(y,x) = y121 + Y122 + Yo1 + 2y222 = g(z,y). Stiind ca aplicatia
este simetrica, este suficient sa verificam liniaritatea in primul argument. Fie
z = (21, 29) gl avem:

9(r+z,y) = (1+20)yi+(@1+20) Yo - (T2 22) Y1 +2(22+22)y2 = 9(2,y)+9(2, ),
c.c.t.d. Pozitiv definirea revine la a demonstra ca g(x, z) este pozitiv pentru
orice x §i egal cu zero doar pentru x = 0. Avem

g(z,7) = 2121 + 2109 + 2271 + 22079 = (71 + 22)% + (2)?,

deci pozitiv. Din g(z,x) = 0 rezulta z1 + 22 = 0,25 = 0, de unde x; = x5 =
0. Prin urmare g este un produs scalar in R?, deci (R?,g)) este un spatiu
euclidian.
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Normele vectorilor dati sunt:

lull= Vo(u,u) = V(1 +0)2+02 =1,
lvll=Velv,0) = V0 +12+12 = V2.

Calculam cosinusul unghiului dintre cei doi vectori cu formula

cos(u,v) = —g(u, v _ 1

Al el V2

deci unghiul dintre ei este 7.

Considerand spatiul euclidian standard (R?,<,>), avem | u [= 1,
v |[|= 1, si unghiul dintre ei 7. Despre acesti vectori putem spune ca sunt
ortonormati in raport cu produsul scalar canonic. Produsul scalar fiind un
“instrument” de masura a lungimilor Si unghiurilor, rezultatele depind de

alegerea sa.

Exercitiul 2:  In spatiul euclidian (R2,g)) de la exercitiul anterior,
determinati subspatiul ortogonal subspatiului S = {(z1,22) € R? | z1+1, =

0}.

Rezolvare: Prin definitie, subspatiul ortogonal subspatiului S contine
toti vectorii din R? ortogonali pe orice vector din S, adica

St ={yeR?® | g(x,y) =0, (V)z € S}.

Este suficient sa punem conditia de ortogonalitate pe baza subspatiului S.
Avem S = {(a,—a) | a € R} = [e = (1,-1)], de unde S* contine toti
vectorii y = (y1,y2) pentru care g(y,e) = 0, adica y; — y1 + y2 — 2y2 = 0.
Am obtinut St = {(y1,0) | y; € R}. Geometric, S contine coordonatele
punctelor de pe a doua bisectoare din plan. Rezultatul obtinut spune ca
in raport cu produsul scalar dat, axa Ox este perpendiculara pe a doua
bisectoare!

Exercitiul 3: In spatiul euclidian standard (R?,<, >) se d& sistemul
de vectori {v; = (1,—2,3), vy = (0,3,2)}. Verificati ca v; L vy gi completati
la o baza ortogonala in R3.

Rezolvare: Calculam produsul scalar al vectorilor din sistemul dat:

<, >=1-0+(=2)-3+3-2=0,
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deci v; si vy sunt ortogonali. Fie acum v3 = (a, b, ¢) vectorul care completeaza
sistemul dat la o baza ortogonala. Avem v3 | vy si vy L vq, adica

a—2b+3c=0
3b+2c=0,

sistem simplu nedeterminat a carui solutie este {13¢, 2, —3a) | (V) € R}.
Generatorul acestui subspatiu fiind vectorul (13,2, —3), acesta este vectorul
v3 cautat.

Exercitiul 4: In spatiul euclidian standard (R?,<,>) se considera
vectorul v = (0,2, 3) si subspatiul S = {(z1.79,73) € R® | 11 —219+13 = 0}.
Sa se determine subspatiul ortogonal lui S si proiectia vectorului v pe S.

Rezolvare: Subspatiul S contine solutiile ecuatiei 1 — 229+ x3 = 0,
adica S = {(a, 5,26 —a) | «,0 € R}. Asadar, baza in S este {v; =
(1,0,—1),v5 = (0,1,2)}. Subspatiul S+ ortogonal lui S este format din
vectorii (y1, Y2, y3) ortogonali pe baza lui S, deci care verifica sistemul

1 —ys=0
Yo+ 2y3 = 0,
Am gasit St = {a, —2a,a) | a € R} sau, echivalent, St contine coordo-

natele punctelor de pe dreapta

Ty T2 T3

1 -2 1
Pentru a gasi proiectia vectorului v = (0,2, 3) pe acest subspatiu trebuie sa
calculam componentele lui v in raport cu baza formata din reuniunea bazelor
din S g din S*, adicd {v; = (1,0, —1),v = (0,1,2),v3 = (1, -2, 1)}.. Folosim
lema substitutiei si gasim

1 5) 1
v = évl + gvg + (-6)7)3.
Proiectia lui v pe S este
1 ) 151
" T32 =5y )

Exercitiul 5: Sa se ortonormeze folosind procedeul de ortonormare
Gram-Schmidt urmatoarele sisteme de vectori din spatiul euclidian standard
(R%,<,>):
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a) {v; = (1,1,0),v = (1,0,1),v3 = (1,2, -2)}
b) {1 = (1,1, —1),v = (2,0,1), 03 = (1, —1,2)}.

Rezolvare: a). Urmam algoritmul de ortonormare si calculam norma
primului vector: || v; ||= V12 +12+0% = /2. Apoi il normam si avem
primul vector din sistemul ortonormat

1 1
= v = —(1,1,0).
Tor = vz b0

Pornind de la vectorul vy gasim un vector fy ortogonal pe e; astfel:

1 1 1 1 1

= — < ) > = 17071 ___7_70 =\57 5

f 2 U2 V2, €1 €1 ( ) \/5( \/5 \/§ ) (2 92

Observam de aici ca proiectia vectorului vy pe e este < vq, €7 > e1. Vectorul
f2 1l normam i obtinem al doilea vector din sistemul ortonormat:

1).

1 2 1 1 1 1 2
€9 — = )

:—fQZ_(_7_ ) ) (_7__7_
I fo | V62 2 V6 V6 V6
Din vectorul v3 gasim un vector f3 ortogonal pe vectorii ey, es gasiti anterior:

f3:1}3— < V3,61 > e1— < V3,6y > €y =

3,1 1 5,1 1 2 1 1 1

= (1727_2)_E(E’E’0)_(_%< ) = (_7

VGV R A
Observam de aici ca proiectia vectorului vz pe sistemul de vectori {ej, es}
este < v3,e; > e+ < v3,e9 > ey. Ultimul vector din sistemul ortonormat

este
1 T 1r 1r 1 1 1 1

63:mf?):ﬁ(§7_§7_§):<3\/§>_3\/§7_3\/§)'

b) Cu acelasi algoritm aplicat celui de al doilea sistem de vectori, gasim:

1 1
€1 U1 _<1717 1)
[ 3
1 1 1 1 5 14
= vy— < S =(2,0,1) — (= — — )= (2 =
f2 (%) Vg, €1 €1 (7 ) ) \/§<\/§7\/§7 ) (37 373)

_ 1,351
S RIT?T V233

€9
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fa=1v3— <w3,e1 >e1— < v3,69 > €9 =
_i(ii_i)_(_14(5 1 4)—0

V3'V3V3 V3 VA2'VA2T VA2 VA2
Sistemul ortonormat contine doar doi vectori, eq, e, deoarece sistemul dat
initial nu era liniar independent.

=(1,-1,2) — (

Exercitiul 6:  Gasiti proiectia vectorului v = (—1, 3, 2) pe subspatiul
S = {(x1,22,23) € R® | x1 — 229 + 23 = 0} din spatiul euclidian standard
(R3,<,>). Verificati teorema lui Pitagora.

Rezolvare: In rezolvarea exercitiului 4 de mai sus am determinat
baza {v; = (1,0,—1),v5 = (0,1,2)} a subspatiului S. Ortonormam acasta
baza si obtinem

1 1
e = v = —(1,0,-1),
e T Y
I Cumer e =(0,1,2) - (— =) (=0~ = (1,1,1)
= V9o— Vo, € €1 = I —\— = )\—F=Y, m—F—=) = y Ly y
2 2 2, €1 1 5\ NG
1 1
Co == —m _ 17 ]., ]_ .
A VL
Proiectia vectorului v pe sistemul de vectori {e;,es} este
1 4 17
w=<1v,e1>e+ < v,y > ey = (—6, 3 E)
Pentru a verifica teorema lui Pitagora, calculam vectorul w = v —w =
(%, g, %) si patratele normelor vectorilor v, w, w:
354 150
v lP=14, |w|*= Sz, | w ?= o,
36 36

si se verifica

o 1P=[w [I* + [ w™ 1?
In exercitiul 4 se cerea proiectia vectorului v' = (0, 2, 3) pe acelasi subspatiu.
Folosind formula de mai sus, regasim proiectia:

1519

<v,ep>e+<v,e9>e=(=,=, —
b ) (67376

).

Daca am calcula proiectia vectorului v” = (1,2,3) pe acelasi subspatiu, am
gasi acelagi vector v”, deoarece acest vector apartine lui S. Daca calculam
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insa proiectia vectorului v = (1,—2,1) pe S obtinem vectorul nul, deoarece
v"" apartine subspatiului ortogonal lui S..

Sugeram rezolvarea urmatoarelor exercitii ca tema:

Tema 1: In spatiul vectorial R3 se defineste g : R3 x R® — R prin

3 1
g(z,y) = Z(ﬂflyl + Ty + T3Y3) — 1(331@2 +T1Y3 + Tay1 + Tays + T3y1 + T3Y2).
Sa se arate ca (R3, g) este spatiu euclidian. Demonstrati ci sistemul de vec-
tori {v; = (0,1,1),v9 = (1,0,0)} este ortonormat in raport cu g si completati-
| la o baza ortonormata a spatiului.

Tema 2: Determinati proiectia vectorului v = (1,—2,0) pe fiecare
din subspatiile vectoriale Sj, S, S3 de la Tema 1 din paragraful 2 (Subspatii
vectoriale).



Capitolul 8

Probleme rezolvate la Capitolul
2

8.1 Calcul vectorial

In acest paragraf prezentam cateva exercitii considerate de noi de baza in
rezolvarea vectoriala a problemelor de geometrie.

Exercitiul 1: Fiind dat punctul M pe dreapta AB astfel incat % =
k, pentru orice punct O din spatiu are loc

OM = (1—k)OA + kOB.

Reciproc, fiind date dreapta AB si punctul M, daca pentru orice punct

. . . . . - AM
O din spatiu are loc relatia de mai sus, atunci M € AB si 55 = k.

177
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Rezolvare: Vom considera, fara a restrange generalitatea, ca punctul
M este interior segmentului AB, adica avem figura de mai jos.

O

Conform regulii triunghiului de adunare a vectorilor liberi, avem relatia:
OM = OA + AM

Din ipoteza si tinand cont de orientarea vectorilor, avem relatia AM = kAB.
Dar AB = OB — O—/i care Inlocuita mai sus conduce exact la ceea ce trebuia
demonstrat.

Reciproc, avand relatia din enunt, valabila pentru orice punct O, vom

considera O = A. Obtinem AM = kAB , de unde rezulta ca vectorii AM si

AB sunt coliniari, deci M € AB &i, mai mult, relatia metrica % =k

Exercitiul 2: In triunghiul ABC se considerd M mijlocul segmentu-
lui BC'. Sa se demonstreze ca:

a) 2AM = AB + AC.

b) Punctul G este centrul de greutate al triunghiului ABC daca si
numai daca pentru orice punct O din spatiu are loc relatia

30G = OA + OB + OC.

¢) Daca G este centrul de greutate al triunghiului ABC', atunci

GA+GB+GC =0.

Rezolvare: Avem figura de mai sus.
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a) Punctul M fiind mijlocul segmentului BC, apartine acestuia si 55 =

%. Suntem in ipoteza problemei anterioare pentru O = A, deci AM =
(1-— %)1@ + %/ﬁ, de unde rezultatul cerut.

b) Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC' si O un punct arbitrar
din spatiu. Se stie ca G € AM si % = % Conform exercitiului 1,

0C = (1~ 2)0A + 00

Dar OM este mediana in triunghiul OBC' si conform punctului a) rezulta
90M = OB + OC. Inlocuind in relatia de mai sus obtinem

@:%(ﬁué(o’zﬂ(ﬁ),

c.c.t.d.

Reciproc, fie G un punct din spatiu astfel incat pentru orice O are loc
relatia data. Particularizand O = A gasim 3AG = AB + AC. Dar AB +
AC = 2AM , deci 3AG = 2AM , de unde rezulta ca vectorii AM si AG sunt
coliniari, deci punctele A, G, M sunt coliniare, si ca G imparte segmentul
AM in raportul %, adica G este centrul de greutate al triunghiului ABC.

c¢) Stiind ca G este centrul de greutate al triunghiului ABC', avem relatia
de la punctul b) pentru orice punct O din spatiu. Particularizand O = G
rezulta exact relatia ceruta.

Urmatoarea problema o lasam ca exercitiu pentru acasa, ideea de re-
zolvare fiind aceeasi ca la exercitiul anterior.

Tema 1: Se da tetraedreul ABCD si G centrul de greutate al
triunghiului BC'D. Sa se arate ca:
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a) Punctul G este centrul de greutate al tetraedrului ABC'D daca si
numai daca pentru orice punct O din spatiu are loc relatia

410G = OA+ OB + OC + OD.

Amintim ca centrul de greutate al tetraedrului ABC' D se gaseste pe segmen-

tul AG, astfel incat f—gl = %.

b) Daca G este centrul de greutate al tetraedrului ABC'D, atunci

GA+GB+GC +GD =0.

Bazate pe exercitiile prezentate sunt si rezolvarile exercitiilor urmatoare:

Tema 2: Se prelungesc laturile AB si AD ale paralelogramului
ABCD cu segmentele BM = AD, DN = AB. Sa se arate ca punctele
M, C'; N sunt coliniare.

Tema 3: In cercul de centru O se dau coardele perpendiculare AB
si C'D concurente in punctul P. Sa se arate ca are loc egalitatea vectoriala

PA+ PB+ PC + PD = 2PO.

Tema 4: In triunghiul ABC se dau G centrul de greutate si punctele
M € (AB), N € (BC), P € (AC) astfel incat
AM BN CP
MB NC PA

Daca notam cu Gy, G2, G3 centrele de greutate ale triunghiurilor AM P,
BM N, respectiv C'N P, atunci demonstrati ca G este centrul de greutate al
triunghiului G1G2G3.

Urmatoarele aplicatii se refera la produsul scalar si vectorial al vectorilor
geometrici.

Exercitiul 3: In triunghiul ABC sa se demonstreze ca H este orto-
centrul daca si numai daca are loc relatia:

HA-HB=HA-HC = HC -HB.




Calcul vectorial 181

Rezolvare: Se stie ca produsul scalar a doi vectori este nul daca si
numai daca vectorii sunt ortogonali. Fie H ortocentrul triunghiului ABC.
Din AH 1 BC rezulta A?B% = 0. Scriind BC' = HC—HB in relatia ante-
rioara, aplicand distributivitatea produsului scalar, obtinem prima egalitate.
Analog se obtine a doua egalitate plecand de la HC | AB.

Reciproc, daca se dau egalitatile din enunt, din HA -HB = HA-HC
ducand in primul membru avem HA - (PTE - Fé) =0, adics HA-CB =0,
de unde AH 1 BC. Din a doua egalitate gasim HC | AB, deci punctul H
se afla pe 1naltimea dinA si pe cea din C, deci este ortocentrul triunghiului.

Exercitiul 4: Sa se stabileasca teorema cosinusului, adica intr-un
triunghi ABC' are loc relatia:

| BC |*=|| AB ||* + || AC ||> —2 || AB ||| AC | cos(AB, AC).

Rezolvare: Din regula triunghiului pentru adunarea vectorilor geo-

metrici avem BC = BA + AC'. Caleulsm:
| BC ||>= BC - BC = (BA+ AC)- (BA+ AC) =
| BA || +BA-AC + AC - BA+ || AC ||

Din comutativitatea produsului scalar,din definitia cosinusului unghiului din-

tre doi vectori,
AB - AC
|AB | .| AC |

si tinand cont ca BA=-AB , obtinem rezultatul cerut.

cos(%ﬁ,fﬁ) =

Exercitiul 5: Sa se stabileasca formula pentru lungimea medianei
intr-un triunghi.

Rezolvare: Fie triunghiul ABC cu mediana AM. Notam cu m

lungimea medianei, adica m =|| AM |l= Vv AM - AM. Conform exercitiului
2 punctul a) avem AM = %(A—B> +1TC) Aplicand distributivitatea produsului

scalar, calculam:

4m? = (AB + AC) - (AB+ AC) =|| AB ||> +AB - AC'+ AC - AB+ || AC || .
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Tinem cont de comutativitatea produsului scalar si din teorema cosinusului

avem 248 - AC =|| AB ||> + || AC ||> — || BC ||, deci obtinem
4m?® = 2(|| AB |* + | AC |*)— || BC |1,

formula cunoscuta pentru lungimea medianei.

Exercitiul 6: In tetraedrul ABCD avem AB L CD si AC L BD. S&
se arate ca AD | BC'gica

| AB | + || CD |*=|| AC | + || BD |]*=| BC || + || AD |1*.

Rezolvare: Conditiile de perpendicularitate din enunt se exprima
vectorial prin AB-CD = 0, AC -BD = 0. Din regula triunghiului pentru
adunarea vectorilor geometrici, avem AD = AB + BD si BC = BD + DC.
Calculam:

AD-BC = (AB+BD)-(BD+DC) = AB-BD+AB-CD+BD-BD+BD-DC =
— BD-(AB+ BD+ DC) = BD - AC = 0,

deci AD 1 BC'. Un astfel de tetraedru se numeste ortogonal. Avem si:

| AD ||>= (AB + BD) - (AB + BD) =|| AB |* + || BD ||> +2AB - BD.

| BC ||>= (BD + DC) - (BD + DC) =|| BD |* + || DC ||> +2BD - DC.
Calculam
| AD || + || BC ||>=|| AB |* + || DC ||> +2BD - (AB + BD + DC)) =

=|| AB ||> + || DC ||> +2BD - AC,

de unde tinand cont ca BD - AC = 0 rezultd una din egalitatile cerute.
Analog se obtine cea de a doua egalitate.

Lasam ca tema urmatoarele exercitii:

Tema 5: Sa se demonstreze concurenta inaltimilor unui triunghi.
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Tema 6: Si se demonstreze teorema lui Euler: Intr-un patrulater
convex suma patratelor laturilor este egala cu suma patratelor diagonalelor
plus de patru ori patratul segmentului ce unegte mijloacele acestora.

Exercitiul 7: Sa se demonstreze ca in triunghiul ABC are loc

AB x AC = BC x BA=CA x CB.

Rezolvare: Pentru a demonstra egalitatea a doi vectori trebure sa
aratam ca au aceeasi directie, acelagi sens si aceeasi lungime. Din definitia
produsului vectorial norma (lungimea) fiecarui vector din cei trei de mai
sus este egala cu dublul ariei triunghiului ABC, deci au aceeasi lungime.
Directia produsului vectorial a doi vectori este perpendiculara pe planul celor
doi vectori. Aici, directia fiecarui vector din cei trei este perpendiculara pe
planul (ABC), deci au aceeasi directie. Fie triungiul ABC din figura de
la exercitiu 2. Sensul vectorului AB x AC este dat de regula burghiului,
adica este sensul In care 1nainteaza un burghiu daca 1l Invartim astfel incat
sa suprapunem primul vector peste al doilea, deci iese din planul (ABC).
Analog gasim acelasi sens pentru ceilalti doi vectori.

8.2 Vectori liberi. Produsul scalar, vectorial,
mixt si dublul produs vectorial

Vom prezenta la inceput aplicatii fara reper, in care pentru calcularea pro-
duselor ce intervin vom folosi definitiile gi propietatile acestora.

Exercitiul 1: Sa se demonstreze identitatea lui Lagrange:

@-b)*+ [l ax b=l al®. [Io[*.

Rezolvare:  Prin definitie, @-b=| @ || . || b || cos(a@,b) si || @ x b ||=|
all .| b| sin(d@,b). Calculand acum primul membru al identitatii cerute si
tinand cont de formula fundamentala a trigonometriei, obtinem c.c.t.d.
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Exercitiul 2:  Se dau vectorii @ = 2m + 37 si b = 1 — 27, unde
| m ||=1, || @ ||= 2, £Z(m,7) = . Sa se calculeze lungimile vectorilor
a, I;, cosinusul unghiului dintre ei gi aria paralelogramului construit pe cei doi
vectori.

Rezolvare: Avem egalitatile:
|@|?=a-d= (2m+37) - (2m+3i) =4 || m ||> +6m-A+67-m+9| 7 ||*.

Am folosit definitia normei unui vector si distributivitatea produsului scalar.
Aplicand in continuare comutativitatea produsului scalar si apoi definitia
acestuia, avem:

la *= 4|l ||* +12me5+9 || 7 *= 4 || 7 [|* +12 | || - || 7 | .cos(rit, )+
+9 || 7 ||*= 41+1212cos(3)+94—52

Am gasit || @ ||= v/52. Analog, calculim

16 |P=b-b= (i —27) - (M —27) =|| m ||> =2m - 7t — 27 -+ 4 || 7 ||>=
=l |* =i A | Pl =4l ]| cos(t, i) + 4 || |P=

—1—412003(3)+44—13
Deci || b ||= v/13. Avem si
a-b=(2m+3i)- (m—2i)=2|m|>—m-7—6| i |*=

=2 |t |* — ||t | || 7 || .cos(im @) — 6 | i ||*= ~25.
Putem calcula acum

(@5 a-b 925
cos\a = = = .
lal. ol V5213

Se gtie ca aria paralelogramului construit pe doi vectori este egala cu norma
produsului vectorial al celor doi vectori. Asadar vom calcula

—

ad x b= (2m + 31) x (m — 27) = 2m X m + 31 X m — 4m x 1 — 61 X 1,

aplicand distributivitatea produsului vectorial fata de adunarea vectorilor.
Cum produsul vectorial a doi vectori coliniari este nul, primul si ultimul
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termen din egalitatea de mai sus se anuleaza. Tinand cont si de anticomu-
tativitatea produsului vectorial, obtinem

axb=17nxm.
Aria ceruta este

l@axbl=7|axml|=7|m]|.|7| . sin(h, i) =7V3.

Exercitiul 3: Sa se calculeze volumul paralelipipedului construit pe
vectorii

—

unde | @ [=1, | 5ll=2, ]| €ll=3, £(G.8) = %, L(@Fx &) = %.

Rezolvare: Volumul paralelipipedului este egal cu modulul produsu-
lui mixt al celor trei vectori. Prin definitie, produsul mixt este
(u,v,W) = u- (U x W).

Calculam

TX W= (2a+0) X (b4 =2 xb+2ixE+bx¢é
G- (TxwW)=(@—b+7)-(2Axb+2aX+bxd) =
=23 (@x b)—2b- (@ x b)+2 (@ xb)+2a-(@x7)—2b- (@ x ) +2¢- (@ x )+
G- (bxd) —b-(bxd)+T-(bxa).
Termenii din ultimul membru al egalitatilor de mai sus sunt produse mixte.

Se stie ca produsul mixt a trei vectori coplanari este nul, deci termenii 1, 2,
4, 6, 8, 9 se anuleaza si obtinem

(@,0,@) =22 (@xb)—2b-(@x ) +a-(bxa).

Aplicam acum proprietatea produsului mixt de invarianta la permutari cir-
culare a vectorilor si de egalitate cu semn contrar la celelalte permutari, si
rezulta

(@,5,@) =5a-(bx ) =5 all.|bxc| .cos(L(@bxa)=
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- - - 1 15v2
=5 al.l5].l¢l .smab,a.cosg(a,bxa_5123§ ngf.

—
—

Exercitiul 4 Calculati in functie de produsul mixt al vectorilor @, b, ¢
urmétoarele produse mixte:

Rezolvare: Primul produs mixt este zero deoarece cei trei vectori
sunt coplanari. Pentru al doilea produs, aplicam definitia produsului mixt si
proprietatile acestuia folosite in exercitiul anterior § avem:

(@,d+b,a+b+¢) =a-[(@+b)x (@+b+E)] =a-[@xb+adxc+bxd+bxd
Anticomutativitatea produsului vectorial duce la reducerea primului termen
din paranteza cu al treilea gi avem

(@ d+bd+b+3) =a-laxc+bxad=(aad+(abc =(aba.
Al treilea produs se calculeaza in mod analog si obtinem rezultatul 2(a, l;, 0).

Pentru al patrulea produs vom folosi formula lui Gibs pentru calcularea
dublului produs vectorial, @ x (¥ x @) = (¢ - W)U — (4 - ¥)w. Avem

Aplicand formula lui Gibs cu @ = b x ¢, U = C sl W = d, obtinem
(bx @ x (Exd) =[(bxd-ae—[(bxd-dd = (@,b,8F~ (&b,da = (a,b,0)7,
(ax b,bx &cxa)=(axb) - (abadc

Dar produsul mixt (d, b, 8) fiind un scalar iese in fatta produsului scalar, deci

-,

(@ x b,bx &¢x ) = (d,b,e)(dxb) - &] = (@,b,8).

Exercitiul 5: Sa se demonstreze ca

S QY
Q‘l Q‘l

S QY
Ol oy

(axz?).(axcf):‘
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Rezolvare: Produsul scalar din primul membru poate fi vazut ca pro-
dusul mixt ((@ x b, ¢ d). Stiind ca produsul mixt este invariant la permutari
circulare, avem urmatoarele egalitati:

(@xb, & d) = (d.dxb, &) = d-[(@xb)xd = —d [ex(axb)] = —d[(@b)a—(@a)b],

unde am folosit succesiv definitia produsului mixt, anticomutativitatea pro-
dusului vectorial gi formula lui Gibs. Aplicand in continuare distributivitatea
produsului scalar fata de adunarea vectorilor i scotand scalarii (¢- I;) si (C-@)
in fata, gasim

(@xb)-(@xd)=(C-a@).(d-b)— (C-b).(d-a),
c.c.t.d.

Lasam ca tema urmatoarele aplicatii:

Tema 1: Sa se calculeze lungimile diagonalelor si unghiul dintre ele
in paralelogramul construit pe vectorii @ = 3m — 7, b = m + 311, stiind ca

|7 ||=|| 7 ||= 2 si Z(m,7i) = T

Tema 2: Se cere aria paralelogramului construit pe vectorii @ = 2m —

57, b =1 + 37, stiind ¢ || m [|=1, || 7||=2si L(m,7) = T.

—

Tema 3: Calculati volumul tetraedrului construit pe vectorii @ =
m—n+2p,b=—m+1n+3p, c=m+p, stiindca | m ||=||7||=2, |p|=3
§i Z(n,p) = 5, Z(m, 1t x p) = T

- —

In continuare consideram prezenta unui reper R = {O, 4, j, k} In raport
cu care sunt dati toti vectorii.

_Exercitiul 6: Calculaf expresia £ = @ - b+b-C+C-a, stiind c&
i+b+c=2i+5—k ||al=2,]b]|=3,] =1

Rezolvare: Calculam norma vectorului @+ b+ ¢ in doua moduri. Pe
de o parte

la+b6+2|=] 20+ —kll= V2 + 1+ (-1)2= V6.

Pe de alta parte, definitia normei unui vector si proprietatile produsului scalar
conduc la:

|@+b+|*P=(@+b+3)-@+b+d) =||a|>+||b]*>+ || ¢|? +2E.
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Avem egalitatea ~
Fal®+ o+l el*+2E =6,

de unde F = —4.

Exercitiul 7: In reperul R = {O,;,f, l;} se dau punctele A(—1,2,0),
B(3,-2,2), C(1,0,4). Sa se determine lungimile laturilor, masurile unghi-
urilor i aria triunghiului ABC.

Rezolvare: Calculam componentele vectorilor laturi ale triunghiului
ABC' gi avem:
AB = 4i — 47 + 2k
AC =27 — 2] + 4k
BC = —2i +2j + 2k

Lungimile laturilor triunghiului sunt:
| AB |= 2+ (=47 + 22 = /36 =6

| AC ||= /24 (22 + 42 = V24 = 26
| BC = V(=2 >+22+22 VIZ =23

Calculam cosinusurile unghiurilor triunghiului dat:

os(A) = AB-AC 42+ (-4).(-2)+24 6
|AB| .|| AC| 6.2v/6 -3

0s(B) = BA.BC _(9.(=2)+42+(-2)2 _
| BA| .| BC| 6.2v3
wos(C) — —CATB___ (-2)242.(-2) + (-4)(-2)
| CA| .| CB| 32VG

Din ultimul calcul rezulta ca unghiul C este drept, deci triunghiul ABC' este
dreptunghic in C. De aici putem calcula aria triunghiului ca fiind semipro-
dusul catetelor, deci

“|%

=0.

Aaape =

—2\/6;\/3 = 6V2.

Exercitiul 8: In reperul R = {O,Z,f, E} se dau punctele A(1, —2,3),
B(2,1,1), C(3,2,1). Sa se calculeze aria triunghiului ABC' si lungimea
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inaltimii din A. Sa se determine un vector ¢’ perpendicular pe planul (ABC)
s avand lungimea egala cu 2.

Rezolvare: Aria triunghiului determinat de doi vectori este semi-
norma produsului vectorial al celor doi vectori. In cazul nostru, triunghiul
ABC' il putem considera determinat de vectorii AB si AC. Avem

AB =7i+3] -2k
AC =20 + 4] — 2k

Produsul vectorial se calculeza

ik o
ABx AC =13 —2|=2—2]—2k.
2 4 —2
Obtinem
AB x AC 2 4 (—2)2 + (—2)°
AAABC:H | _ V22 + (=2 + 2 _ A

2 2

Pe de alta parte, notand cu h4 lungimea inaltimii din A,

Ao _ha | BC
AABC — Ta

de unde calculam h 4. Cum BC =i+ j rezulta

2Aaasc 2V3 NG
TBC Ve

Din relatia v L (ABC') rezulta ca vectorul ¢ este coliniar cu vectorul
AB x @, deci exista A € R astfel incat

7= NAB x AC) = 20([ — ] — k),

parametrul A urmand sa il determinam din conditia || 7 ||= 2. Obtinem
ecuatia

2|\ V3 =2,

deci A = i‘/Tg. Avem doua solutii, v; 5 = 12%3(;— =k,

Exercitiul 9 Sa se rezolve ecuatia vectoriala v xa = b stiind ca v L ¢,
unded=14+2j —k,b=2i+j+4k, c=1+ 75+ k.
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Rezolvare: Din definitie, vectorul produs vectorial a doi vectori este

Exista atunci un scalar A € R astfel incat v = )\(—?J
ecuatie, avem

—

)k
1

1

N.l

Al =3 =20 + ] + 4k,

1

N NS

—1

de unde rezulta \ = —%.

Exercitiul 10: Se dau punctele A(1,-1,2), B(2,1,0), C(—-2,3,1) in
reperul R = {O,Z, j, I;} Sa se calculeze volumul tetraedrului OABC' si
lungimea naltimii din O in acest tetraedru. Determinati coordonatele unui
punct D de pe axa Ox astfel inat punctele A, B, C, D sa fie coplanare, sau,

altfel spus, determinati coordonatele punctului de intersectie a axei Oz cu
planul (ABC).

Rezolvare: Tetraedrul OABC este construit pe vectorii O—A, OB , OC.
Volumul sau este egal cu % din modulul produsului mixt (O_/LO?,O?)
Avand un reper, produsul mixt se calculeaza ca fiind determinantul compo-
nentelor celor trei vectori.

1 -1
(OA,0B,0C) =2 1

—2

= 19.

— O N

Am obtinut Voapec = %. Acelasi volum se calculeaza cu formula Vpoape =

}’O"L‘%, de unde vom determina lungimea ho a inaltimii din O. Aria tri-
unghiului ABC' este seminorma produsului vectorial AB x AC'. Avem:

AB =i+ 2j — 2k,
AC = —3i+4f — k,

- =

1 gk . . .
ABx AC =|1 2 —2|=6i+7j+ 10k
34 -1
_ 3Voaso 3.19.2 19

he — - = -
O7 Apanc 662+ T2 1100 /185
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Fie D punctul de pe axa Ox cu proprietatea ca punctele A, B,C, D
sunt coplanare. Din D € Ox rezulta coordonatele lui D de forma («,0,0).
Coplanareitatea punctelor A, B, C, D este echivalenta cu coplanareitatea vec-
torilor AB , AC , E, care se caracterizeaza prin anularea produsului mixt al
celor trei vectori.

Avem AD = (a—1)i+]—2ksi

1 2 =2
-3 4 —-1|=6a-19.
a—11 =2

Ecuatia (A—B>, A—d, ﬁ) = 0 conduce la o = 1769, deci obtinem D(%, 0,0).

Tema 4: In reperul R = {O,Zj, E} se dau punctele A(1,—4,3),
B(3,1,—-4), C(1,1,1). Se cere:

a) Sa se demonstreze ca AABC' este isoscel si AAOC este dreptunghic;

b) Sa se calculeze perimetrul, unghiurile, aria i lungimile inaltimilor in
triunghiul ABC'

¢) Determinati coordonatele unui punct situat pe axa Oz coplanar cu
A, B, C;

d) Determinati coordonatele unui punct D cu proprietatea ca ABC'D este
paralelogram;

e) Calculati volumul tetraedrului OABC' si lungimea inaltimii din A in
acesta.

Tema 5: Sa se calculeze in doua moduri dublul produs vectorial @ x

(b x &), unde

8.3 Subspatii afine ale spatiului R"

Exercitiul 1:  In spatiul afin R* se dau punctele A(l,-1,2,1), B(2,1,—1,-1),
C'(0,—3,5,3). Sa se demonstreze ca sunt coliniare.



192 Capitolul 8. Probleme rezolvate la Capitolul 2

Rezolvare:  Putem verifica dacii vectorii AD si AC' sunt coliniari.
Avem

AB = €1 + 265 — 3¢e3 — 2¢é;, AC = —e1 — 265 + 3e3 + 263,

unde {O,eﬁ,e},e},el} este reperul din R4. Intradevir, AB = —@, deci
vectorii sunt coliniari. Avand punctul A comun, dreptele suport ale celor doi
vectori coincid, deci punctele A, B, C' sunt coliniare.

O a doua metoda este sa scriem ecuatia dreptei AB si sa verificam daca
punctul C' apartine acesteia. Dreapta AB are vectorul director AE_?), deci
ecuatia ei este:

(apy: T2 T2 T 0

unde (2!, 2%, 23, 2*) sunt coordonatele punctului curent de pe dreapta AB in
reperul considerat. Se verifica faptul ca coordonatele punctului C' satisfac
ecuatia de mai sus, deci C' € AB, c.c.t.d.

Exercitiul 2: In spatiul afin R® se dau planele

(P):z+y—2+1=0
(Q):3z—3y+2—5=0
(R):x+y+22=0

si punctul M (1, —1,1). Sa se determine ecuatia planului care contine intersectia
planelor P si @) si care:

a) trece prin M;

b) este perpendicular pe planul R ;

c) este paralel cu axa Oy;

d) formeaza cu planul R un unghi egal cu %;

e) formeaza cu dreapta (d') : § = % = ¢ un unghi de 3.

Rezoplvare: Intersectia planelor P si () este dreapta de ecuatie

) r+y—z+1=0
(d)'{Bx—3y+z—5:O

Pentru a gasi ecuatia canonica a unei drepte data ca intersectie a doua plane
putem fie sa rezolvam sistemul format din ecuatiile celor doua plane, obtinand
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mai intai euatiile parametrice ale dreptei din care eliminam apoi parametrul,
fie sa determinam vectorul director al dreptei ca fiind produsul vectorial al
normalelor celor doua plane, apoi un punct de pe dreapta rezolvand sistemul
pentru una din necunoscute fixata, de exemplu x = 0.

Prin prima metoda, rezolvand sistemul gasim coordonatele punctelor de
pe dreapta de forma (o, 2a — 2,3 — 1). Ecuatiile parametrice ale dreptei d
de intersectie a celor doua plane sunt

T =«
(d): ¢ y=2a—2

z=3a—1
(V)ae € R. Eliminand parametrul «, gasim ecuatia canonica a dreptei:

r y+2 z+1
@:7=05=2"2
1 2 3

unde (z,y, z) sunt coordonatele punctului curent de pe dreapta d.

Prin a doua metoda, fie N P, ]\7Q normalele planelor P gi (). Avem Np =
Z—Ff— k, Ng = 3i — 3j+ k si vectorul director al dreptei d:

7k
Ty=|11 —1|=-2—4j—6k.

3 =31
Componentele directiei dreptei d sunt agadar (1,2,3,), impartind compo-
nentele vectorului de mai sus prin —2. Amintim ca un vector indica aceeasi
directie daca amplificam sau simplificam componentele sale prin orice scalar.
Mai avem de gasit un punct de pe dreapta d. Facem acest lucru rezolvand
sistemul pentru x = 0. Obtinem y = —2, z = —1, deci dreapta d trece prin
punctul de coordonate (0, —2,—1). Scriind acum ecuatia dreptei printr-un
punct si directie date, rezulta aceeasi ecuatie de mai sus.

Trecem acum la rezolvarea exercitiului. La punctul a) se cere ecuatia unui

: : Lz yk2 a4l

plan determinat de punctul M(1,—1,1) si de dreapta (d) : § = 5= = ==,
Observam ca punctul nu apartine dreptei. Fie A(0,—2,—1) un punct de pe

d. Planul cerut este determinat de punctul A si de vectorii AM si Uy, ale caror
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M
d
A Uy

componente sunt (1,1, —2), respectiv (1,2, 3).
Ecuatia planului este

ry+2 z2+1

11 -2 | =0,

12 3

deci 7Tx — by + 2z =9.

La punctul b) planul S cerut este perpendicular pe planul R. De aici
rezultd ca normala Ng(1,1,2) este un vector din planul S. Planul S contine
dreapta d, deci este determinat de punctul A si vectorii vy i Ng:

zy+2 z+1
(S):]1 2 3 =0,
11 2

Ecuatia planului S este x +y — 2z + 1 = 0, deci este exact planul P.

Punctul ¢) se rezolva analog, cu vectorul director al axei Oy in locul
normalei Ng.

Pentru punctul d) vom considera fasciculul de plane prin dreapta d gi vom
determina dintre aceste plane pe cel cu proprietatea din ipoteza. Dreapta d
fiind intersectia planelor P si @), fasciculul de plane prin d se scrie a P+ Q) =
0, cu o, # € R, nu ambele nule. Presupunand « diferit de zero, putem imparti
ecuatia fasciculului prin « si obtinem P+ AQ) = 0. Prin presupunerea facuta
pierdem insa din fasciculul dat prin ultima ecuatie planul (), care nu se obtine
pentru nici o valoare a lui A\. De aceea suntem obligati sa verificam daca acest
plan nu este solutie. Unghiul dintre doua plane este egal cu unghiul format de
normalele lor, deci vom calcula 4(]\7@, N r), de fapt cosinusul acestui unghi:

Ng - Ng 2

cos/Z(Q, R) = — = .
) = R Nl Vi
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Planul @ nu este solutie. Solutiile raman a se gasi printre planele de ecuatie
(x+y—2z+1)+ABx—3y+2—5)=0,

adici cu normala de forma Ny (143X, 1—3\, —1+)). Din conditia Z(Ny, Ng) =

% rezulta

NA'NR _1
I Nl NR I 2

deci scalarul \ verifici ecuatia 49X — 6\ +9 = 0, ecuatie care nu are solutii.
Problema nu are solutie.

La ultimul punct avem de ales din fasciculul de plane de la punctul ante-
rior un plan pentru care unghiul dintre N, si vectorul director al dreptei d’
este &. Amintim cd unghiul dintre o dreapta si un plan este complementul
unghiului dintre normala la plan si directia dreptei. Din ecuatia

’/T) N,\'"Ud/
—) = — = ,
67 I NA - I

os(

obtinem 4(9\ + 1) = 15(19A? — 2\ + 3), de unde rezulta doud valori pentru
A.

Exercitiul 3: Scrieti ecuatia hiperplanului care trece prin punctul
A(1,—1,2,3) si este perpendicular pe dreapta

(P):z4+y—z2+t—3=0
(d) : () :z2—y+2—-5=0
(P3):x+y+22—t—4=0

din spatiul afin R*.

Rezolvare: Dreapta d este data ca intersectia a trei hiperplane. Vec-
torul sau director este produsul vectorial al normalelor celor trei hiperplane.
Normalele au componentele coeficientii lui x,y, z,t din fiecare ecuatie de
hiperplan. Considerand reperul R = {O, ey, eq,€3,¢4} In spatiul afin R?,
avem:

€1 €3 €3 €4
L, |11 -11
YTl —11 0

11 2 -1

= —361 + €2 + 463 + 6647
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Fie M(z,y,z,t) punctul curent al hiperplanului cerut. Vectorii AM si Uy
sunt ortogonali, deci produsul lor scalar este zero si gasim astfel ecuatia
hiperplanului:

—3(x—-1)+1(y+1)+4(x—-2)+6(t—3)=0.

sau, echivalent, —3z + y + 4z + 6t = 21.

O prima tema la acest paragraf este:

Tema 1: In spatiul afin R3 se dau dreapta (d) { (P):z—y—3242=0

(Py):2x4+y+22—-3=0
si planul (P) : 2 +y+ 2+ 1 = 0. Se cere planul care:

a) este paralel cu d, perpendicular pe P si trece prin punctul A(1,1,1);

b) trece prin punctul de intersectie al dreptei d cu planul P si este per-
pendicular pe d;

¢) contine dreapta d si este perpendicular pe P;

d) contine dreapta d si face un unghi egal cu % cu planul P;

e) contine dreapta d si face un unghi egal cu % cu dreapta (d') : ’“"T’l =
y+2 _ z
-1~ 1

Exercitiul 4: In spatiul afin cu trei dimensiuni se dau punctele A(1, 1,0),
B(2,0,0) siplanele (P) : 2e4+y+2=0, (Q) : x—24+2=0, (R) : x+y+2z =2
i se cer:

a) Ecuatia dreptei d; care trece prin A, este perpendiculara pe dreapta d
de intersectie a planelor P si () si intersecteaza acesta dreapta,;

b) Ecuatia dreptei dy care trece prin B, este paralela cu planul P g este
inclusa in planul R;

¢) Precizati in ce pozitie se afla dreptele d; si dy si calculati distanta
dintre ele.

d) Calculati unghiul format de dreptele d; si ds.

Rezolvare: Directia dreptei d este produsul vectorial al normalelor
planelor P si Q:

l
1

0

Ty = = —i+2]—Fk,

—_ N =
O~

—1

a) Dreapta d; fiind perpendiculara pe d i continand punctul A, este inclusa



Subspatii afine 197

in planul S care trece prin A perpendicular pe d, deci in planul de ecuatie
—1(x—1)+2(y—1)—1(2—0) =0, adica —x+2y —z—1=0.

Notam cu M punctul de intersectie a dreptei d cu planul S. Coordonatele
lui M se gasesc rezolvand sistemul

—r+2y—2—1=0
2e+y+2=0
r—2+2=0
Obtinem M(—%,3,2)

Dreapta d; este inclusa in planul S gi intersecteaza dreapta d, deci trece
prin punctul M. Cum contine si punctul A, rezulta ca dreapta d; coincide
cu AM, a carei ecuatie este:

r—1 y—1

(d): —g =" =
6 3

Y

ola W

sau, echivalent,
T y—1 z
d): —="——=—.
) 3= = 5
b) Dreapta dy ceruta este paraleld cu planul P si inclusa in R. Con-

form unei binecunoscute teoreme de geometrie rezulta ca dy este paralela cu
dreapta de intersectie a celor doua plane. De aici gasim directia dreptei ds
ca fiind produsul vectorial al normalelor planelor P si R:

—i—2j+F,

— =l
— O X

i
2
1
Ecuatia dreptei dj se scrie folosind formula dreptei printr-un punct si directie:

T — 2 z
(dy) : .

1 2 1
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¢) Studiem acum pozitia relativa a celor doua drepte d; si ds. Vectorii
lor directori ¢ (—13,4, —5), (1, —2, 1) nu sunt coliniari neavand componen-
tele proportionale, deci dreptele nu sunt paralele. Cele doua drepte sunt
coplanare daca si numai daca vectorii ¥y, U5 si AB sunt coplanari, deci vom
calcula produsul mixt al acestor 3 vectori:

-134 =5

1 -21 | =12
1 -10

)

Valoarea produsului mixt fiind nenula, rezulta ca dreptele d; si ds sunt
necoplanare. Distanta dintre ele este egala cu lungimea inaltimii paralelip-
ipedului construit cu vectorii ¥, v i AB, cu baza formata cu vy, Us.

U1
dq
Volumul paralelipipedului este egal cu modulul produsului mixt al celor

trei vectori de mai sus, deci egal cu 12. Totodata volumul este V' = h.Apq.ci-
Aria bazei este norma produsului vectorial al vectorilor v si v5. Avem

i j ok S
1 =21

Obtinem lungimea inaltimii si deci distanta intre cele doua drepte

1% 12 310

TG x%]| 1000 25

e) Unghiul format de doua drepte este egal cu unghiul format de vectorii
lor directori, deci avem:

h

cosZ(dy,dy) = . — 0,

REANEY.
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deci dreptele sunt perpendiculare.

Exercitiul 5: Se dau dreptele
x

(dh) : 5 =

4

3
r—1 wy+1 2z+1
ds) : =
(d2) 1 2

in spatiul afin tridimensional. Se cere:

a) Ecuatia dreptei d care trece prin punctul A(1,1,1) si se "sprijind” pe
cele doua drepte (adica le intersecteaza).

b) Ecuatia dreptei d’ care este perpendiculara pe cele doua drepte si le
intersecteaza (este perpendiculara comuna).

Rezolvare: In primul rand vom satbili pozitia relativa a celor doua
drepte. Remarcam ca nu sunt paralele, vectorii lor directori nefiind coliniari
si studiem daca sunt coplanare. Dupa cum am vazut in exercitiul anterior,
aceasta revine la a studia daca vectorii directori ai drepetelor impreuna cu
vectorul determinat de un punct de pe prima dreapta si unul de pe a doua
sunt coplanari. Fie 0(0,0,0) € d; si B(1,—1,—1) € dy. Vec torul OB
are componentele (1,—1,—1), iar dierctiile dreptelor dy, ds sunt #1(2,3,1,),
respectiv (1,2, 3). Calculam produsul mixt

1 -1 -1
(7,5,0B8) =23 1 |=-—11,
12 3

neci dreptele sunt necoplanare.

a) dreapta d intersecteaza dy, deci determina un plan, fie el 7;. Scriem
ecuatia acestui plan tinand cont ca trece prin O(0,0,0) si contine vectorii

071 §l ’(71:

RS
OIS
— = N
Il
o

Obtinem (m): —2x +y+2=0.

Un rationament analog conduce la planul 75 determinat de drepta d g ds,
cu ecuatia
r—1y+1z2+1
1-11+11+1|=-0,
1 2 3
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de unde avem (mq) 1 x +y — z = 1.

Dreapta ceruta d se gaseste in ambele plane 7 si w9, deci este dreapta

lor de intersectie:
—2r+y+z=0
r+y—z=1

b) Dreapta d' fiind perpendiculara pe d; si pe ds, directia ei este data
de vectorul produs vectorial al dvectorilor directori ai celor doua drepte:

=7i— 5] + k,

N W Sy
W = 3

?
17:_’1X1_)’2: 2
1

Perpendiculara comuna se determina analog cu modul de determinare a
dreptei d, cu singura modificare faptul ca ecuatiile palnelor m, m vor fi
determinate de punctul O si vectorii U, v, respectiv punctul B si vectorii v,
Us.

Tema 2: Se cere ecuatia dreptei care se sprijina pe dreptele

r—1 y+1 2-2
(d) : 2 3 4

x y—1 z41
d = — =
(d2): 7 =75 3

si care este paralela cu planele (Py) : 2e—y—z =1, (P) : z+2y+32z+1 = 0.
Pentru dreptele de mai sus gasiti perpendiculara comuna si calculati in doua
moduri distanta dintre d; si ds.

Indicatie: Prima metoda se refera la aplicarea formulei distantei din-
tre doua drepte, ca la exercitiul 4, iar a doua metoda consta in calcularea
distantei dintre pnctele de intersectie a perpendicularei comune cu cele doua
drepte.

Tema 3: Sa se arate ca dreptele

r—1 y+2 2-3
d N = =
(d): =3 7 —5

x y—2 z41
dy): = =— = ——
(d2): 3 =73 1

sunt coplanare si sa se scrie ecuatia planului determinat de ele. Gasiti ecuatia

planului care trece prin A(1,2,3) si este perpendicular pe d;.
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Exercitiul 6 In spatiul afin cu patru dimensiuni se dau dreptele

x1+1_a:2_:c3+1_x4—1
-1 0 -1 17

(d) :

A R

) T=3=5=1

Se cere subspatiul afin care contine dreptele d; si dy si ecuatia bisectoarei
unghiului determinat de cele doua drepte.

Rezolvare: Verificam daca cele doua drepte sunt paralele. Vectorii
lor directori au componentele ;(—1,0,—1,1), respectiv #5(1,—1,0,1), nu
sunt coliniari, deci dreptele nu sunt paralele. Fiind in spatiul cu patru di-
mensiuni, tehnica de verificare a coplanareitatii din exercitiul anterior nu
mai este valabila, deoarece in spatiul cu patru dimensiuni orice trei vectori
sunt liniar dependenti, asa cum in spatiul tridimensional orice doi vectori
sunt coplanari. Metoda anularii produsului mixt ca si conditie necesara si
suficienta de liniar dependenta (coplanareitate) este aici pentru patru vectori.

Vom studia direct daca cele doua drepte sunt concurente detreminand
punctul de intersectie prin rezolvarea sistemului format de ecuatiile lor. Cea
mai simpla metoda de a determina intersectia unei drepte cu orice alt subspatiu
afin este sa scriem dreapta parametric. Aici vom scrie ecuatiile parametrice

ale dreptei ds:
1

r =
7’ = —a
(d2) 173:0
$4:O{

unde o € R. Formand sistem din ecuatiile de mai sus si ecuatia dreptei dy,
avem de rezolvat sistemul

a+1_—a_0+1_a—1

-1 0 -1 17

a carui solutie este a = 0, deci cele doua drepete au in comun originea
reperului, punctul O(0,0,0,0). Fiind concurente, determina un 2-paln a carui
ecuatie o gasim astfel. Fie M(z', 2% 23 2*) un punct arbitrar din acest 2-
plan. Atunci vectorii OM , U1, Uo sunt liniar dependenti, deci exista o, § € R
astfel incat

OM = ai, + 37,
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Aceasta este ecuatia vectoriala a 2-planului. Scriind pe componente, obtinem
ecuatiile parametrice ale 2-palnului:

t=—-a+f
x? = —ﬁ
:U3 Oé,ﬁGR
4—a+ﬁ

Eliminand parametrii gasim ecuatia 2-palnului ca intersectie de hiperplane:

et —a3=0
22+ +24t=0

Bisectoarea unghiului format de dreptele d; si ds este o dreapta care trece
prin punctul de intersectie a celor doua drepte, deci prin originea reperului,
si a carei directie urmeaza sa o determinam. Punctele de pe bisectoare fiind
egal departate de laturile unghiului, rezulta ca am obtine directia bisectoarei
daca am aduna doi vectori de lungimi egale, unul coliniar cu v}, iar celalalt
coliniar cu 7. Calculand normele vectorilor U7, Uy gasim ca au aceeasi lungime
\/§, deci vectorul director al bisectoarei este

171 + 772 - (07 _17 _17 2)7

de unde ecuatia bisectoarei este:

Exercitiul 7: In spatiul afin cu patru dimensiuni se dau dreptele

xt—1 x? x3—2 xr 41
(dl): = — = = R
1 1 1 1
2P —-1 2 2t
(do) : — = = — = —.
1 2 2 1

Se cere subspatiul afin care contine dreptele dy si do. Calculati distanta de
la punctul A(1,2, —1, —2) la subspatiul afin determinat.

Rezolvare: Cele doua drepte nu sunt paralele. Verificam daca sunt
concurente. Scriem dreapta d; parametric:

! —a+1
—Q
(d) - £L‘3—a—|—2

r=a—-1

5,
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unde o € R. Formand sistem din ecuatiile de mai sus si ecuatia dreptei ds,
avem de rezolvat sistemul
a+l a-1 a+2 a-1
12 2 17

care este incompatibil. Rezulta ca dreptele d; si d> nu sunt concurente. Prin
urmare ele nu determina un 2-plan, c¢i un hiperplan. Alegem doua puncte
M;(1,0,2,—1) € dy, M5(0,1,0,0) € dy. Fie M(z!, 2% 23, 2*) un punct arbi-

. . . . . .o % — el
trar din hiperplanul determinat de d; si ds. Atunci vectorii M; M , My My, vy, Uy
sunt liniar dependenti, ultimii doi fiind vectorii directori ai dreptelor date.
Conditia ca patru vectori sa fie liniar dependenti se exprima prin anularea
produsului lor mixt, deci obtinem ecuatia hiperplanului

=122 23 -2 24 +1
—1 1 -2 1
1 1

(H) 11
1 2 2 1

=0,

sau, echivalent, (H) : —3z' —22% + 223 + 32* +2 = 0. Distanta de la punctul
A(1,2,—1,-2) la H se calculeaza dupa formula astfel:

| —31-22+2(-1)+3.(-2)+2| 13 26

d(A, H) = \/(_3)2 +(—2)2 +22 + 32 V26 2

Tema 4: In spatiul afin R* se dau dreptele:

xt—-1 2*-2 -1 2*-3

(d1)

—1 1 -1 0
o222 —1 241 -1
(dQ) L— = g g s
1 1 2 2
b o2 —1 2 ot
0 -1 1 0

Se cere subspatiul afin determinat de dreptele d; si ds.; subspatiul afin deter-
minat de dreptele dy si d3. Verificati daca cele trei drepte apartin aceluiasi
hiperplan. Gasiti punctul de intersectie a dreptei d; cu subspatiul afin de-
terminat de celelalte doua drepte.

Indicatie: Primele doua drepte determina un 2-plan, ultimele doua de-
termina un hiperplan. Daca toate dreptele ar apartine aceluiasi hiperplan,
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ar trebui ca d; sa fie inclusa in hiperplanul determinat de ds si ds. Scriind
parametric dreapta d;, gasim ca punctele acestei drepte nu satisfac ecuatia
hiperplanului.

Exercitiul 8: In spatiul afin R3 se dau punctul A(1,—1,2), dreapta
(d) : 222 = ¥ = 2 gi planul (P) : 2+ y+ 2+ 2 = 0. Se cere simetricul
punctului A fata de dreapta d, simetricul lui A fata de planul P si simetrica

dreptei d fata de planul P. Calculati distanta de la A la dreapta d.

Rezolvare: Observam ca punctul A nu apartine nici dreptei, nici

planului. Fie A" simetricul lui A fata de d

Notam cu M intersectia dreptei AA’ cu d. Dreapta AA’ este perpendic-
ulara pe d, deci se afla in planul « care trece prin A perpendicular pe d.
Ecuatia acestui plan este

(@) : Wz —=1)+(=1)(y+1)+1(z - 2) =0,

adica (a) : x —y + z = 4. Coordonatele punctului M sunt date de solutia
sistemului:

Scriem dreapta parametric si sistemul este echivalent cu

r=0+1
y=-p-1
2=4

rT—y+z=4
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deci M are coordonatele (g, %5, %) Punctul M este mijlocul segmentului
AA’, de unde rezulta coordonatele punctului A’:

:UA/:2;1:M—:1:A:§

yar = 2yn — Ya = —%
ZA = QZM —ZA = —%
Deci A’(%,—%,—%).
A
//?/// g
A?’

Fie A” simetricul punctului A fata de planul P.
Dreapta AA” este perpendiculara pe planul P, deci directia ei este data de
normala la plan N(1,1,1), si trece prin A(1,—1,2). Ecuatia ei este:

r—1 y+1 =z2-2
1 1 1

(AA”) -

Fie B punctul de intersectie a dreptei AA” cu planul P. Coordonatele lui B
le gasim din sistemul:

r=a-+1
y=a—1
z=o+2

T+y+z+2=0

unde primele trei ecuatii reprezinta ecuatiile parametrice ale dreptei AA”, cu

a € R. Obtinem B(—%, —%, %) Punctul B este mijlocul segmentului AA”,

deci coordonatele punctului A” sunt:

o

$A”:2xB_xA:—
Ya» :2yB—yA:—
Zpr = 22 — 24 = —

walvaee | e

Vom determina acum simetrica dreptei d fata de planul P. Studiem mai
intai pozitia dreptei fata de plan. Produsul scalar dintre normala la plan

—

N(1,1,1) si vectorul director al dreptei t4(1, —1,1) fiind egal cu 1, d nu este
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e

nici paralella cu P, nici inclusa in P.
Rezulta ca au un punct comun D, coordonatele acestuia fiind solutia sistemu-
lui:

O/

r=a+1
y=-—-a—1
Z=q«

T+y+z+2=0

unde primele trei ecuatii reprezinta ecuatiile parametrice ale dreptei AA”,
iar @ € R. Obtinem a = —2 i D(—1,1,—2). Fie C(1,—-1,0) € d. Simetrica
dreptei fata de plan este dreapta care trece prin D si prin simetricul lui C
fata de plan. Printr-un calcul analog celui de mai sus gasim simetricul lui C'

fata de P punctul C”((—%, —g, —%). Ecuatia simetricei este:

r+1 y—-1 =z+42

1 ) 1

Mai avem de calculat distanta de la A la d. Fie h distanta de la puncul

A

C Ug

A la dreapta d. Distanta ceruta este egala cu lungimea
inaltimii din A in triunghiul format cu vectorii CA si Uy, deci

24 | CAx 7|

Il |l

h:

Y

unde A este aria triunghiului format cu vectorii CA i 7. Avem CTA(O, 0,—2)
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si

O

mXUd:

= 2] + 27,

— O =
|
—_
N 3y

Prin urmare obtinem h = 75

Lasam ca tema urmatoarele exercitii:

Tema 5: Se cere ecuatia dreptei d’ care trece prin simetricul punctului
A(2,-1,0) fata de planul (P) : z — 2y + z = 0, este paralela cu planul
(P2) : 2z +y + 3z — 1 = 0 i perpendiculara pe dreapta (d) : ¢ = y”;—l = £
Calculati distanta de la A la planul P;, apoi la dreapta d. Gasiti masura
unghiului format de dreptele d si d’. Calculati unghiul dintre dreapta d si
planul . Determinati coordonatele simetricului punctului A fata de dreapta

d.

Tema 6: Scrieti ecuatia m-planului determinat de punctele A, B, C,
unde:
a) A(1,0,1), B(3,2,1), C(4,2,0);
b) A(-1,0,1,3), B(4,1,1,0), C(—1,1,2,1).
Indicatie: In spatiul cu trei dimensiuni trei puncte necoliniare determina
un plan, pentru a carui ecuatie folosim formula planului printr-un punct si
doi vectori, punctul A si vectorii AB , AC. In spatiul cu partu dimensiuni

trei puncte necoliniare determina un 2-plan, a carui ecuatie vectoriala este

AM = aAB + ﬁfﬁ , unde M este punctul curent al 2-planului.

Tema 7: Scrieti ecuatia m-planului determinat de dreptele d; si d»,
unde:

b) (di): 55t =0 =, (d2) +

2
c) (dl):mll_,_12121:x3+1: ’(d2>:x—1:xi411:$:%;

(@) ==t = o2,

Exercitiul 9: In spatiul afin R® cu produsul scalar g dat prin

1
9(x,y) = 21y1 + T2Yo + T3y + §($1y2 + T1Y3 + Toy1 + T2ys + T3y1 + T3y2),

Se cer:
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a) Normala la planul (P) : 2z +y — z + 1 = 0 si distanta de la origine
la acest plan in raport cu produsul scalar g.

b) Maisura unghiului format de dreptele (d;) : 2T+ = 4 = = i (dy) -

1 0
T _ ¥z
1 = 1 = 1 Inraport cu g.

Rezolvare: a) Fie N (I,m,n) normala la plan in raport cu produsul
scalar g. Alegem arbitrar doi vectori din planul P, de exemplu cei care
genereaza subspatiul vectorial {(z,y,2) € R®* | 2z +y — 2z = 0}, adica
vectorii ¥(1,0,2), ¥5(0,1,1). Subspatiul considerat este un plan paralel cu
P, deci vectorii liberi considerati sunt si in P. Altfel, alegem trei puncte
A, B, C arbitrare din planul P gi consideram vectorii AB , AC. Conditia de

ortogonalitate a vectorului N pe plan este echivalenta cu
g(N,Ul):O, 9<N7772>:O,
care conduc la sistemul

4 4+3m+5n=0
204+3m+3n=20

a carui solutie generala este (3cr, @, —3a), cu @ € R. Deci normala la plan
este N(3,1,—3). Fie O proiectia originii pe P in raport cu g, adica O’ este
intersectia cu planul a dreptei care trece prin origine si are directia N de mai

sus: oy .
(d): 31 -3
Rezolvand sistemul
T = 3«
Y=«
z = -3«

2r+y—2+1=0

obtinem O’(—l%, —lio, —1—%). Distanta de la O la plan este egala cu distanta

dintre punctele O si O’, adica

d(0, P) = d(0,0') = \/¢(00',00') = \1—3_(;1

b) Unghiul format de cele doua drepte este unghiul format de vectorii lor
directori, v71(1,2,0), #5(1,1,1). Calculam cosinisul acestui unghi cu formula

cosZ(dy,dy) = 9((1,2,0),(1,1,1)) _ \/E

Vo((1,2,0),(1,2,0))\/g((1,1,1), (1,1,1)) 7
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8.4 Multimi convexe. Semispatii. Raport
simplu

Exercitiul 1: Sa se demonstreze ca interiorul unui cub este o multime
convexa.

Rezolvare: Fara arestrange generalitatea, vom demonstra rezultatul
pentru interiorul cubului cu centrul in origine si de latura 2, adica pentru
multimea

M ={M(z,y,2) [|z|<1, |yl|<l, [z|<1}

Amintim ca o multime este convexa daca odata cu doua puncte contine si seg-
mentul determinat de cele doua puncte. Fie deci M;(z1,y1, 21), Ma(x2, Yo, 22)
€ M. Ecuatiile parametrice ale dreptei M; M, sunt:

r=1x + )\(.%‘2 - ZL’l) = (1 — )\).%‘1 + )\.%‘2
(MiMs) : ¢ y=v1+My2 — 1) = (1 = Ny1 + Aya
zZ=2z1+ )\(2’2 — Zl) = (1 — )\)21 + )\22

cu A € R. Segmentul [M; M,] este multimea punctelor de pe dreapta MM,
pentru care A € [0,1]. Fie M € [M;M,], arbitrar ales. Trebuie sa demon-
stram ca M € M, deci ca coordonatele (x,y,z) de forma de mai sus, cu
A € [0,1], ale punctului M verifica conditiile din definitia multimii M.
Folosind proprietatile modulului avem

|z [=[ (1 =Nz + Az [S[T=A[. |z [+ [ A]. |22

[y =l =Ny + Ay [S[T=A ] fyn [+ A w2 |

[ 2[=(A=Na+ Az [<[1=A]. [z [+][X].]2]

Dar A € [0,1],deci | 1—=A|=1—=Asi| A|= A\ Din faptul ca My, My € M
rezultd |y |[< 1, |z |[< 1, |mn [< 1, |y |< 1, | 21 |<1,]| 22 |<!, si obtinem:

lz|<(I=XA).1+A1=1
ly|<(1=XN.1+X1=1
lz]<(1=XA).14+A1=1

deci M € M.

Exercitiul 2: In spatiul afin cu doua dimensiuni se dau punctele
A(0,2), B(1,3),C(3,2), D(4,0). Descrieti urmatoarele multimi: semidreapta
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[AB, semidreapta (C'B, segmentul [BC], semiplanul determinat de dreapta
BD si care contine punctul C| interiorul patrulaterului ABCD.

Rezolvare: Avem figura de mai sus.

Ecuatiile parametrice ale dreptei AB sunt

r =«

(AB):{y:2+a (V)a € R.

Tinand cont ca abscisa punctului B este mai mare decat abscisa punctului
A, semidreapta [AB contine acele puncte ale dreptei AB ale caror abscise
sunt mai mari sau egale cu abscisa lui A, deci x > 0. Aceasta revine la a > 0
din ecuatia dreptei, deci semidreapta este:

([AB) ={M(z,y)| z=a, y=2+a, a>0}.

Ecuatiile parametrice ale dreptei BC' sunt

50): {

Tinand cont ca abscisa punctului B este mai mica decat abscisa punctului
C, semidreapta (C'B contine acele puncte ale dreptei BC' ale caror abscise
sunt mai mici decat abscisa lui C, deci x < 3. Axeasta revine la 1 + 2a < 3
din ecuatia dreptei, deci semidreapta este:

r=1+4 2«

J=3—a (V)a € R.

(CB)={M(z,y)| z=142a, y=3—qa, a<l1}.

Segmentul [BC] contine toate punctele dreptei BC' ale caror abscise sunt
cuprinse intre abscisele punctelor B si C, deci in intervalul [1,3]. Obtinem
1 4 2a € [1, 3], echivalent cu « € [0, 1]. Deci

([BC]) ={M(z,y)| z=1+2a, y=3—a, a€[0,1]}.
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Ecuatia carteziana a dreptei BD este
(BD):z+y—4=0.

Dreapta BD imparte planul in doua semiplane. Punctele situate in unul
dintre acestea satisfac inecuatia = +y — 4 < 0, pe cand punctele situate in
celalalt satisfac x +y — 4 => 0. Verificam care inecuatie este satisfacuta de
coordonatele lui C'(3,2) si gasim ca semiplanul cerut este

r+y—4>0.

Interiorul patrulaterului ABCD este dat de intersectia a patru semiplane,
si anume:S;, semiplamul marginit de dreapta AB §i care contine punctul
C, S5, semiplamul marginit de dreapta BC' si care contine punctul A, Ss,
semiplamul marginit de dreapta C'D si care contine punctul A si Sy, semipla-
mul marginit de dreapta DA i care contine punctul C. Ecuatiile laturilor
patrulaterului sunt:

(AB):z—y+2=0, (BC):x+2y—7=0
(CD):2x+y—8=0, (DA):x+2y—4=0

Obtinem ecuatiile semiplanelor:

(S1):x—y+2>0, (S):x+2y—7<0
(S3): 20 4+y—8<0, (Sy):x+2y—4>0

si Int(ABCD) = 51 NSy N S3N Sy, deci este mulimea punctelor ale caror
coordonate verifica sistemul format din cele patru inecuatii de mai sus.

Exercitiul 3: In spatiul afin cu trei dimensiuni se dau punctele A(0, 1, 5),
B(1,1,-1), C(1,2,6), D(0,1,0). Caracterizati urmatoarele multimi: seg-
mentul [AB], semispatiul marginit de planul (BCD) si contine punctul A,
interiorul tetraedrului ABC'D.

Rezolvare: FEcuatiile parametrice ale dreptei AB sunt

T =q«
(AB) : y=1 (V)a € R.
z =5+ b«

Segmentul [AB] contine toate punctele dreptei AB care au prima coordonata
(de exemplu; la fel de bine putem sa ne ghidam dupa a doua sau a treia
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coordonata) intre coordonatele z4 §i xp, deci @ € [0,1]. Daca am fi pus
conditia pentru atreia coordonata sa fie intre z4 si zg, aveam 5+ 6« € [5, —1]
de unde obtineam acelasi rezultat, a € [0, 1]. Deci

[AB] = {M(z,y,2)| z=a, y=1, 2=5+6a, ac0,1]}

Ecuatia planului (BC'D) o scriem ca fiind ecuatia planului prin B care contine

vectorii BC si Bﬁ, adica avem:

r—1y—1 241
(BCD): |0 1 7 =0,
-1 0 1

sau, echivalent, (BC'D) : x —Ty+z+7 = 0. Planul (BC' D) imparte spatiul in
doua semispatii. Coordonatele punctelor aflate intr-unul dintre ele satisfac
inecuatia * + Ty + z — 7 < 0, iar ale celor din celalalt satsfac inecuatia
xr—Ty+ z+ 7 > 0. Coordonatele lui A sunt(0,1,5), deci satisfac a doua
inecuatie. Semiplanul cerut este agsadar

(S1):x+Ty+2—-7>0

Interiorul tetraedrului este intersectia urmatoarelor semispatii: S7 de mai
sus, Se marginit de planul (ABC) si care contine punctul D, S3 marginit de
planul(ABD) si care contine punctul C' si S; margint de planul (ACD) si
contine B. Lasam ca tema determinarea acestor semispatii.

Remarcam faptul ca inecuatiile care definesc semispatii devin nestricte
daca includem si planele respective, deci daca vorbim de semispatii inchise.

Exercitiul 4: Sa se rezolve programul liniar:
minf(x,y) = 2x +y

20—y > 2
r—2y <2
r+y<>H
x>0, y>0

Rezolvare: Vom reprezenta dreptele care marginesc semiplanele din
conditiile problemei. Intersectia semiplanelor date reprezinta un domeniu
plan peste care venim cu un fascicul de drepte paralel cu dreapta 2x +y = ¢
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(cerinta programului), pentru orice ¢ € R ales arbitrar. Coordonatele primu-
lui, respectiv ultimului punct de intersectie dintre acest fascicul si domeniu
sunt valorile lui x,y corespunzatoare extremelor functiei f.

A

Domeniul este interiorul patrulaterului ABCD din figura de mai sus.
Fasciculul de drepte paralele cu dreapta d inersecteaza acest domeniu in
punctele extreme A gi C. Valorile extreme ale functiei f sunt deci f(A) =
f(1,0) = 2, respectiv f(C) = f(4,1) = 9.

Sugeram rezolvarea urmatoarelor exercitii ca tema:

Tema 1: In spatiul afin cu trei dimensiuni se dau punctele A(1,2, —2),
B(3,-1,0), C(—1,-1,2), D(2,0,1). Caracterizati urmatoarele multimi:

semidreapta (AB, segmentul [C'D], interiorul tetraedrului ABCD.

Tema 2: Rezolvati programul liniar:

@)

mazf(z,y) =x —2y

r+y—1<0
x+2y <2
z>0, y>0

b)

minf(x,y) = 4x + by

r+3y>9
3r — o5y <2
2r+y <1
x>0, y>0
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Exercitiul 5: Se dau pe o dreapta patru puncte A < B < C < D
agezate 1n aceasta ordine gi egal departate intre ele. Se cer rapoartele simple
(A, B;C) si (A, B; D) si biraportul celor patru puncte, definit prin:

(4, B; C)
A B;C,D] = ———=.
ABCDI= 1B

Rezolvare: Fie un reper pe dreapta data astfel incat x4 = 0. Con-
siderand distanta dintre primele doua puncte egala cu «, avem coordonatele
punctelor: zp = a, xr¢c = 2a, xrp = 3a. Raporartele cerute se calculeaza:

To — Ta 2c0

(A,B;C)=2C—%A _ 20 _
Tp—To —Q
T I —Ip —2« 2
(A, B;C) 4



Capitolul 9

Probleme rezolvate la Capitolul
3

9.1 Transformari liniare

Exercitiul 1: Verificati care dintre urmatoarele aplicatii este transfor-
mare liniara:

a) Ty :R®—=R3  Ti(z) = (2" + 222 —23 2! +23), z = (2!, 2% 23);

b) Ty : R® — R4, Th(z) = (al+a?—23, 22 —a3, —at—a?+ 23, 22 —2?), » =
(z', 2, 2%);

c)Ts:R* = R3, Ti(x) = (2'+222, 22 —23, 3x3+21), x = (2!, 22 23, 2%);

d)Ty:R3—R2 Ty(z) = (xla? 2t +23), o= (2! 22 23).

Pentru acestea determinati KerT', ImT si matricea transformarii in raport
cu bazele canonice din domeniul gi codomeniul sau.

Rezolvare: Avem de verificat daca aplicatiile date satisfac conditiile
Tx+y) =T(x)+T(y), T(ox)=al(z),

sau, echivalent,

T(ox + PBy) = oT'(x) + BT (y),
pentru orice doi vectori x,y din domeniul de definitie a lui T" si pentru orice
scalari o, 3. Aici, o, 3 € R.

215
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a) Fie x = (2',22 2%),y = (y', 9% v®) € R3, arbitrar alegi. Vectorul
x + y are componentele (z + y', 2% + y2, 23 + ¢*). Conform definitiei lui T}
avem

Ti(z+y) = ((z" +y") +2(2° + ), —(@° + ), (=" + ") + (2 +¢%)),

care, tinand cont de operatiile de adunare si amplificare cu scalari din R3,
conduce la

T(x+y) = (z'+22% -2, 2" +2%) + (v +20%, =, ' +9°) = Ti(2) + T1(y).
Fie acum a € R arbitrar ales. Vectorul ax are componentele (azt, az?, az?)
si obtinem

Ti(az) = (az' +2a2?, —az?, ar' +az®) = a(z' 4222, —2°, o' +2%) = o1 (2).
Deci T' de la punctul a) este transformare liniara (morfism liniar).

Multimea KerT se numeste nucleul transformarii si este subspatiul vec-
torial al domeniului lui 7" format din vectorii a caror imagine prin 7T este
vectorul zero al codomeniului:

KerTy = {z € R*| T(x)=0}.

Fie z € KerT). Ecuatia T)(z) = 0 este echivalenta cu sistemul liniar

xt+ 222 =0
—23=0
A |

care este omogen compatibil determinat. Rezulta KerTi = {(0,0,0)}. O
consecinta a acestui rezultat este faptul ca morfismul 77 este injectiv.

Multimea ImT este subspatiul vectorial al codomeniului lui 7" format din
toti vectorii de forma T'(z), deci exact imaginea aplicatiei 7.

ImTy = {T\(z) | =€ R} ={(z"+22° —2® 2" +2%)| 2! 2% 2% €R}.

Subspatiul ImT; al lui R? este generat de vectorii (1,0, 1), (2,0,0), (0,—1,1),
care sunt gi liniar independenti. Obtinem dim(ImT)) = 3, de unde ImT} =
R3.

Baza canonica in domeniu, cat si in codomeniu este B = {e; = (1,0,0),
es = (0,1,0),e3 = (0,0,1)}. Matricea transformarii liniare 7} in raport cu
baza B are pe coloane componentele vectorilor Ti(e;) in raport cu B.

T1(61> = T1<1a070) = (1707 1) =e; +e3
Ti(es = T1(0,1,0) = (2,0,0) = 2¢,
Tleg) = T1(0, O, 1) = (O, —1, 1) = —eg t+ €3
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deci matricea transformarii este

0
-1
1

Ap =

=
o O N

b) Se verifica faptul ca Ty este transformare liniara (tema). Fie z =
(', 2% 2%) € KerTy. Ecuatia Ty(x) = 0 conduce la sistemul

4+ a?—22=0
2 —23=0
—xl =24+ 2 =0
22— =0
Sistemul este compatibil simplu nedeterminat, solutia generala fiind KerT =
{(0,a,a) | « € R}, deci nucleul transformarii 75 este un subspatiu de
dimensiune 1 al spatiului R®, generat de vectorul (0, 1,1). Imaginea aplicatiei
T5 este

ImTy = {Ty(z), v € R®} = {(z' + 2% — 2% 2* —2°, —a' —2* + 2% 2* — 2°)}.

Generatorii acestui subspatiu al lui R* sunt vectorii (1,0, —1,0), (1,1, —1,1),
(—=1,—1,1,—1), vectori liniar dependenti (rangul matricei care are pe coloane
cei trei vectori este 2), de unde rezulta ca ImTy este subspatiu de dimensiune
2.

Bazele canonoce in domeniu, respectiv codomeniu sunt
B ={e; =(1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)},
B ={fi =(1,0,0,0),f, = (0,1,0,0), f3s = (0,0,1,0), f4 = (0,0,0,1)}. Ma-
tricea transformarii liniare 7" in raport cu bazele B si B’ are pe coloane
componentele vectorilor Ty(e;) in raport cu B”:

TQ(el) = (1’07 _170) = fl - f3
Tr(eo) = (L, L, =L 1) =fi+t fa—fs+ fa
T2(€3> = (_17 _17 17—1) = - - fl - f2 + f3 - f4

sl este:
1 1 -1
0 1 -1
An=1_1 21 1
0 1 -1

Punctul ¢) il lasam tema. Aici se va obtine matricea

2 00
-10
1

1
Ap, = | 01
00 3
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d) Verificaind a doua conditie din definitia unei transformari liniare,
avem

Ty(az) = (az'.a2? az' + az®) # aTy(z), = = (2, 2% 2°) € R?,

deci T nu este o transformare liniara.

Exercitiul 2: Scrieti matricea transformarii liniare 77 de al exercitiul
anterior, in raport cu baza B’ = {e|, e}, €4}, unde ¢} = (1,-1,1), e}, =
(0,1,1), €4 = (1,2,3).

Rezolvare: Exercitiul se poate rezolva prin doua metode. Prima
metoda consta in aplicarea formulei care da matricea unei transformari liniare
la schimbarea bazei:

A =S"1AS,

unde S este matricea schimbarii de baza de la B la B’, A este matricea
transformarii in raport cu B iar A’ matricea transformarii in raport cu B’. La
exercitiul anterior am determinat matricea lui 7} in raport cu baza canonica,
Arq, de mai sus. Matricea schimbarii de la baza canonica la B’ din enunt; este

1 01
S=1|-112
1 13
Inversa sa este
-1 -1 1
St=1-5-2 3
2 1 -1
Obtinem
-1 -1 1 12 0 1 01 4 0 2
A’le -5 -2 3 00 -11.1-112|= 13 =5 -7
2 1 -1 10 1 1 13 -5 2 3

Prin a doua metoda folosim definitia matricei unei transformari liniare. Cal-
culam
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Tabel 1.
e’y | ey | e's | Ti(er) | Ty(e2) | Ti(es)
e | 10 1] -1 2 5
e | 1] 12 - 5] -3
es | 1 1 3 2 1 4
el 1101 -1 5
ey | O 1 3 -2 1 2
es | 0 1] 2] 3 1 1
ey | 1 0 1 -1 2 5
ey | 0 1 3 -2 1 2
es | 0|0 |-1 5 -3 -4
ey | 1 0 0 4 0 2
ey 0] 110 13 -5 -7
e's| 0] 0|1 -5 2 3

Pentru a gasi componentele vectorilor de mai sus in raport cu baza B’
vom folosi lema substitutiei si avem Tabelul 1, deci matricea este

4 0 1
Ap = 13 =5 -9
—5 2 4

Tema 1: Demonstrati ca urmatoarele aplicatii sunt transformari liniare.
Determinati nucleul gi imaginea fiecarei transformari si matricea in raport cu
bazele canonice din domeniu gi codomeniu:

a) Thv:R®—=R3 Ti(z)=(—a'+222—2° 22" —2? 2"+ 27 +2%), x =
(2!, 2%, 23);

b) Tp:R3— R Th(r) = (2! — 222+ 23, 2% + 223, 32! — 2% + 223, 2% +
), = (2!, 22 23);

c) Ty:R*— R3, Ty(z)= (x'—a? 22—23 323+2%), x = (2!, 22 23, 2%);

d) Ty:R®—R?2 Tyz)=(2' -2 2" +2%), o= (2 2% 23).

Tema 2: Gasiti matricea transformarii 7 de la Tema 1 in raport cu
baza B’ = {e], e, 5}, unde €] = (1,2,1), e, = (2,3,3), e = (3,7,1), prin
doua metode. Aceeasi problema pentru transformarea 75 de la exercitiul 1
si baza B' = {e], €}, €5}, unde €] = (0,1,1), ¢, = (1,0,1), e} = (1,1,0).
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Exercitiul 3: Si se determine transformarea liniara 7 : R® — R3
care satisface T'(v;) = w;, (V)i € {1,2,3}, unde v; = (2,4,6), v, = (0,0,1),
vg = (1,0,0), wy; = (1,0,0), we = (2,0, 1), w3 = (0,0,6).

Rezolvare: Fie A matricea transformarii 7" in raport cu baza canonica.
Notand cu V; coloana componentelor vectorului v;, respectiv cu W; coloana
componentelor vectorului w;, (V)i € {1,2,3}, egalitatile T'(v;) = w; se scriu
matricial A.V; = W,, (V)i € {1, 2,3}, sau, echivalent,

201 120
Alaoo0]=(000],
610 016
de unde
1 0 —11 8
A=-10 0 0
24 —18 4
Componentele lui T'(x) pentru un z = (x1, z2, x3) arbitrar sunt elementele
L1
coloanei A.X, unde X = | x5 |,deci
3

1
T(z) = Z(—11$2 + 8x3,0, 24z, — 18z + 4x3).

Exercitiul 4: Fie V un spatiu vectorial peste campul K. O trans-
formare liniara, P : V — V se numeste proiectie daca P? = P. Si se arate ca
daca T : V — V este o transformare liniara cu proprietatea ca 7% = I, atunci
transformarile P, = (I —T) si P, = 3(I + T) sunt proiectii si V este suma
directa a subspatiilor Im P, si ImP,. Prin puterea a doua a unei transformari
intelegem compusa cu ea insasi, iar cu I am notat aplicatia identica.

Rezolvare: Verificam direct ca P;, P, sunt proiectii:

1 1 1
Pf:Z(I—T)(]—T):Z(I—T—T+T2)=§(I—T)=P1,

1 1 1
P22:Z(I+T)(I+T):Z(I+T+T+T2):§([+T):p2_

Avem

Py = {3z~ T(@)| z€V}, InP,= {%(:c L T@)| we V).
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si fiey € ImP, N ImP,. Exista x, z € V astfel incat

y = Pi(x) = 5(x + T(x)),
y = Py(2) = 5(z = T(2))
Calculam
Py(y) = Po(Pi(x)) = 5(Pi(z) = T(Pi(2))) = j(z +T(z) = T(x + T(x))) =
= %L(x +T(x) —T(x) — T*(z)) =0,
Pi(y) = Pi(Pa(2)) = 5(Pa(2) + T(PQ(Z);) = i@ =T(x)+T(x—T(x)) =

Rezulta ca y apartine nucleului proiectiei P; si nucleului proiectiei P, deci

y+T(y) =0,
y—=T(y)=0

de unde obtinem y = 0. Prin urmare suma ImP; + ImP, este directa. Fie
x € V, arbitrar ales, i xr1 = Pi(z), x2 = Py(z). Se verifica imediat ca
r=1x1+ x9, deci V = ImP, + ImP,, c.c.t.d.

9.2 Vectori si valori proprii

Exercitiul 1: Sa se determine valorile proprii si vectorii proprii core-
spunzatori acestora pentru urmatoarele matrici. Precizati daca mnatricile
date admit formaa diagonala si daca da, in raport cu ce baza se obtine
aceasta.

—1-11 2 2 —1 411
A= -4-12] pA=| 2 -1 2 gA=[241
—6 —3 4 -1 2 2 014

Rezolvare: Valorile proprii ale unei matrici sunt radacinile polino-
mului caracteristic, det(A — AI). La punctul a), ecuatia caracteristica este:

—1-X -1 1
4 —1-)\2 =0,
—6 =3 44—
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sau, echivalent, A3 — 2)\2 + X\ = 0. Obtinem valorile proprii \; = Ay = 1,
)\3 =0.

Determinam acum subspatiile proprii corespunzatoare valorilor proprii
gasite:

Subspatiul V(1) corespunzator valorii proprii A = 1 contine vectorii pen-
tru care coloana componentelor verifica ecuatia A.X = AX, deci solutiile
sistemului:

—2x1—x2+x320
—4.T1 — 2ZE2 + 21‘3 =0
—6x1 — 329+ 323 =0

Avem

Vi = {(a,8,2a+8) | o,8€R}=1(1,0,2),(0,1,1)].

Analog determinam subspatiul propriu corespunzator valorii proprii A =
0, ca fiind solutiile sistemului

—1‘1—$2+$3:0
—41‘1—$2+2$3:O
—6371 —3$2+4$3 =0

Avem

V(O) = {(04,2@,304) | Q€ R} = [(17273)]'

Valorile proprii sunt reale, deci din campul scalarilor spatiului vectorial
R3. Multiplicitatea algebrica a valorii proprii 1 este egala cu 2, (este radacina
dubla a polinomului caracteristic) si egala cu dimV{y), numita multiplicitatea
geometrica a valorii proprii date. Analog, multiplicitatea algebrica si cea
geometrica a valorii proprii 0 coincid, fiind ambele egale cu 1. Toate conditiile
pentru existenta formei diagonale sunt astfel indeplinite, deci exista forma

A =

OO =

00
10
00

a matricei A. Daca T este transformarea liniara care are matricea A in
raport cu baza canonica, atunci A’ este matricea aceleiasi transformari in
raport cu baza formata din reuniunea bazelor subspatiilor proprii, in or-
dinea in care apar valorile proprii pe diagonala lui A’, deci in baza B’ =
{(1,0,2),(0,1,1),(1,2,3)}. Notand cu S matricea de trecere de la baza
canonicd la B’, verificati relatia A’ = S71AS.
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Punctul b) se rezolva analog, gasind valorile proprii 3, radacina dubla si
-3, radacina simpla, subspatiile proprii Vizy = [(1,0,—-1),(0,1,2)], Vi_3 =
[(1,—2,1)]. Exista si aici forma diagonala, de exemplu

0
-3
0

A=

o O W
w o O

in raport cu baza B’ = {(1,0,-1),(1,—-2,1),(0,1,2)}. Remarcam din nou
ca o modificare a ordinii valorilor proprii pe diagonala matricei A" implica o
modificare a ordinii vectorilor in baza B’.

La ultimul punct determinam valorile proprii 3, radacina dubla si 6,
radacina simpla, si subspatiile proprii V(g = [(0,1,-1)], V[ = [(3,6,2)].
Multiplicitatea algebrica a valorii proprii 3 nu este egala cu multiplicitatea
geometrica, deci A nu admite forma diagonala.

Tema 1: Acelesi enunt de mai sus pentru:

011 5 2 3 1 -34
DA=[101] A=|2-10] o)A=[4-738
110 301 6 —77

Exercitiul 2: Calculati A" si A~! folosind polinomul caracteristic si
forma diagonala a matricei

4 -1 =2
A=|(2 1 =2
1 -1 1

Rezolvare: Polinomul caracteristic al matricei A este

4—-—X -1 =2
POV =[2 1-x-2 |
1 -1 1-A
deci P(A\) = —X3 + 6A\* — 11\ + 6. Teorema Hamilton-Cayley afirma ca

P(A) =0, deci avem egalitatea matriciala

— A3+ 6A% — 11A + 615 = 0,
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unde /3 este matricea unitate, iar O3 este matricea nula. Cum det(A) = 6 # 0,
existd A~! i inmultind relatia de mai sus cu aceastua matrice, rezulta:

—6A7' = —A? + 64 — 1115,

1 -3 —4
deci am determinat A~! = —% 4 —6 —4
3 -3 —6

Valorile proprii ale matricei A sunt solutiile ecuatiei caracteristice P(\) =
0, de unde rezulta \; = 1, Ay = 2, A3 = 3. Subspatiile proprii sunt:
Viy = [(1,1,1)], Vo) = [(1,0,1)]. V{5) = [(1,1,0)]. Sunt indeplinite conditiile
pentru existenta formei diagonale, deci A admite forma

A =

o O =
S N O
w O O

in raport cu baza B’ = {(1,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}. Intre matriciele A gi A’
exista relatia A’ = S7'AS unde S este matricea schimbdrii de baza de la
baza canonica la B’. Din ultima relatie se poate demonstra prin inductie
matematicd ca A™ = S71A"S. Se ca;lculeaza imediat

10 0
Ar=(o2v 0 |,
00 3"

astfel ca
M43 —11-—2"1-3"
A" = §AmST = 3" —1 1 1-3"
om—1 1-2" 1

9.3 Transformari ortogonale

Exercitiul 1: Se dau urmétoarele transformari in spatiul R3.
a) T(x) = (20" + 22° — 2%, 22" — 2® + 22°, —a' + 22% + 223),
b) T(x) = 2(—3x" + 622 + 223, —22" — 32 + 623, 62" + 227 + 323).
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unde x = (z!, 22, 2%). Demonstrati ca prima transformare este o simetrie
fata de un plan, precizand ecuatia planului. Demonstrati ca a doua transfor-
mare este o rotatie; precizati axa si unghiul de rotatie.

Rezolvare: Simetriile si rotatiile sunt transformari ortogonale, deci
vom arata mai intai ca T este ortogonala, pentru fiecare din transformarile
date. Aceasta revine la a verifica daca matricea transformarii in raport cu
baza canonica este ortogonald, adica dacd A.A' = I3. O transformare or-
togonala este simetrie daca este antideplasare, deci det(A) = —1, si daca
matricea A este simetrica, A = A’. Este rotatie daca det(A) = 1.

a) Scriem matricea lui 7" in raport cu baza canonica

1 2 2 -1
-1 2 2

Calculam produsul dintre A si transpusa ei, A’ si obtinem matricea unitate,
deci A este ortogonala. Avem det(A) = —1, deci T este antideplasare. Cum
A = A' rezultd T simetrie. Determinam axa/planul de simetrie ca fiind
locul geometric al punctelor invariate de transformarea T'. Ecuatia T'(z) =
conduce la sistemul dublu nedeterminat

201 + 222 — 23 = 32!

22! — 2% + 223 = 322

—xt + 227 + 22% = 32°
Obtinem ecuatia planului de simetrie 2! — 222 + 2% = 0.

b) Matricea transformarii 7' in raport cu baza canonica este

1 -3 6 2
A=-11 -2 -36
6 2 3

Este o matrice ortogonala, deci T este transformare ortogonala. Determinan-
tul lui A este egal cu 1, deci este matricea unei rotatii. Axa de rotatie este
locul geometric al punctelor invariante la transformarea 7. Coordonatele
acestor puncte verifica ecuatia T'(x) = 0, deci sunt solutiile sistemului

—3at + 622 + 222 = T2t
—22' — 322 + 623 = T2?
6x' + 222 4 323 = 723
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Gasim ecuatia axei de rotatie: (d) : & = £ = £ Pentru a gisi unghiul

de rotatie alegem un punct arbitrar ]\/[1 al Spalut;iului2 si fie M’ punctul obtinut
prin rotirea lui M in jurul axei d. De fapt M’ se obtine prin rotirea lui M
in jurul proiectieie lui M pe d, in planul prin M perpendicular pe d. Fie A
proiectia punctului M pe d. Unghiul cautat este unghiul format de vectorii
AM , W . Alegem convenabil coordonatele lui M, de exemplu M (7,0,0)
(desigur cautam un punct care nu este pe d). Coordonatele lui M’ sunt
T((7,0,0)) = (—3,—2,6). Planul prin M perpendicular pe d este de ecuatie
() : 1.(z' = 7) + 2% + 22® = 0. Punctul A este 7 N d, deci coordonatele sale

verifica sistemul .

=«
2=«
3 =2«

b+ 4+223 =7

de unde A(Z, % I). Cosinusul unghiului de rotatic se calculeazd (temd) din

formula
AN - AM
coso = —.
| AM || . || AM" |

Exercitiul 2: In reperul R = {0,i,7,k} se di dreapta (d) : 2t =
2? = 23. S4 se determine transformarea ortogonald care realizeazi:

a) Simetria fata de dreapta d.
b) O rotatie de unghi a = % in jurul dreptei d.

Rezolvare: a) Fie S transformarea care realizead simetria fata de
d. Vom determina mai intai transformarea Pr care realizeaza proiuectia
pe d, iar pentru determinarea lui S folosim formula S = 2Pr — I, unde [
este transformarea identica, I(z) = x. Fie M(x{,z3,z3) un punct arbitrar
nesituat pe d si M’ proiectia lui pe d. Ecuatia planului prin M perpendicular
pe d este

ot + 2+ 2’ = x + 2] + 7],

iar coordonatele lui M’ se gasesc rezolvand sistemul format din ecuatia an-
terioara si ecuatia dreptei d. Obtinem

1
Pr(z) = g(xl +2° + 2% 2! + 2 + 2% 2! + 2® + 2°),

1
S(z) = 2Pr(z) — I(z) = g(—xl + 227 + 22, 20" — 2? + 22, 22" 4 22° — 2?).
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b) O abordare directa, in maniera de mai sus pentru ecuatia rotatiei
este prea greoaie. Vom alege o baza B’ = {e], ¢}, 4} adaptata dreptei d,
adica €] este versorul dreptei d, iar , €}, €} reprezinta o baza ortonormata a
subspatiului d* ortogonal spatiului care contine coordonatele punctelor de pe
d. Elementele acestiu subspatiu sunt coordonatele punctelor din planul prin
origine perpendicular pe d, (P) : z'4+2%+23 = 0. Baza acestui subspatiu este
{(1,0,-1),(0,1,—1)}. Avem ¢} = \%(1,1, 1), ey = \%(1,0, —1) si alegem
ey = e} X éb.

1
!

1
/ !

1
V6

=
(=

—1

Am obtinut e} = %6(—1,2, —1). Tinand cont ca matricea unei trans-
formari liniare are pe coloane componentele vectorilor T'(e;) in raport cu
baza {€}};—1 2,3, matricea unei rotatii de unghi « in jurul lui d are urmatoarea

matrice In raport cu baza B’ de mai sus:

0 0
V3 -1 |,
1 V3

1 0 0
A'=1 0 cosa —sina | = =
0 stha cosa

S O N

pentru o = %. Pentru a scrie ecuatia rotatiei avem nevoie de matricea sa in
raport cu baza canonica, matrice pe care o gasim din

1 1 1 1 1 1
o 1 (E ) (20N (B
v v N0 L V3L N\ % % %

Se obtine matricea

| 1+v31—-v3 1
3 1 14+4v31-V3 ],
1—v3 1 1443

A

de unde ecuatia rotatiei este T : R® — R3,
1
T(z) = 3((1+ V3)a' + (1= V3)a® + 2%, 2 + (1+V3)2* + (1 - V3)a?,

(1 —V3)a! + 22 + (1 +V3)a%).
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Observatie. Metoda de mai sus o puteam folosi si la punctul @) pentru
a gasi proiectia pe d. Matricea transformarii care realizeaza proiectia pe
dreapta d, in raport cu baza B’ de mai sus este

100
A=(oo00],
000

deoarece proiectia vectorului €] pe d este chiar el insusi, iar proiectiile vecto-
rilor €}, €5 sunt un punct, deci vectorul nul, acesti vectori fiind ortogonali pe

d.

Remarcam faptul ca proiectiile nu sunt transformari ortogonale, ele nepastrand
nici lungimile, nici unghiurile.

9.4 Transformari afine

Exercitiul 1: Scrieti transformarile care realizeaza:
a) Simetria fata de B(1,2,3);
b) Omotetia de centru C(—1,2,1) si raport k = 2;
c) Proiectia pe planul x +y + z = 3.
in reperul R = {O,;,f, l;}

Rezolvare: a) Fie M(z', 22, 23) un punct arbitrar ales si M’ simet-
ricul lui M fatd de B. Transformarea cautatd asociaza tripletului (z!, 22, 2®)
coordonatele lui M’, adica este T': R® — R3,

T(x)=(2—2"4—2*6—-2°), z= (2" 2% 2"

Evident, nu este o transformatre liniara (de exemplu T'(ax) # o1 (x)). Ex-
ista totusi o transformare liniara care poate fi asociata acestei transformari,

1
T'(z) = (=2, —2% —23). Notand cu X, coloana coordonatelor lui B, | 2 |,
3
2
cu X coloana | 2? | sicuY coloana coordonatelor lui M’, ecuatia matriciald
23

a transformarii cerute este

Y = AX + Xo,
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unde A este matricea transformarii liniare 7" in raport cu baza canonica.
Prin urmare T este o transformare afina. Faptul ca T este transformare
afina se poate verifica si direct, deoarece avem

T(ax+ fy) = ol (z)+ 0T (y), (Ma+pF=1.

b) Omotetia din enunt este transformarea T : R® — R3, care aso-
ciazd coordonatelor unui punct M (z', 22, %) oarecare coordonatele punctului

M'(y*, y?, y3) pentru care
—
CM = k.CM

Obtinem
yt+1=2(z'+1)
y? —2=2(2%—2)
P —1=2(2%-1)

T(r) = (22" +1,22% —2,22° — 1), = (2, 2% 2%,
care de asemenea este o transformare afina.
c) Fie M(x', 2% 2*) un punct arbitrar al spatiului. Determinand direct

proiectia lui M pe planul dat gasim ecuatia transformarii cerute:

1
T(x) = §(2m1 —2? -2+ 3, 2t + 227 — 2 + 3, 2! —2? +22° +3).

Este desigur cea mai simpla metoda in acest caz. Prezenta totusi i urmatoarea
metoda care se va dovedi singura utila in cazul rotatiilor.

Fie O'(1,1,1) un punct fixat arbitrar din planul dat. Facem o schimbare
de coordonate astfel incat noua origine a reperului sa fie O'. Aceasta este
translatia

1
X=X+11],
1
In urma careia originea noului reper, deci pentru coloana X' matricea nula,
1
este punctul ale carui coordonate dau X = X, = 1], adica O'. In
1

noul reper R’ = {01, 7, k} gasim matricea transformarii in raport cu baza
! !/ / /
B = {e}, €5, €3}

A =

o O O
S = O
_ o O
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unde B’ este o baza adaptata planului 7: vectorul €] este versorul normalei
la m, deci de componente \%(1,1, 1), iar vectorii €, e} reprezinta o baza
ortonormatd a lui 7. Avem e, = ==(1,0,—1), €4 = —(—1,2, —1). Matricea

o e oA V2T V6
transformarii in raport cu baza canonica este

1 2 -1 -1
-1 -1 2

unde S este matricea schimbarii de baza de la baza canonica la B’, adica
matricea ale carei coloane sunt componentele vectorilor din B’. Ambele baze
fiind ortonormate, S este matrice ortogonala, deci S~ = S°.

In reperul R’ ecuatia matriciala a transformarii este Y/ = AX’, unde
Y =Y — Xy, X’ = X — Xy. In raport cu baza canonica gasim ecuatia
matriciala a proiectiei pe planul 7

de unde rezulta ecuatia gasita si prin prima metoda.

Remarcam faptul ca schimbarea reperului in urma careia originea este
un punct din 7 transforma varietatea liniara 7 itr-un subspatiu vectorial. In
acest nou reper proiectia fiind o transformare liniara, determinarea ei se face
ca gi In paragraful anterior (vezi ultima observatie de acolo).

Exercitiul 2: In spatiul afin bidimensional, scrieti ecuatia rotatiei de
unghi 7 in jurul punctului My(1, 1). Gasiti imaginea punctului M (2,2, ) prin
aceasta transformare.

Rezolvare:

Matricea rotatiei de unghi o in jurul originii reperului R = {O, 1, ]} este

A - cosa —sino
sino  coso '
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Pentru a scrie rotatia ceruta facem o translatie a reperului R altfel incat
originea noului reper sa fie My:

X:X’+G).

Notam cu X; coloana < 1 ) . In noul reper R’ = { My, i, ;}, rotatia de unghi

7 are ecuatia matriciala

1 (1 -1
! !
Y_AX_—ﬂ(l . )

unde Y/ =Y — X, X’ = X — X,,. Obtinem ecuatia

At - L2411
Y:AX+X0—AX0:<L\/5 G .

Ecuatia transformarii este

Imaginea punctului M (2,2) prin aceasta transformare este punctul de coor-
donate T(2,2) = (1,1 +/2).

Exercitiul 3: Gasiti ecuatia transformarii care realizeaza rotatia de
unghi a = 7 in jurul dreptei

Rezolvare: Facem schimbarea de reper {O,Z,j, E} — {0 0,7, E},
unde O'(1,1,—1) este un punct ales arbitrar pe dreapta d. Schimbarea
anuntata este translatia

X=X+ 1

T . . 1
In noul reper ecuatia dreptei este - = 5 = %~
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Facem acum o schimbare de baza, trecand de la baza canonica la o baza
B’ = {e€], ¢}, e} adaptata dreptei d: €] este versorul directiei dreptei d, deci
de componente \/ig(l, —1,2), iar vectorii €}, €} reprezinta o baza ortonormata
a subspatiului ortogonal subspatiului format din coordonatele punctelor de

pe d. Obtinem e}, = \%(1, 1,0), €5 = ¢} x ey = - (—1,1,1).

V3

Matricea rotatiei cerute in raport cu noua baza este

10 O
1 1
A=07%—75 |,
0L L
V2 V2
Matricea in raport cu baza canonica este
A=SAST

unde S este matricea schimbarii de baza de la baza canonica la B’. Ambele
baze fiind ortonormate, S este matrice ortogonala, deci S™! = S*. Ecuatia
matriciala a transformarii este:

1 1
Y =AX + 1 —A 1
-1 -1

Lasam calculul ca tema. Ca metoda de verificare sugeram sa se aleaga un

punct arbitrar (o + 1,—a + 1,2a1) de pe d si sa se demonstreze ca este
a+1

invariant la transformarea gasita. Adica pentru X = | —a+1 |, obtinem
20 — 1

Y =X.

Tema 1: Scrieti ecuatia rotatiei de unghi % in jurul punctului My(2, 1).
Gasiti imaginea punctului M (3,1) prin aceasta transformare.

Tema 2: Scrieti ecuatia rotatiei de unghi 7 in jurul dreptei (d) : © =
—y = —2z.
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Tema 3: In reperul R = {0, i 7, l;}, scrieti ecuatiile transformarilor

care realizeaza:

2 3

a) Simetria fata de dreapta (d) : x1;1 =& =%

b) Rotatia de unghi % in jurul dreptei de la punctul anterior;
¢) Omotetia de centru M(3,2,4) si raport k = —2;
d) Proiectia pe planul (7) : 22! — 22 + 223 = 5.

Gati imaginea originii prin fiecare din aceste transformari.

Exercitiul 4: Fie M (z,y) un punct din plan care verifica ecuatia
5% — 2xy +y* + 6z + 2y — 3 = 0.

Se cere transformarea afina in urma careia ecuatia de mai sus nu are termeni
de gradul intai. Se cere apoi transformarea afina in urma careia ecuatia
obtinuta anterior nu mai are termen de tip z'y’.

Rezolvare: Termenii liniari pot sa dispara in urma unei translatii.
Fie (a,b) coordonatele punctului in care translatam originea. Ecuatia translatiei

este X = X' + (Z), sau, echivalent,

r=12+a
y=y +b

In noul reper ecuatia data in enunt, devine:
5(z"? 422 a+a?)—2(z"y'+2' b4y atab) +y* +2by +b7+6(2 +a)+2(y +b)—3 = 0

Impunem anularea coeficientilor lui 2’ si ¢/, de unde avem sistemul

10a —20+6 =10
—2a+204+2=0

Rezultd a = —1,b = —2. Prima transformare ceruta este 7} : R? — R2, de
ecuatie Ti(x,y) = (x + 1,y + 2). Ecuatia din enunt, are forma

5x/2 o 2x/y/+y12 _8 _ O

Pentru a doua cerinta trebuie sa facem o rotatie. Fie o unghiul de rotatie.
Coordonatele in noul reper vor fi

WM

2" = x'cosa — ' sina
Yy’ = a'sina + y'sina
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Ecuatia obtinuta nu are termeni x'y’ daca impunem
cos(2ar) + 2sin(2a) = 0

de unde tg(a) = —3.

Tema 4: Aceeasi problema pentru

o2+ 2xy+y? —do —4y—4=0.



Capitolul 10

Probleme rezolvate la Capitolul
4

10.1 Forme biliniare si patratice

Exercitiul 1: Se d& aplicatia f : R® — R,
a)f(z,y) = 22'y" +a?y! +2°y? +32%°, o = (2',2%,2%), y=(y". v v").
b)f(x,y) = xly' + 222" + 2212 + 2%y — 2%, @ = (a1,2%,27), y =
W' v%9°).
Aratati ca este o forma biliniara si determinati matricea sa in baza canonica,
apoi in baza B’ = {(1,1,1),(0,1,2),(1,0,0)}. Verificati daca este o forma
simetrica i daca da, scrieti forma patratica definita de f.

Rezolvare: a) Se verifica prin calcul direct ca

flax+Bz,y,) = af(x,y) + 8f(z,y), f(z,ay+02) = af(x,y)+6f(z,2),

pentru orice z,y,2 € R3® si o,3 € R arbitrar alesi. Deci f este o forma
biliniara.

Elementele matricei formei f intr-o baza {e1, es, e3} sunt a;; = f(e;, €5).
Obtinem matricea lui f in baza canonica:

A:

S =N
o = O
w O O

235
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iar matricea aceleiagi forme in baza B’ este

773
Al=18131
2 0 2

Aceastd ultima matrice se poate obtine gi din formula A’ = S*AS, unde S
este matricea schimbarii de baza de la baza canonica la baza B’.

Forma biliniara f nu este simetrica deoarece
fly, ) = 2y'at +yPa’ + y2a® + 3y°a° # f(a,y).

La aceeasi concluzie ajungem privind matricea A care ar fi trebuit sa fie
simetrica daca f era simetrica.

Remarcam faptul ca data fiind matricea A, forma f se obtine din

fz,y) = X'AY,
. "
unde X = | 22 |, Y = | 2
3 3

b) Ca si la punctul o) lasam ca tema verificarea faptului ca f este forma
biliniara. Matricea lui f in baza canonica este

0
0

1
A= 2
00 -1

S = N

matrice simetrica, deci forma f este simetrica. Rezulta ca ea definegte o
forma patratica prin

h(z) = f(z,2) = (2")? + 42'2® + (22)* + (2*)2

Matricea formei patratice h este aceeasi cu cea a formei sale polare, forma
biliniara f din care provine, deci este tot A.

Exercitiul 2: Fie formele patratice din R3:
a) h(z) = (2')? + (22)? — 4(23)? + 22'2? — dx'a3;
b) h(z) = (2')? + (22)? + 3(2%)? + 4a'a? + 2212 + 22223,

c) h(z) = z'a? + 22123 + 2?2
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d) h(z) = (z")? + (2%)? + 2'2? + 2'2?;
e) h(z) = —(2%)* + (2%)* + —a'a? + 22'2® — 3a?2?;
f) h(z) = =2z 2? + 3x'a3;

unde z = (z!, 22, 23).

X

Scrieti forma polara gi matricea in baza canonica pentru fiecare forma
patratica de mai sus. Reduceti aceste forme patratice la forma canonica
folosind metoda Gauss.

Rezolvare: Forma polara a unei forme patratice h se determina din
formula

1

fla.y) = 5z +y) = h(z) = h(y)).

La punctul a) obtinem forma polara
flz,y) = 2'y" + 2%y® — 42®y® + o'y + 2%y' — 22'y® — 223y

Matricea formei patratice h este matricea formei biliniare f, deci calculam
f(es, e;), pentru e; elemente;le bazei canonice, cu i,j € {1,2,3}.Obtinem

1 1 -2
A= 110
—20 —4
Observatie 10.1.1 Observam ca forma biliniara f se poate obtine din ex-
presia lui h prin dedublare. De asemenea, matricea A de mai sus are pe
diagonala principala coeficientii patratelor din h, iar elementul de pe orice
pozitie (i,7), cu i # j este jumdtate din coeficientul termenului x'x? din ex-
presia lui h. In cele ce urmeazd vom folosi aceste requli pentru a scrie forma
polara, respectiv matricea in baza canonica a unet forme patratice.

A determina forma canonica a unei forme patratice inseamna sa gasim o
baza in raport cu care expresia lui h sa contina doar patrate. Metoda lui
Gauss de determinare a formei canonice consta in completarea de patrate
perfecte dupa cum urmeaza: identificam primul patrat din expresia lui h;
este (z')?; subliniem toti termenii care contin z!' i completim un patrat
perfect, restabilind desigur egalitatea; continuam apoi cu urmatorul patrat.

h(z) = (z)? + (22)? — 4(2°)* + 22'2® — 42'2® =
- (:131 + T2 — 2x3)2 _ (x2)2 _ 4(x3>2 + 4213 + ($2)2 _ 4(%3)2 _

= (2! + 2% — 203)% — 8(x?)? + 4a?2® =
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1 1
= (2" + 2* — 20%)? — 8(2® — Z:U2)2 + 5(3:2)2.
Facem schimbarea de componente
2t =l + 2% — 223
=

Aceasta schimbare de componente este urmarea unei schimbari de baza, caci
se stie ca daca S este matricea schimbarii de baza, intre componentele vechi
si cele noi exista relatia X = SX’. Pentru a citi direct matricea S, prelucram
sistemul anterior exprimand necunoscutele z* in functie de 2%, i € {1,2,3}.

Il — Ill o %xlz + 2I/3

1
1?2 = g =5=10
3 = ixa —l—:l?/3 0

Fiind vorba despre matricea de trecere de la baza canonica la alta baza,
aceasta din urma are vectorii de componente coloanele lui S. Am obtinut
deci forma canonica

in raport cu baza B’ = {(1,0,0), (—

b) Forma polara a lui h o scriem prin dedublarea expresiei lui h, deci
este:

f(z,y) = a'y' + 2%y + 32%y® + 22'y® + 227" + 2'y® + 2%yt + 27y + 2Py

Matricea lui h In baza canonica este

1
A= 2
1

N

1
1
3
Reducem la forma canonica folosind metoda Gauss:

h(z) = (z)? + ()% + 3(2®)? + 4z'a? + 22'a® + 22%2° =

= (2! + 22% + 23)% — 4(2?)?

- 2 4x?2® + (22)% + 3(23)? + 22%23 =
= (2! + 222 + 23)?

)2 —

3(2%)? + 2(2?)? — 22%23 =
1

= (' +22% +2°)* — 3(a* + §x3)2 + g(xg)Q.

(a3
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Facem schimbarea de componente

2t =2t + 222 + 23 ot =" — 22" — La 1 -2 -3
? =22+ 1 = a? =" — 3 =S=(01 —3
a3 =23 23 = a3 00 1

Obtinem forma canonica
7,
h(l‘l) _ (33/1)2 o 3($/2)2 4 —(.1'/3)2,
in raport cu baza B’ = {(1,0,0),(=2,1,0), (-3, —3,1)}.
¢) Forma polara este
1

foy) = 5a'y* + 527" + 2y’ + 2%y + 5oty + Saty”,

Matricea lui A In baza canonica este

A:

—N= O
N= O
O NI =

Conform metodei Gauss, in cazul in care expresia lui h nu contine nici un
patrat, se face urmatoarea schimbare de componente

2l g2
?=al422 =5 =

23 = a3

-1

O ==

0
10
0 1

In baza formatd din vectorii de componente coloanele lui Sy, expresia
formei patratice h este

W) = (21)? — (22)% + 3223 — 2223 =

- 3- 9 - - -
— (@ e = S - (@) - o
5 S e 5 L oa 312
= (x' + 5:)33) — (22 4 2% )e —2(x3)°.
Facem acum schimbarea de componente
2=l 4+ gfgs zl — ot %x’?’
2 _ 1.3 2 _ 02 1.3
? =22 4 500 = ¢ w2 =2" - 5o

23 =23 =z
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Inlocuind in prima schimbare de componente gasim

at =o't — g — 1 -1 -1
=g+ 2? -2 =S5=[1 1 =2
3 =g 00 1

Obtinem forma canonica
M) = (@) — @) = 2P,

in raport cu baza B' = {(1,1,0),(—1,1,0),(—1,—-2,1)}.

Lasa ca tema rezolvarea in mod analog a ultimelor trei puncte.

Exercitiul 3: Sa se reduca la forma canonica prin metodele Gauss,
transformari ortogonale, Jacobi, urmatoarea forma patratica

h(z) = 2(2')? + (2%)? — 42'2? — 42%2°.

Rezolvare: Prin metoda Gauss avem:

=
—
8
~—
I
DO
—~

ZL’1)2 + (112)2 o 41,11,2 _ 41,21,3 —

Facem schimbarea de componente

x/l — :El _ I2 951 — I/l + I/2 _ 2:17/3

11
22 =22+ 2% = x? =% — 227 =S5=101 -2
00

2B = 3 23— 3

Obtinem forma canonica
h(:c/) — 2(1"1)2 o ((L’,Z)Q 4 4(%’3)2,

in raport cu baza B’ = {(1,0,0), (1,1,0), (-2, —2,1)}.

Metoda transformarilor ortogonale are la baza observatia faptului ca ma-
tricea unei forme patratice A in raport cu o baza are pe diagonala principala
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coeficientii patratelor din expresia lui A. Prin urmare este suficient sa gasim
forma diagonala a matricei

2 =20
A= -2 1 -2
0 -2 0

Y

a formei patratice date. Ecuatia caracteristica det(A — AI) = 0 este —\3 +
3A%2 4+ 6\ — 8 = 0 si are radacinile \; = 1, Ay = 4, A3 = —2. Subspatiile
proprii corespunzatoare valorilor proprii de mai sus sunt:

Viy =1[(2,1,-2)],
‘/(4) [(2 27 1)]7
V( 2) = [(1’272)]'

Fiind vorba despre transformari ortogonale vom alege o baza ortonormata
formata din generatori ai celor trei subspatii de mai sus, in raport cu care
matricea A admite forma diagonala

0
0
-2

A=

o O =
O = O

Aceasti baza este B” = {(2,

> % (g, 3 ;) (é, i 3)} Rezulta ca in raport
cu baza B” forma patratica h a

2
=),
are forma Canonlca

h(iC”) — ( //1) _|_4( //2) 2(.%_//3)2.

Metoda Jacobi consta in calcularea urmatorilor determinanti:

5 _9 2 =20
A1:|2’:2, AQZ‘_2 1 ‘:—2, A3: —21 —2 :—8,
0 —-20
care, fiind nenuli, conduc la forma canonica
h($m) _ l(x/l/1)2 - ($///2)2 + l(x///3)2
2 4 '

Baza in raport cu care avem aceasta forma este B” = {e}’, ey, €'}, de forma

" __
61 8161,
" __
" __
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care satisface conditiile

f(6/1/,761) = 17 f(eg/7el) - 07 f(eglu 62)
f(@g/, 61) = 07 f(eglv 62) = 07 f(eg/a 63)

unde f este forma polara a lui h, iar {ej, e, €3} este baza canonica. Avem

L,
L,

f(z,y) =2z'y" + 2y — 22’y — 227y — 22%y° — 2%

1

Conditiile de mai sus conduc la s{ = 3, s3 = s3 = —1,8 = s§ = —3,
3 _ 1 2

s3 = 3. Prin urmare forma canonica gasita este in raport cu baza B"
{@’ 0, 0)7 <_17 -1, 0)7 (_%7 _%’ i)}

In concluzie, prin fiecare metoda se obtine cate o forma canonica a formei
patratice h. Evident aceste forme sunt diferite, ele constituind expresia lui A
in baze diferite. Ceea ce este invariant in toate cele trei forme este numarul
termenilor pozitivi i numarul termenilor negativi, fapt afirmat de Teorema
Sylvester.

Tema 1: Sa se reduca la forma canonica prin cele trei metode urmatoarele
forme patratice din spatiul euclidian (R3, <, >)::

a) h(z) = (x')? 4+ 2(2?)? + 3(23)? — 4atz? — 4a?2?;
b) h(z) = (z1)? — 2(2?)? — 2(23)? — da'z? + 4ata3 + 8x2a3;
c) h(x) = 2(z)? + 5(2?)? + 5(23)? 4 4a'a? — data® — 82223,
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5

11.1 Conice

Exercitiul 1: Se da conica
x? =2y +y? — 6z —2y+9=0.

Se cer natura si genul conicei, forma canonica si reprezentarea grafica.

Rezolvare: Forma matriciala a conicel este

XtAX —+ QBX + a3z = 0,

de unde avem A = < _11 _11 ), B = (-3 —1), a3 =9. Invariantii conicei
sunt:
1 -1 -3
¢
A:‘g B 101 Z1) =,
@319

d =det(A) =0, I =trace(A) =2.

Deoarece A # 0, conica este nedegenerata (acesta este natura conicei). Genul
conicei este dat de 6 = 0, care pentru conice nedegenerate inseamna parabola.
Ecuatia ei difera de ecuatia unei parabole agsa cum este cunoscuta din liceu
deoarece axele de simetrie ale sale sunt altele decat axele de coordonate.

243
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Pentru a gasi forma canonica a conicei determinam mai intai valorile
proprii ale matricei A. Ecuatia caracteristicd se scrie A2 — I\ 4+ 6 = 0 si se
numeste ecuatia seculara. Aici ecuatia seculara este

A =2\ =0,
si are radacinile Ay = 0, Ay = 2. Vectorii proprii corespunzatori acestor valori
proprii sunt:

V(O) = [(1’ 1)]7 V(ll) = [(_1’ 1)}

Alegem o baza ortonormatd formatd din reuniunea bazelor subspatiilor
proprii, deci B’ = {¢/| = \%(1, 1),e9 = \%(—1, 1)}. In raport cu aceasta baza
forma patratica 2% — 2zy + y? are expresia 2y”?, unde legatura dintre noile
coordonate gi cele vechi este data de X = SX’,

=ali)

fiind matricea schimbarii de baza de la baza canonica la baza B’:

x = ?(ﬂf’ — )
y = 7§<.,LJ +y/>

Inlociund z gi ¥ de mai sus in ecuatia conicei gasim ca in raport cu baza B’
ecuatia conicei este:

2% — 422"+ 2v/2y +9 = 0.

In continuare restrangem patratele si obtinem:

W+ L= 2vat )

Cu schimbarea de componente

gasim forma canonica a parabolei
(y//)Q _ 2\/§$//‘

Reprezentarea grafica o obtinem interpretand din punct de vedere geometric
demersul algebric de mai sus. Ecuatia initiala a conicei era data in raport cu
baza canonica, deci in reperul zOy.
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Urmaétoarea ecuatie, cea in z’,y’, era in raport cu B’, deci am facut o
schimbare de reper, originea fiind acceasi, dar axele avand directiile €/, €5.
Totusi nici in acest reper forma nu este cea canonica, trecerea la coordonatele

2" y" semnificand din punct de vedere geometric o translatie a ultimului
reper 'Oy’ in acel punct O”care reprezinta originea noului reper, deci in
care 2" si y” se anuleaza:

=0 ¥ =2 =2 31
= = ? =0"(=, =
{y” 0 {y”——%i {y—% 53

4

In reperul 2”O"y" conica este datd prin ecuatia (y”)? = 2v/22”, deci o
putem reprezenta. Pentru o reprezentare cat mai corecta gasim punctele de
intersectie ale conicei cu axele de coordonate Oz, Oy. Rezolvand sistemele

xr=0 y=20
2?2 —2xy+9y?—62—2y+9=0 22 —2xy+y*—62—2y+9=0

rezultda ca parabola este tangenta axei Ox in pnctul de coordonate (3,0) si
nu intersecteaza axa Oy.
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i

Exercitiul 2: Aceeasi problema pentru conica

day — 3y? + 4o — 14y — 7= 0.

conicel sunt:

\}
\&}

Rezolvare: Avem A = (2 _3> B=(2 -T7),a33 = —7. Invariantii
0

A=|2 -3 =7|=-16,
2 =7 =7

d =det(A) = —4, I =trace(A) = 3.
Deoarece A # 0, conica este nedegenerata (acesta este natura conicei). Genul
conicei este dat de 6 < 0, care pentru conice nedegenerate inseamna hiper-
bola. Ecuatia ei difera de ecuatia unei hiperbole asa cum eeste cunoscuta din
liceu deoarece axele de simetrie ale sale sunt altele decat axele de coordonate.

Metoda I pentru determinarea formei canonice si reprezentare grafica

Pentru a gasi forma canonica a conicei determinam mai intai valorile
proprii ale matricei A. Ecuatia seculara este

A2 43\ —4 =0,

si are radacinile A\; = —4, Ay = 11. Vectorii proprii corespunzatori acestor
valori proprii sunt:
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V(*4) = [(1’ _2)]7 V(l) = [(2’ 1)}

Alegem o baza ortonormata formata din reuniunea bazelor subspatiilor
proprii, deci B" = {¢}| = \/Lg(l, —2),69 = \/%;)(2, 1)}. In raport cu aceasti bazi
forma patratica 4xy — 3y? are expresia —4a"? +y'?, unde legatura dintre noile
coordonate si cele vechi este data de X = SX’,

=5(4)

fiind matricea schimbarii de baza de la baza canonica la baza B’:

Inlociund z si ¥ de mai sus in ecuatia conicei gasim ca in raport cu baza B’
ecuatia conicei este:

32 §
—4x’2+y’2+—x’——y’—7:0.

Vi V5

In continuare restrangem patratele si obtinem:

Ca gi la exercitiul anterior, reprezentarea grafica o obtinem interpretand din
punct de vedere geometric demersul algebric de mai sus. Ecuatia initiala a
conicei era data in raport cu baza canonica, deci in reperul zOy.

Urmatoarea ecuatie, cea in x’,4’, era In raport cu B’, deci am facut o
schimbare de reper, originea fiind acceasi, dar axele avand directiile e, €.
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Trecerea la coordonatele z”,vy” semnifica din punct de vedere geometric
o translatie a ultimului reper 'Oy’ in acel punct O”care reprezinta originea
noului reper, deci in care z” si y” se anuleaza:

”: ZE/:i :2
{;j,,_ :>{ A :{yx_ : = 0"(2,-1)
5 _

In reperul z”0"y" conica este datd prin ecuatia (2")? — W 1, deci

L=
o putem reprezenta. Varfurile hiperbolei au coordonatele 2”7 = 1,y” = 0,
respectiv 2’ = —1,4y” = 0, iar asimptotele au ecuatiile ¢y’ = 22", respectiv
y" = —2x". Hiperbola intersecteaza axa Ox in punctul de abscisa %, iar axa

Oy in punctele de ordonate _14_6”127 —14?112. Reprezentarea hiperbolei
este cea din figura.

Inlocuind z”, y” in functie de x, y In ecuatiile asimptotelor, gasim ecuatiile
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acestora in reperul initial, y = —1, respectiv 4x — 3y + 5 = 0. Aceleasi
ecuatii le puteam gasi direct, aplicad teoria din curs. Mai exact, asimptotele
sunt drepte care trec prin centrul hiperbolei si ale caror pante sunt solutiile
ecuatiei:

agom® + 2a1am + ay; = 0,

unde coeficientii sunt elementele matricei A. Avem —3m? + 4m = 0, cu
solutiile m; = 0, mg = %. Centrul conicei are coordonatele solutiile sistemului

fe=0 2u+2=0 _
{fy—o “\2e-3y—7=0 = &7

unde f,, f, sunt semiderivatele ecuatiei conicei in raport cu z, respectiv y.
Obtinem ecuatiile asimptotelor y +1 = 0, y + 1 = %(:c — 2), exact cele
gasite anterior. Ecuatiile axelor de simetrie ale conicei se pot determina
de asemenea direct, inlocuind z”,y” in functie de z,y in ecuatiile 2" = 0,
respectiv y” = 0, sau scriindu-le ca acele drepte care trec prin centrul conicei
si care au pantele solutiile ecuatiei

a12m2 -+ (CLH — a22)m —a;2 =0« 2m2 +3m—2= 0,
deci m; = %, mo = —2. Ecuatiile axelor de coordonate sunt:

r—2y—4=0, 22+y—-3=0.

Metoda a II-a pentru determinarea formei canonice si reprezentarea
grafica

Aceasta metoda nu implica schimbari de coordonate. Se stabilesc natura
si genul conicei, se detremina solutiile ecuatiei seculare, A\; o = —4, 1. Se alege
A1 = 1 g1 Ay = —4 pentru a respecta regula A\; — Ay are acelasgi semn cu a;s,
aici pozitiv. Aceasta alegere asigura faptul ca reperul final se obtine din cel
initial printr-o rotatie de unghi < 7.

Forma canonica se scrie direct, din formula A;(2/)? + X (y)? + 2 = 0,
formula valabila pentru elipse si hiperbole. Obtinem forma canonica

_:O<:>_
—4 4

() = 4(y)* +

Se determina ecuatiile axelor de simetrie si ale asimptotelor ca mai sus. Pen-
tru sensurile pozitive ale axelor tinem cont ca reperul final se obtine din cel
initial printr-o rotatie de unghi < 7, deci avem figura de mai jos.
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Remarcam faptul ca prin cele doua metode am obtinut forme canonice
diferite deoarece ele sunt raportate la repere diferite. Obiectul geometric,
hiperbola, este insa aceeasi.

Exercitiul 3: Se da conica
22% — 6xy + 10y? — 8z + 12y +2 = 0.

Se cer natura si genul conicei, forma canonica si reprezentarea grafica.

Rezolvare: Pentru conica data avem A = ( _23 I(? ) ,B=(—4 6),

azz = 2. Invariantii conicei sunt:

2 -3 -4
A=|-310 6 |=—66,
46 2

d =det(A) =11, I =trace(A) =12.

Deoarece A # 0, conica este nedegenerata. Genul conicei este dat de § > 0
side A - T >0, care pentru conice nedegenerate inseamna elipsa reala.

Ecuatia seculara este
AN — 122+ 11 =0,

si are radacinile Ay = 1, Ay = 11.
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Metoda I pentru determinarea formei canonice si reprezentare grafica
Vectorii proprii corespunzatori acestor valori proprii sunt:

Vvﬁ) = [(37 1)]a ‘/(11) = [(_1’ 3)]

Alegem o baza ortonormata formata din reuniunea bazelor subspatiilor

proprii, deci B" = {¢| = \/LTO(B,l),eg = \/Llfo(—l,Z%)}. In raport cu aceast

baza forma patratica 22?2 — 6y + 10y? are expresia 2 + 11y, unde legatura
dintre noile coordonate si cele vechi este data de X = SX’,

s=m(1 )

fiind matricea schimbarii de baza de la baza canonica la baza B':

Inlociund z si ¥ de mai sus in ecuatia conicei gasim ca in raport cu baza B’
ecuatia conicei este:

12
o+ 11y? - —=2' —|——y +2=0.

V10 V10

In continuare restrangem patratele gi obtinem:

(' — —=)*+11 2-6=0

.2
(y +\/—1—0)

Cu schimbarea de componente

"no_ o 6
VSV T
gasim forma canonica a elipsei
(:L’//)Z + 11(3/”)2 = 6.

Reprezentarea grafica o obtinem ca si la exercitiile anterioare interpretand din
punct de vedere geometric demersul algebric de mai sus. Ecuatia initiala a
conicei era data in raport cu baza canonica, deci in reperul xOy. Urmatoarea
ecuatie, cea—Iin 2/, 9/, era in raport cu B’, deci am facut o schimbare de reper,
originea fiind acceasi, dar axele avand directiile €, €.
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by

X

Trecerea la coordonatele z”,vy” semnifica din punct de vedere geometric
o translatie a ultimului reper 'Oy’ in acel punct O”care reprezinta originea
noului reper, deci in care x” i y” se anuleaza:

Elipsa intersecteaza axele initiale in punctele de coordonate (2 + V3, 0),
(2—1+/3,0), (0, 1), (0, —%) In reperul 2”O"y" conica este data prin ecuatia
(z")? + 11(y")? = 6, deci o putem reprezenta. Semiaxele au lungimile /6,

respectiv \/i%, asadar reprezentarea ei este cea din figura.
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nay
.

O" T
/

Metoda a II-a pentru determinarea formei canonice si reprezentare
grafica Am stabilit natura si genul, s-au determinat valorile proprii A\; s =
1,11. Alegem A\ = 1 §i Ay = 11 ca sa respectam sgn(A; — Ag) = sgn(as.
Forma canonicd a elipsei este (z/)% + 11(y/)? + 58 = 0, exact cea gasitd si
prin prima metoda. Determinam centul conicei:

fo=0 2% — 3y — 4 = 0
{fyzo 1 3410y +6-0 ~ 20

Pantele axelor de simetrie sunt solutiile ecuatiei

a12m2 —+ (CLH - CLQQ)TTL — Q19 = 0= —3m2 —8m+3 = 0,

2

deci m; = %, my = —6. Ecuatiile axelor sunt: y = (z — 2), respectiv

y = —6(z — 2). Sensul pozitiv al fiecarei axe se determina stiind ca reperul
final este obtinut printr-o rotatie de unghi < 7 a celui initial. Obtinem exact
figura de mai sus, de la metoda I.

Exercitiul 4: Aceleasi cerinte pentru conica

22 4+ Adzy 4+ 4y* — 62 — 12y +8 =0

Rezolvare: Pentru conica data avem A = ( L2 ), B= (-3 —4),
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azz = 8. Invariantii conicei sunt:

1 2 =3
A=12 4 —4|=0,
-3 —4 8
d =det(A) =0, I=trace(A)=>5.
Deoarece A = 0, conica este degenerata. Genul conicei este dat de 6 = 0 si
care pentru conice degenerate inseamna doua drepte paralele sau confundate.
Ecuatia seculara este
A — 5\ =0,
si are radacinile Ay = 0, Ay = 5.
Vectorii proprii corespunzatori acestor valori proprii sunt:
‘/(0) = [<_27 1)]7 Vv(S) = [(172)]'
Alegem o baza ortonormatd formatd din reuniunea bazelor subspatiilor
proprii, deci B’ = {¢} = \%(—2, 1),e9 = \/Lg(l, 2)}. In raport cu aceasta baza

forma patratica x? + 4xy + 4y? are expresia 5y'?, unde legatura dintre noile
coordonate si cele vechi este data de X = SX’,

= (1)

fiind matricea schimbarii de baza de la baza canonica la baza B':

Inlociund z gi ¥ de mai sus in ecuatia conicei gasim ca in raport cu baza B’
ecuatia conicei este:
5y — 6V5y +8 = 0.

In continuare restrangem patratele gi obtinem:

M@—i%f—1=0

Cu schimbarea de componente
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gasim forma canonica a conicei

1 //__i
NG (dy) -y = 7

Este vorba deci de doua drepte paralele. Reprezentarea grafica o putem
obtine ca si la exercitiile anterioare interpretand din punct de vedere geo-
metric demersul algebric de mai sus, sau, mai simplu, putem gasi ecuat)ile
celor doua drepte in reperul zOy si le reprezentam direct . Inlociund y" in
functie de x,y gasim:

Sy =1 () =

(dy) 12 4+2y—4=0, (do):z—+2y—2=0.

da

O ~r

Reprezentarea grafica este cea de mai sus.

Tema 1: Sa se determine natura, genul si forma canonica pentru
urmatoarele conice:

a) 5%+ 8xy + 5y? — 18z — 18y + 9 = 0;
b) 2% —8xy+ Ty*> + 6z — 6y + 9 = 0;

c) 4x* —dxy+y? —2x — 4y + 10 = 0;
d) 4x*+dxy +y* — 13z — 4y + 8 = 0;
e) zy—y*+y=0.

Reprezentati grafic fiecare conica.



256 Capitolul 11. Probleme rezolvate la Capitolul 5

Tabel a).

a 3 1 2

A L 0+ +

0 F------- O++0----

I -0+ r+rt+r+++

Exercitiul 5: Studiati natura si genul conicelor din familia:
a) x? — 2azy + (a + 2)y* — 22 — 2ay — 3 = 0;
b) 2% + 2awy + y* — 20 — 4y + 4 = 0;
c) 2?2 = 2zy + (1 — a)y® + 2ax = 0;
d) % + 2axy + y* — 2ax + 2y + 2 = 0,

unde « este un parametru real. Precizati daca exista cercuri sau hiperbole
echilatere in fiecare din aceste familii. Gasiti locul geometric al centrelor
conicelor din fiecare familie.

Rezolvare: a) Forma matriciala a conicei este

XtAX —|— QBX —I— asz = O,

1 —« e
de unde avem A = (—a ot 2), B = (-1 —a), azgs = —3. Invariantii
conicel sunt:

1 —a -1
¢
A:'é aB =|-a a+2 —a|=4a -8,
33 -1 —a -3

§=det(A) = —a* +a+2, I=trace(Ad)=a+3.

Natura conicei este: nedegenerata, cand A # 0, sau degenerata, pentru
A = 0. Genul este dat de tabelul din curs, in functie de semnele invariantilor.
Avem urmatoarea discutie in functie de a:

Daca « € (—o0, —3), atunci A < 0, deci conica este nedegenerata; 6 < 0,
deci este o hiperbola.

Daca a = —3, atunci rezultatul este similar cu cel anterior; analog pentru
a e (—=3,-1).
Daca a = —1, atunci A < 0, deci conica este nedegenerata; o = 0, deci

este o parabola.
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Daca o € (—1,2), atunci A < 0, deci conica este nedegenerata; > 0 si
A - T <0, deci este o elipsa reala.

Daca a = 2, atunci A = 0, deci conica este degenerata; 6 = 0, deci este
formta din doua drepte paralele sau confundate.

Daca o € (2,00), atunci A > 0, deci conica este nedegenerata; § < 0,

deci este o hiperbola.
Cautam cercuri in aceasta familie de conice. Acestea ar trebui sa fie elipse
x! x? A

cu semiaxele egale, deci in formua canonica StN=5 sa avem A\; = Ao.

Cum \; si Ay sunt solutiile ecuatiei seculare \> — I - X + § = 0, rezulta ca
aceasta trebuie sa aiba discriminantul nul, de unde avem ecuatia
5% +2a+1=0

care nu are solutii reale. Rezulta ca nu exista cercuri in aceasta familie.

Conditia necesara pentru a exista hiperbole echilatere este ca A\ = — g,
deci I = 0. Aici gasim o = —3, asadar exista o hiperbola echilatera,

x? + 62y — y* — 2x + 6y — 3 = 0.

Pentru a gasi locul geometric al centrelor conicelor din familia data eliminam
parametrul a din sistemul

fm:()(:) r—ay—1=0
fy=0 —ar+ (a+2)y—a=0

Inmultind a doua ecuatie cu y si inlocuind din prima ecuatie ay = x — 1,
obtinem locul geometric cautat ca fiind conica

—? oy +2  —y+1=0.

b) Pentru familia de conice de la punctul b) avem: A = ( La >, B =

a 1
(=1 —2), agz = 4. Invariantii conicei sunt:
1 a -1
t
A:‘g Bl_la 1 2 = —(2a — 1),
@l 1 24

§ =det(A) =1—a? I =trace(A) = 2.

Interpretam tabelul b) si obtinem:
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Tabel b).

« -1 % 1

A F------- 0------

5 F---0++++0----
T F++++++++++

Daca a € (—o0,—1), atunci A < 0, deci conica este nedegenerata; § < 0,
deci este o hiperbola.

Daca a = —1, atunci A < 0, deci conica este nedegenerata; o = 0, deci
este o parabola.

Daca o € (—1, %), atunci A < 0, deci conica este nedegenerata; > 0 si
A - I <0, deci este o elipsa reala.

Daca a = %, atunci A = 0, deci conica este degenerata; 6 > 0, deci este

formata din un punct dublu.

Daca a € (%, 1), atunci A < 0, deci conica este nedegenerata; 6 > 0, si
A - T <0, deci este o elipsa reala.

Daca o € (1,00), atunci A < 0, deci conica este nedegenerata; § < 0,
deci este o hiperbola.

Punand conditiile necesare ca la punctul anterior, gasim ca in familia de
conice exista un cerc, corespunzator lui a = 0 gi nu exista hiperbole echilatere
( deoarece I = 2, deci nenul). Pentru a gasi locul geometric al conicelor din
familia data eliminam parametrul a din sistemul

fe=0 o r+ay—1=0
fy=0 ar+y—2=0

Inmultind a doua ecuatie cu y si inlocuind din prima ecuatie ay = 1 — x,
obtinem locul geometric cautat ca fiind conica

—? Pt —2y=0,
care este o hiperbola echilatera, ecuatia de mai sus scriindu-se

1 s 3

- - 1P =1

Lasam tema ultimele doua puncte ale exercitiului.

Exercitiul 6: Se da conica

62% — 4oy + 9y* — 4w — 32y — 6 = 0.
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Se cere:

a) Sa se determine mijlocul coardei determinata de conica pe dreapta
(d):x—y+1=0.

b) Scrieti ecuatia polarei punctului M(—1,0) fata de conica data.

¢) Polul dreptei (d') : 22 + y + 2 = 0 in raport cu conica.

d) Ecuatiile tangentelor la conica in punctele de intersectie cu axa Ozx.

e) Ecuatiile tangentelor la conica paralele cu dreapta d de la punctul a).

Rezolvare: In rezolvarea exercitiului intervin expresiile f,, f, si fo,
pe care le scriem folosind invariantul A:

6 -2 -2
A=|-29 —16],
—2 16 —6

astfel:
fo=6x—2y—2, f,=-20+9—16, fo=—22— 16y —6.

a) Se gie ca diametrul conjugat unei directii este locul geometric al mi-
jloacelor coardelor determinate de conica pe fasciculul de drepte care au
acea directie. Vom scrie deci diametrul cunjugat directiei dreptei d, punctul
cerut fiind intersectia acestui diametru cu d. Panta dreptei d este m = 1, iar
formula diametrului conjugat este

fat+tmfy=0&fo+f,=0&420+7y - 18 =0.

Coordonatele punctului cerut sunt date de solutia sistemului

r—y+1=0
{4x+7y—18:0 = A(L,2)

Problema se putea rezolva si direct, gasind punctele de intersectie ale dreptei
cu conica gi apoi mijlocul segmentului determinat de aceste puncte (tema).

b) Polara unui punct M fata de conica este data de formula

fe(M)z + fy(M)y + fo(M) =0,

unde coeficientii f,(M), f,(M) si fo(M) sunt valorile expresiilor f,,f,, re-
spectiv fy in coordonatele punctului M. Obtinem ecuatia polarei:

8r + 14y +4 = 0.
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¢) Polul dreptei d' in raport cu conica este acel punct My(z,yo) a carei
polara fata de conica este chiar dreapta d’. Polara punctului M, este

fo(Mo)z + fy(Mo)y + fo(Mo) = 0,
care coincide cu d’ daca si numai daca are loc

fo(Mo) _ [fy(Mo) _ fo(Mo)
2 1 2

Gasim polul B(—2,2).

d) Punctele de intersectie a conicei cu axa Ox sunt Ml(%@,()) si

MQ(I_;’/E, 0). Ecuatia tangentei in M; la conica este

fo(M) 2+ f,(My)y + fo(M;) = 0 < 6v/102 — (50 +2v/10)y — 20 — 2v/10 = 0.
Ecuatia tangentei in M, la conica este

fo( M)z 4 f,(My)y + fo(My) = 0 < 610z + (50 — 2v/10)y +20 — 2/10 = 0.

e) Tangentele la conica paralele cu (d) : x —y + 1 = 0 sunt acele drepte
din fasciculul de drepte paralel cu d care au un singur punct comun cu conica.
Ecuatia fasciculului de drepte paralele cu d este x — y = «. Sistemul

r=y+«
622 — 4oy +9y> — 42— 32y —6=0

conduce la ecuatia
11y* +4(2a — 9)y + 6a° — 4o — 6 = 0,

pentru care impunem solutie unica, deci A = 0. Rezulta ecuatia

2
502 +1Oa—39—():>a12——1:i:T\/_

Tangentele cerute sunt:

2v/55 2

Tema 2: Se considera conica 4xy + 3y? + 16z + 12y — 36 = 0, dreapta
(d) : x —y +2 =0 si punctele A(0,2), B(—1,2). Se cere:
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a) Natura gi genul conicei;

b) Centrul, axele si asimptotele;

¢) Polara punctului B in raport cu conica;
d) Tangenta in A la conica;

e) Tangentele la conica paralele cu d;

f) Polul dreptei d in raport cu conica.

Tema 3: Se considers conica 22 — y? — 3z + 2y + 2 = 0 si punctul
A(%, %1) Se cer ecuatiile tangentelor duse din A la conica.

Incheiem capitolul cu cateva aplicatii la conice prin conditii initiale.

Exercitiul 7: Se dau punctele A(3,0), B(4,1), C(2,3), D(0,2). Se
cere familia de conice circumscrise patrulaterului ABCD.

Rezolvare: Ecuatia fasciculului este
a(AB)(CD) + B(AD)(BC) =0,

unde parametrii reali a i § nu sunt ambii nuli. Presupunem a # 0 si ecuatia
fasciculului are forma

(AB)(CD) + M(AD)(BC) =0, A€R.

Prin presupunerea facuta pierdem din fascicul conica degenetata (AD)(BC)
0, care nu se obtine din ecuatia fasciculului pentru nici o valoare a lui .
Ecuatiile dreptelor sunt:

(AB):x—y—3=0, (CD):x—2y+4=0,
(AD) :2x4+3y—6=0, (BC):z4+y—5=0.

Ecuatia fasciculului de conice circumscris patrulaterului este

(1420 2%+ (A = 3)ay + (3A+2)y* + (1 — 16\)z + (2 — 21Ny + 30\ — 12 = 0.

Exercitiul 8: Scrieti ecuatia fasciculului de conice tangente axelor
de coordonate in A(1,0) si B(0,2), punand in evidenta parabolele. Gasiti
conica din fascicul care are centrul C(1,2).

Rezolvare: Fasciculul de conice bitangent axelor in A si B este

a(AB)* + 3(0z)(0y) = 0,
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cu «, (8 reali nu ambii nuli. Semnaland absenta din urmatoarea ecuatia a
conicei degenerate formata din reuniunea axelor, avem ecuatia fasciculului

(AB? + My =042+ (N — Doy +y* —8r — 4y +4 = 0.

Parabolele din fascicul se determina din conditiile A # 0,0 = 0 impuse
invariantilor conicei. Din § = 0 rezulta A\; = 0, Ay = 8, ambele verificand si
conditia de nedegenerare.

Pentru a gasi conica cu centrul C'(1,2) impunem ca perechea (1,2) sa fie
solutia sistemului

f=0 o= 4x+%y—4:0
f,=0 2y +y—2=0

de unde obtinem \ = 4. Conica ceruta este deci elipsa 4% +y* —8x —4y+4 =
0.

Exertcitiul 9: Se cere conica tangenta in A(0,2) la Oy, care trece
prin B(2,0) si are centrul C(1,1).

Rezolvare Fie T conica cerutd i (t) : y = m(z—2), m € R, tangenta

in B la ' Atunci I" este bitangenta la Oy si t in A, respectiv B. Rezulta ca
I’ face parte din fasciculul bitangent la Oy si t in A, respectiv B. Ecuatia
acestui fascicul este

4 A A 4.5 A
MAB)*+(0y)(t) =0 & (2—5)\+m)x2+(g—1)xy+1y2—(g)\+§m)x—§y+)\ =0,

cu A\, m parametri reali. Punand conditia ca (1,1) sa fie solutia sistemului

{j}ig,ob@inem)\:5§im:8.
=



Capitolul 12

Probleme rezolvate la Capitolul
6

12.1 Sfera

Exercitiul 1: Sa se scrie ecuatia sferei cu centrul C'(1,—2,1) tangenta
planului (P) : 2z +y + 2z — 5 = 0. Determinati un cerc mare al sferei situat
intr-un plan perpendicular pe dreapta (d) : z =y = —=z.

Rezolvare: Raza sferei este egala cu distanta de la centrul C' la planul
P, deci

2-2+2—5|
T = =
3

1.

Ecuatia sferei este
(-1 +@w+2)>*+(z-1)*=1.
Cercul cerut fiind un cerc mare, centrul sau coincide cu centrul sferei, deci
este situat intr-un plan care trece prin C' si este perpendicular pe d. Ecuatia
acestui plan este (7) : (x —1) 4+ (y +2) — (2 — 1) = 0. Ecuatia cercului este:
(e =17+ @+2+ (-1 =1
r4+y—2+2=0

Exercitiul 2: ) Sa se determine centrul si raza cercului

(O)';ﬁ+y”+f—6%+%—2z—5:0
’ 204+y—2z-2=0

263
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b) Determinati sfera care contine cercul de la punctul anterior gi punctul
M(1,0,2).

Rezolvare: In primul rand ne vom asigura ca cercul din enunt, exista,
adicd planul (P) : 2z +y — 22 — 2 = 0 intersecteaza sfera (S) : 2% +y* + 22 —
6z + 2y — 22 — 5 = 0. Conditia necesara si suficienta este ca distanta de la
centrul sferei la planul P sa fie mai mica decat raza sferei. Pentru aceasta
determinam mai intai centrul si raza sferei, completand patarte perfecte dupa
cum urmeaza:

(S):(z =3+ (y+1)*+ (2 —1)> = 16.

Rezulta ca centrul sferei S este C'(3,—1,1), iar raza este R = 4. Distanta
de la C' la planul P fiind d = % < R, cercul exisa. Mai mult, raza sa se
calculeaza din teorema lui Pitagora

113
" 3

Centrul cercului se afla la intersectia planului P cu dreapta care trece prin
centrul sferei, perpendiculara pe planul P. Ecuatia acestei drepte este

r—3 y+1 z-1
2 1 =27

(d) :

iar coordonatele centrului cercului sunt

r=2\A+3
y=A-1 (25 10 11
e a1 TG

20 +y—22—-2=0

b) Sfera ceruta face parte din fasciculul de sfere prin cercul C, ecuatia
acestui fascicul fiind

(S)) : SHAP =0 < (S)) : 2% 4+9y°+22+2(A=3) 2+ (24+N)y—2(A+1)2—2A—5 = 0.

Punand conditia M € S, obtinem A = —

[\[e

Exercitiul 3: Scrieti ecuatia cercului circumscris triunghiului ABC),
unde A(1,0,2), B(0,1,0), C(1,—1,0).
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Rezolvare: Cercul cerut se afla la intersectia planului (ABC') cu orice
sfera care trece prin punctele A, B, C, de exemplu sfera circumscrisa tetrae-
drului ABCO. Ecuatia acestei sfere este

4+ yP+22ry 21
5 10 21
(S):|1 01 01|=0&(9):2*+y*+2*—3z—y—22=0.
2 1 -101
0 00 01

Ecuatia planului (ABC) este

— o

1
(ABC) : =06 @BO) ey —z-2=0.

— O = 8
O O N X

-1
Ecuatia cercului circumecsris triunghiului ABC' este

(C) 24+ + 22 -3 —y—22=0
’ dr+2y—2—-2=0

Exercitiul 4: Sa se afle raza si centrul cercului de intersectie al sfer-

elor
(S1) iz +y*+22—dox+2y—22—-12=0
(S9): (x—3)2+y?+22=9

Rezolvare: Cercul de inetrsectie al celor doua sfere este situat in
planul radical al acestora:

(m):S1 —Se=0&(m): 20+ 2y —22—3=0.

In continuare rezolvarea este analoaga celei de exercitiul 2.

Temal: Se dau punctul A(2,4,—2), dreapta (d) : "”T_Q = nyz = Z
sfera S de raza R = 7 si centru C, unde C este simetricul punctului A fata
de d. Se mai da si planul P care trece prin A perpendicular pe dreapta
AC'. Sa se determine centrul si raza cercului I' de inersectie a sferei S cu
planul P. Determinati ecuatia sferei care trece perin cercul I' si prin punctul

M (7,5, —=5). Scrieti ecuatia cercului circumscris triunghiului AC'M .
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12.2 Cuadrice pe forma generala

Exercitiul 1: Folosind metoda transformarilor ortogonale reduceti la
forma canonica urmatoarea cuadrica. Precizati ce tip de cuadrica este.

4a® + 27 + 322 + 4wz — dyz + 60 + 4y + 82 +2 = 0.

Rezolvare: Matricea formei patratice 422+ 2y? + 322 + 422 — 4y 2 din

4 0 2
ecuatia cuadricei este A = | 0 2 —2 |. Determinam valorile proprii ale
2 -2 3

matricei A. Ecuatia caracteristica este —\3 +9\2 — 18\ = 0 si are radacinile
A = 0, \a = 3 i A3 = 6. Vectorii proprii corespunzatori acestor valori
proprii sunt:

‘/(0) = [(1’ _2’ _2)]7 ‘/'(3) = [(_2’ _2’ 1)]7 V(G) - [(_27 17 _2)]'

Alegem o baza ortonormata formata din reuniunea bazelor subspatiilor
proprii, deci B = {€} = 3(1,-2,-2),e2 = 5(—2,-2,1),¢5 = 3(—2,1,—2)}.
In raport cu aceastd bazi forma pitratica 422 + 29% + 322 + 42 — 4yz are
expresia 3y”? + 622, unde legatura dintre noile coordonate si cele vechi este
data de X = SX’,

1 1 -2 =2

S=-|-2-21

S\2 1 2

fiind matricea schimbarii de baza de la baza canonica la baza B’
x=z(a' —2y —27)
y=1(—22" -2y +2)
z= g(—Zx’ +y' —22)
Inlocuind z, y si z de mai sus In ecuatia cuadricei gasim ecuatia sa in raport
cu baza B’
3y? + 627 — 62 — 4y —82 +2=0.

In continuare restrangem patratele si obtinem:

/_22 /_22_ / 1
(v — 37 +2( = 3P =20 +3).

Cu schimbarea de componente

~ ~
N I
~ ~

~
<
~

IS S
|
<
|
0O 1N [N =
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gasim forma canonica a cuadricei
11\ 2 11\2 "
(') +2(z")" = 22",

deci este un paraboloid eliptic.

Tema 1: Acelasi enunt pentru urmatoarele cuadrice:
a) 362+ y? + 422 + 722 + 6y — 40z + 109 = 0;
b)  2y*+4dxy — 8xz — dyz + 62 — 5 = 0;
c) x*+y?+52%—6xy+ 2wz —2yz — 4z + 8y — 122 + 14 = 0;
d) 20 +y*+22—2zy+2rz4+20+y—2—1=0.

Exercitiul 2: Sa se deteerine unghiul generatoarelor rectilinii ale
. . . ~ v 2 2 o .
hiperboloidului cu o panza % + %4 — 2° — 1 = 0 care trec prin punctul
A(6,-2,2).

Rezolvare: FEcuatia hiperboloidului cu o panza o prelucram astfel:

x x y y
(g - Z)(g +2)=(1- 5)(1 + 5)-

Putem obtine ecuatia hiperboloidului daca inmultim ecuatiile

Ecuatiile de mai sus sunt ecuatiile generatoarelor rectilinii ale hiperboloidu-
lui., parametrii A si p fiind reali.

+

—Z
Z

1
+ 1

wlBw(8

I
TI==
IR IR

Din conditia A € d) determinam parametrul A = 0. Din conditia A € d,,
determinam parametrul u = % Generatoarele rectilinii care trec prin punctul

A sunt:
@:{ 0 @ {1740

Dreptele de mai sus fiind date ca intersectii de plane, directiile lor se deter-
mina prin produsul vectorial al normalelor planelor:

z
Y
+2

— w8
I

PR, A
1 6 3 12
010 1o
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Avand cele doud directii, unghiul dintre generatoare se calculeaza cu formula
cos/(d,d) = 44—

— walllvg

Exercitiul 3: Sa se scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii ale paraboloidu-
2
lui hiperbolic ”1”—2 —-& = 22, care sunt paralele cu planul (P) : 2x —y— 22z = 0.

Rezlovare: Ecuatia paraboloidului hiperbolic 22—44? = 16z o putem
scrie si astfel: (z — 2y)(z + 2y) = 16z, ecuatie care se poate obtine din
inmultirea ecuatlor

(d,\):{$_2y:)l\éZ sau (d;){ T2y =h

z+2y =18 v +2y =0z

Ecuatiile de mai sus sunt ecuatiile generatoarelor rectilinii ale paraboloidului,
parametrii A gi p fiind reali, A nenul. Directiile dreptelor din cele doua familii
sunt

I > \TLAT 3 ik 32- 16— -
=1 -2 =X|=2X\i—-Aj+4k. v, ,=|1 -2 = Zi4 —j+4k.
12 0 12 1| A

Din conditia d || P rezulta v, L ]\7p, de unde A\ = 4. Din 77# 1 Np rezultd
p=8.

22

Tema 2: Si se determine generatoarele cuadricei 2% — % +5-1=0,
paralele cu planul 6x + 3y — 2z +6 = 0.

Tema 3: Fie punctul M(0,2,—1) si cuadrica % — % = 2. Sa se
scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii ale cuadricei care trec prin M si sa se

calculeze unghiul dintre ele.
12.3 Generari de suprafete

Exercitiul 1: Se cere suprafata cilindrica a carei curba directoare este
Yy’ —22—1=0 1 +1 2

' : ) [ R R
(C): =0 , iar generatoarea are ecuatia (d) : %3 n =

Rezolvare: Suprafata cilindrica este formata din drepte paralele cu
d si care se "sprijind” (intersecteaza) pe curba C'. Vom scrie fasciculul de
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drepte paralele cu d. Fasciculul respectiv se poate obtine scriind prin fiecare
punct de coordonate (A, i, 0) o dreapta de directie ¥(3,4,5):
rT—A_ y—p
(d/\u> :

zZ
3 4 5

Acelasi fascicul se obtine daca, considerand dreapta d scrisa ca intersectie
. [ (P):b5x—324+1=0

a doua plane (d) : { (Q) 5y —4z+13=0"

intersectia planelor paralele cu P cu plane paralele cu Q:

(4):d B3 41=2
M By — 42+ 13 =p

scriem dreptele obtinute prin

Dintre aceste drepte le alegem pe cele care intersecteaza curba C, deci pentru
care sistemul

TN Y= __ oz

g _2 4 — 5

y*—2°—=1=0
=0

este compatibil. Din cele mai simple trei ecuatii (aici sunt prima, a doua si
a patra) calculam x,y, z in functie de parametrii A, p:

4 5
ZEZO, y:/u_g/\7 Z:_g)U

si inlocuind 1n a treia ecuatie gasim conditia de compatibilitate (de sprijin):

4110 2 _
(h=5A)" = (5A) —1=0.

In conditia de mai sus revenim cu expresiile parametrilor din ecuatiile in care

au fost introdusi:

3 4
/\:x—gz, p=y- ¢z

Ecuatia obtinuta este ecuatia suprafetei cilindrice cerute:

4 D
(y— 520 = (Go+2 —1=0

Exercitiul 2: Se di suprafata (E) : 422 + 9y? + 22 — 1 = 0 si planul
(m) :x+y+2z—1=0. Se cere proiectia curbei C' = E N7 pe planul zOy.
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Rezolvare: Vom scrie suprafata cilindrica cu generatoarea perpen-
diculara pe planul xOy si cu curba de sprijin C'. Intersectia acestei suprafete
cu planul zOy reprezinta exact proiectia ceruta.

Fasciculul de drepte perpendiculare pe xOy, deci paralele cu Oz, este

(dAu)i{x:A

Yy=H

Dintre aceste drepte le alegem pe cele care intersecteaza C, deci pentru care
sistemul

r=A
Yy=HK
4 +9y* + 22 —1=0
r+y+z—1=0
este compatibil. Avem © = A,y = pu,z2 = 1 — X\ — pu, deci conditia de sprijin
este
AN+ + (1= A—p)?—1=0

In conditia de mai sus revenim cu expresiile parametrilor din ecuatiile in care
au fost introdusi:

A=z, p=y.
Ecuatia obtinuta este ecuatia suprafetei cilindrice care se sprijina pe C, per-
pendiculara pe xOy:

422 + 92 +(1—2—9y)* —1=0.
Proiectia curbei C' pe planul 2Oy are prin urmare ecuatia

422492+ (1—xz—y)?2—=1=0
(prxoyC):{ v (z_o v)

Tema 1: Gasiti proiectiile curbei C' din exercitiul anterior pe planele
yOz, 20z, (P):x —y—2z=0.

Exercitiul 3: Se cere suprafata cilindrica cu generatoarea (D) : x =
y = z i tangenta sferei (S) : (z —3)* +y? + 22 —1=0.

Rezolvare: Suprafata cilindrica apartine fasciculului de drepte par-

alele cu D:
Jrx—y=2A
(dku)-{x_zzu
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Metoda I Identificam curba de sprijin. Din moment ce suprafata ceruta
trebuie sa fie tangenta sferei, rezulta ca se sprijina pe un cerc mare al sferei,
situat intr-un plan perpendicular pe D. Prin urmare curba de sprijin are
ecuatia
©)- { (=32 +y*+22—-1=0
' r+y+z—-3=0

Conditia de sprijin o obtinem din conditia de compatibilitate a sistemului

rT—y=2A
rT—z=p
(=3 4y +22—1=0
r+y+z—3=0

Exprimam z,y, z in functie de parametri:

A
le—i—%, y=14+

=2\ + A—2u
I -1
3 Y z + 3 )

si gasim conditia de sprijin
A 4202 — 2Ap — 6N — 6+ 15 = 0.
Inlocuind A = z — Yy §i = x — z, obtinem ecuatia suprafetei cilindrice:

2% + 2% + 227 — 20y — 202 — 2yz — 122 + 6y + 62 + 15 = 0.

Metoda a II-a Determinam direct acele drepte din fasciculul d, care
intersecteaza sfera intr-un singur punct, adica pentru care sistemul

rT—y=A
T—2Z=U
(=34 +22—1=0

are solutie unica. Scriind y = x — A\, 2 = x — pu, obtinem ecuatia de gradul
doi in x
302 —20(A+p+3) + N+ > +8=0

Conditia de solutie unica ceste conditia de sprijin, A = 0:
A+ p+3)7? =302+ 12 +8) =04 207 + 2% — 2\ — 6\ — 6 + 15 =0,

adica exact conditia de sprijin gasita si prin prima metoda.
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Tema 2: Sa se determine suprafetele cilindrice pentru care se dau
generatoarea si curba de sprijin:

0@ io=y=2(0): {70

- 2 oy =4
b) (d): 25t =¥ = =L (C){ _0
4+t —2=0 .
c) (C) : o9, , lar generatoarele sunt perpendiculare pe

planul curbei.

Exercitiul 4: Se cere suprafata conica cu varful V(—1,1,1) si curba
3.4 .3 _ _
directoare (C') : { vy = Suy=0 :
z=0
Rezolvare: Suprafata ceruta este formata din drepte care trec prin
punctul V si care se sprijina pe (intersecteaza) curba C'. Vom scrie fasciculul

de drepte prin V. Punctul V poate fi vazut ca intersectia a trei plane,
(P):z+1=0,(Q):y—1=0,(R): 2z—1=0. Dreptele prin V' se pot scrie

astfel: ( )
Jrz+l=Az—-1
(@”‘{y—lzu@—l)
O alta modalitate de a scrie fasciculul de mai sus este sa scriem dreptele prin
V' si avand orice directie, deci

r+1 y—-—1 2z-1
(dAM): ) = .

W T
Alegem din fasciculul de mai sus acele drepte care intersecteaza curba C,
deci pentru care sistemul

r+1=Xz-1)

y—1=p(z-1)

2+ =3y =0
z=0

este compatibil. Ca si la supprafete cilindrice, din cele mai simple trei ecuatii
exprimam necunoscutele x, y, z in functie de parametrii \, u:

r=—-A—1 y=—pu+1, 2z=0,
si le inlocuim in cea de a patra ecuatie. Ceea ce obtinem este conditia de
sprijin:
—A+ 1P+ (1 =pP+3A+1)(1—p) =0.
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_1 N . . e v :
L, p = Y= in conditia de sprijin, gdsim

Inlocuind acum parametrii A =
ecuatia suprafetei conice:

I

—(+2)P+ -y +3x+2)(z—y)(z—1)=0.

Exercitiul 5: Sa se determine locul geometric al tangentelor duse din
origine la sfera (S): (z —5)? + (y + 1)* + 2% = 16.

Rezolvare: Fasciculul de drepte prin origine este

(dku) :

> 8
=
— ] N

Alegem dintre aceste drepte pe acelea care intersecteaza sfera intr-un singur
punct, deci pentru care sistemul

are solutie unica. Sistemul de mai sus conduce la ecuatia de gradul II in z:
(1+ 2+ p?)2? +2(5A — p)z + 10 =0,

pentru care conditia de solutie unica A = 0 este conditia de sprijin a dreptelor
din fascicul pe sfera:

15X% — 9 — 10 p — 10 = 0.

Inlocuind acum A = £ si u = ¥, obtinem ecuatia suprafetei conice care este
locul geometric cautat:

1522 — 9y* — 102* — 102y = 0

Remarcam faptul ca o suprafata conica cu varful in origine are ecuatia de
forma ®(%,%) = 0. De aceea, la intrebarea: ”Ce reprezinta ecuatia

2?4+ 9% — 2xy — Syz + 3xz =07,

raspunsul este :”O suprafata conica cu varful in origine”, justificarea fiind
faptul ca ecuatia se poate scrie

(D24 (Y2 %Y _5Y 37 .
z V4 ZZ z V4
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Pentru demonstratie se determina un punct V(a,b,c) cu proprietatea ca
ecuatia suprafatei conice cu varful V si curba de sprijin inersectia suprafetei
date cu planul 2Oy (de exemplu; se poate alege si alt plan), se identifica cu
ecuatia data.

Tema 3: Sa se scrie ecuatia suprafetei conice cu varful si curba de
sprijin precizate mai jos:

22+’ =4
a)V(l,l,l),(C):{ L

¢+ 2zc—2x =0
v)d - ymrm0 TR TR0
r—2+2=0

2?4+ (2 —4)2=0
¢) V(0,2,0), (0).{ T .

Exercitiul 6: Sa se gaseasca ecuatia suprafetei obtinuta prin rotirea
dreptei (d) : = y = z + 3 In jurul dreptei (D) : —z =y = —=z.

Rezolvare: In primul rand sa observam faptul ca la rotirea unei
drepte in jurul alteia putem obtine un cilindru, un con sau un hiperboloid
cu o panza, dupa cum dreptele sunt paralele, concurente sau necoplanare.

In exercitiul dat dreptele fiind necoplanare (vezi capitolul 2 pentru veri-
ficare), vom obtine un hiprboloid cu o panza.

Suprafata de rotatie ceruta este formata din toate cercurile cu centrul pe
axa de rotatie D, situate in plane perpendiculare pe aceasta si care se sprijina
pe dreapta d. Dupa se stie, un cerc in spatiu se poate da ca intersectie a unei
sfere cu un plan. Vom scrie deci toate sferele din spatiu avand centrul pe D,
de exemplu in origine gi raza variabila, si le vom intersecta cu toate planele
perpendiculare pe D. Obtinem familia de cercuri:

2?4yt 42t = N
—xt+y—z=Uu

(Co) {

cu A, u parametri reali. Alegem din acest fascicul acele cercuri care se sprijina
pe dreapta d., deci pentru care sistemul

22+ y? 42t =N

—x+y—z=pu
x:y:z+3
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este compatibil. Din cele mai simple ecuatii determinam r = 3—pu, y = 3—pu,
2z = — i obtinem conditia de sprijin:

2B — ) +pP =2 <3 —12u + 18 — \* = 0.

Avem \? = 22 +9y? + 22 si p = —x + y — 2, pe care inlocuindu-le mai sus,
rezulta ecuatia suprafetei de rotatie cerute:

227 4 2y + 22% — 6wy + 62z — 6yz + 120 — 12y + 122 + 18 = 0.

Lasam tema reducerea la forma canonica a cuadricei de mai sus.

Tema 4: Sa se scrie ecuatia suprafetei obtinuta prin rotirea curbei C'
in jurul dreptei d precizate mai jos:

=2y +22-5=0
a)(C’):{ x—iy—z—i—?):O y(d)rx=y=z

2 A2 4 —
b)(C):{x—i_ jy204 O,d:Oaj,apoid:Oy.
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